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367.  On  dit  qu'un  nombre  variable  x  est  infiniment  petit  quand  il 
a  pour  limite  zéro.  Il  importe  de  ne  jamais  oublier  qu'en  mathéma- 
tiques un  nombre  déterminé^  quelque  petit  qu'il  soit,  n'est  jamais 
infiniment  petit.  Cette  définition  ne  s'applique  qu'à  un  nombre 
variable. 

On  dit  qu'un  nombre  imaginaire  variable  est  infiniment  petit, 
quand  son  module  est  infiniment  petit. 

Lorsqu'on  a  à  considérer  des  fonctions  de  x  ayant  pour  limite 
zéro  quand  x  tend  vers  zéro,  on  nomme  x  Tinfiniment  petit 
principal  et  on  le  regarde  comme  étant  du  premier  ordre. 

Soient  a?  et  y  deux  infiniment  petits.  Si,  lorsque  x  et  y  tendent 

vers  zéro,  le  rapport  —  a  une  limite  A  finie  et  différente  de  zéro, 

p  étant  un  nombre  positif  déterminé,  on  dit  que  y  est  par  rapport 
à  7,  un  infiniment  petit  d'ordre  p. 
Dans  ce  cas  on  a  : 

y  =  ar^(A  +  a), 

«  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  x. 
D'après  cela,  la  formule  générale  des  infmimënt  petits  d'ordre  p. 


est 


y=^'(A  +  «), 
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et  étant  un  infiniment  petit  quelconque.  On  appelle  partie  principale 
de  y,  le  produit  A  x''. 
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Phis  généralement,  y  étant  un  infiniment  petit  :  si  le  rapport  -- 
vSt  infiniment  petit,  on  dit  que  y  est  infiniment  petit  d'ordre  supé- 
rieur à  o;  si  au  contraire  —  augmente  indéfiniment  quand  x  tend 

x^ 

vers  zéro,  on  dit  que  y  est  infiniment  petit  d'ordre  inférieur  à  p. 
Il  est  clair  que  si  y/est    infiniment  petit  d'ordre  /},  ky  est 

mfiniment  petit  de  môme  ordre,  A*  étant  une  constante. 
L'ordre  infinitésimal  de  y  peut  ne  pas  être  déterminé. 
Par  exemple,  soit 


Le  quotient 


y  =  ^2  +  sin-  +tgx^a:». 

V  i 

4=2+  sin  -  +  tgx 


u^  X 


reste  fini  quand  x  tend  vers  zéro,  car  2  +  tgar  a  pour  limite  2,  et 

1  1 

sin  --  reste  compris  entre  —  1  et  -{-  1  ;  mais  sin  -  n'a  pas  de  limite 

déterminée  quand  x  tend  vers  zéro,  il  n'est  donc  pas  possible  de 
poser 

y  =  (A+«)a;*', 

p  étant  un  nombre  positif  déterminé,  a  étant  infiniment  petit  et  A  un 
nombre  déterminé;  cependant  si  l'on  prend  p  =  3  +  Â,  on  a 

2  +  sin  -  +  tg  X 

y  __. ^ 

x^^  x" 

y 

donc  ~^  augmente  indéfiniment  quand  x  tend  vers  zéro. 
Si  au  contraire  on  prend  /?  =  3  —  A,  on  a  : 

1 


X.  =  (2  +  sin-+tga;)a:* 


par  suite  -^  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  x.  Ainsi  Tordre 

infinitésimal  de  ;/  est  plus  grand  que  3  —  h  et  plus  petit  que  3  +  h, 
quel  que  soit  h.  On  peut  bien  convenir  encore  de  dire  que  y  est 
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!  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  mais  dans  ce  cas  il  ne  peut  être 

question  de  partie  principale. 

368.  Théorème.  —  La  somme  algébHque  d'un  nombre  déterminé 
d'infiniment  petits  d'ordre  p  est  un  infiniment  petit  d'ordre  p  au  moins. 
Soient  en  effet 

(A  +  «)x^    (B  +  p],r^    {L  +  X)xP, 

un  nombre  déterminé  d'infiniment  petits  d'ordre  p  :  A,  B, L 

étant  des  constantes  différentes  de  zéro  et  a,  j3, \  des  infiniment 

petits,  enfin  a?  étant  rinfiniment  petit  principal.  La  somme  algébrique 
de  ces  infiniment  petits  est  égale  à 

[A  +  B  + +  L  +  («  +  p  + +  \)]  xp. 

Or  chacun  des  nombres  «,  j3, > -ayant  pour  limite  zéro,  il  en 

est  de  même  de«  +  P  + ^î  donc  l'expression  précédente  est 

un  infiniment  petit  d'ordre  p  tant  que  la  somme  A  +  B  + +  L 

est  différente  de  zéro;   si    A  +  B  + +  L  =  0,   elle  est   un 

infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à/?. 

Efï  particulier,  soient  deux  infiniment  petits  d'ordre  jo, 

{A  +  a)xP    et    {B  +  p)xP, 

la  difl'érence  (A  —  B  +  «  —  p)  ar?  est  un  infiniment  petit  d'ordre  p, 
tant  que  la  différence  A  —  B  n'est  pas  nulle. 
Par  exemple,  soit 

y  =  (A  +  ot)xP; 

ia  différence  y  —  x^  est  d'ordre  p  pourvu  que  A  soit  différent  de  1  ; 
inversement,  si  y  —  x^  est  un  infiniment  petit  d'ordre  p,  soit 

y~a:''  =  (B  +  p)x^ 

y  sera  un  infiniment  petit  d'ordre  p  pourvu  que  B  ne  soit  pas  égal 

à  —  1,  car  .y  =r  (B  +  1  +  p)xP. 

Ainsi,  par  exemple,  sin  x  et  x  sont  des  infiniment  petits  du  même 

sin  X 
ordre,  mais  — —  a  pour  limite  1  ;  et  Vx>n  sait  que  x  —  sin  x  est  un 

X 

infiniment  petit  du  troisième  ordre. 

On  verrait  d'une  manière  analogue  que  la  somme  algébrique 
d'un  nombre  déterminé  d'infiniment  petits  de  différents  ordres 

p,  qy r  est  en  général  un  infiniment  petit  d'un  ordre  égal  au 

plus  petit  des  nombres  p,  j, r. 
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369.  Théorème.  —  Le  produit  d'un  nombre  déterminé  d'infiniment 
petits  est  wn  infiniment  petit  dont  tordre  est  égal  à  la  somme  des  ordres 
des  /acteurs. 

Il  suffit  évidemment  d'établir  la  proposition  pour  deux  facteurs. 
Or  on  a 

(A  +  a)a;''X  (B  +  p)x^=  (AB  +  B«  +  Ap  +  «j5)xH-*. 
Mais  «  et  /3  sont  des  infiniment  petits,  donc 

Ba  + Aj5  +  «p 

est  aussi  un  infiniment  petit,  et  par  conséquent  Tordre  du  produit 

est  égal  à  /?  +  ?• 

370.  Théorème.  —  Le  quotient  d'un  infiniment  petit  d'ordre  ppar 
un  infiniment  petit  d^ord7*e  q  est  un  infiniment  petit  d'ordre  p —  q  si 
fon  a 

ce  quotient  a  une  limite  finie  sip  =  q,  et  enfin  il  est  infiniment  grand 
si  p<q. 
En  effet 

A  +  «  A 

,      a  pour  limite  —  ;  donc,  etc. 
B  -|-  p  B 

371.  Corollaire.  —  Le  rapport  de  deux  infiniment  petits  de  même 
ordre  a  pour  limite  le  rapport  de  leurs  parties  principales, 

372.  Définition.  —  On  dit  que  deux  infiniment  petits  de  même 
oindre  sont  équivalents  quand  leur  rapport  a  pour  limite  1 . 

Théorème.  —  Quand  deux  infiniment  petits  sont  équivalents^ 
leur  différence  est  infiniment  petite  par  rapport  à  cfiacun  d'eux,  et 
réciproquement . 

En  effet,  soient  a  et  p  deux  infiniment  petits  équivalents  :  par 

B 
hypothèse  -  =  1  +y,  y  étant  un  infiniment  petit;  donc  :  p  =  ot+  y* 

et  par  suite  : 

ce  qui  démontre  la  proposition. 
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Réciproquement.  —  Supposons  que  ^  ""  ^^  soit  infiniment  petit,  et 

a 

posons 
on  a 

donc  le  rapport  -  a  pour  limite  1. 

373.  Théorème.  —  La  limite  du  rapport  de  deux  infiniment  petits 
n^est  pas  changée  quand  on  remplace  ces  infiniment  petits  par  des 
infiniment  petits  respectivement  équivalents. 

Soient  «  et  j5  deux  infiniment  petits  et  «',  ^  deux  infiniment  petits 
respectivement  équivalents  aux  premiers.  On  a 

'  ta 

a         a        a  p 


donc 


lim  ^  =  lim  ^  X  lim  *  X  lira  ^, 
P  P  «  p 


c'est-à-dire 


lim-==  lim  -, 


374.  Théorème.  —  Soient 


«j,     a^, 


n  nombres  positifs  tendant  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment^ 
et  soient  : 

ft»    Pi»    P«» 

n  nombres  respectivement  équivalents  aux  premiers,  Sî  la  somme 


• 

p 
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tend  vers  une  limite  déterminée  quand  n  augmente  indéfiniment^  la 
somme 

P.+P.+ +P-, 

tend  vers  la  même  limite. 
Posons 

S„  =  a,  +  «2  + +  «>iï 

T«=P,  +  P2  + +  ?». 


P. 


Par  hypothèse  -^  a  pour  limite  1  quand  n  augmente  indéfiniment; 


*p 


on  sait  que  le  rapport 


^+^+ +Pn 


est  compris  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rapports 

Pi          P2  Pn 

•  1 

par  conséquent  on  peut  poser 

^ = 1 + 9.. 

d»,  tendant  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment. 
On  a,  par  conséquent  : 

l;i  ^=  0,1  -j-  Ou  9n» 

Or  Su  a  par  hypotliùsc  une  limite  S,  le  produit  Sn6n  a  par  suite 
pour  limite  zéro  et  enfin  T„  a  pour  limite  S 
375.  Corollaire.  —  Si  l'on  pose  : 


on  a 

T„=S„  +  Kx,  +  ot,X,  +  ..  ..  +  ««>„), 

par  conséquent  la  somme 
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a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  lorsque  l'on 

suppose  que  les  nombres  oc^  04, «»  tous  positifs  et  les  nombres 

>i,  >3, >„  de  signes  quelconques  tendent  vers  zéro  et  enfin 

que  la  somme  S»  =  aj  -j-  «a  +  ••  ..  +  «n  a  une  limite  finie  quand  n 
augmente  indéfiniment. 

376.  Remarque.  —  Le  théorème  précédent  suppose  les  infini- 
ment petits  a  tous  positifs  ;  il  subsiste  quand  les  signes  sont  quel- 
conques pourvu  que  la  somme  des  valeurs  absolues  ait  une  limite 
finie. 

En  effet,  si  Ton  désigne  par  Op  la  valeur  absolue  de  dp,  par  bj,^  la 

valeur  absolue  de  P^,  il  est  d*abord  évident  que  si  -^  a  pour  limite  1, 


il  en  est  de  même  de  — . 


«p 


ap 


Or  si  Ton  désigne  par  pn  la  somme  des  «  positifs  et  par  qn  la 
somme  des  a  négatifs  contenus  dans  Sr.,  on  a 

S»  =  p«  —  î« . 

Par  hypothèse  p^^  —  q^^  a  une  limite  ;  si  l'on  suppose  que  p„  +  ?„  a 
aussi  une  limite,  il  en  résulte  que  p^  et  q^^  ont  des  limites  p  et  q 
de  sorte  que 

S  =  p—g, 
Or  si  Ton  pose  d'une  manière  analogue 

on  a,  d'après  le  théorème  précédent 

limp;  =  ;>,     limy'„  =  7, 
donc 

Hm  T.  =  S. 

377.  Applications.  —  1°  rrouver  la  limite  du  rapport  ^^^ 

tgqx 
quand  x  tend  vers  zéro. 

En  remarquant  que  chacune  des  fractions   ^^^  et  lM£  a  pour 

px  qx       ^ 

limite  1  quand  x  tend  vers  zéro,  on  voit  que  Ton  peut  remplacer  la 
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fraction  donnée  par  ^—  et  par  suite  la  limite  demandée  est  égale 

ose 

à?. 

2»  Trouver  la  limite  de  Vexprestion 

quand  X  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives. 
On  a: 

i       tgpjg 
y  =  {l+tgpx)^P^*^9^ 

donc  : 

p 

lîm  y  =  c'* 


EXERCICES 

1.  X  augmentant  indéfini  menti  comparer  l'inflniment  pelil 

X 

à Tinfiniment  petit  y-—»  ce  dernier  étant  regardé  comme  étant  Tinfiniment  petit 

principal. 

i 

2.  Chercher  si  le  produit  x  sin  -  est  d'un  ordre  infinitésimal  déterminé  par 

X 

rapport  à  x. 

i_ 

3.  Chercher  Tordre  infinitésimal  de  e     ^*,  j;  étant  Tinfiniment  petit  principal. 

X  ~~~  sin  X 

4.  Trouver  Tordre  infinitésimal  de par  rapport  à  ar. 

5.  Trouver  Tordre  infinitésimal  de  la  différence  tg  x  —  sin  â;,  x  étant  Tinfiniment 
'  petit  principal. 

6.  Trouver  Tordre  infinitésimal  de  a'  —  1,  â;  étant  Tinfiniment  petit  principal. 

7.  Trouver  Tordre  de  (1  +  xf  —•  s^  x  étant  1  infiniment  petit  principaL 
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CHAPITRE  II 

DÉRIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES 

.  378.  Définition  de  la  dérivée.  — Nous  avons  vu  que  si  f{x) 
est  un  polynôme  entier  de  degré  m,  on  a  : 

Ax+ A)=A<r)+A /"(a:)+^-^  r  (^)  + + 1/"     „,  /'"'(«)  (1) 

f{x),  /"(or), /^"»-*)(ar)  étant  des  polynômes  entiers  en  x  eif^^^[x) 

une  constante.  L'identité  précédente  donne  : 

fcL^=:£W  =  /•(.)  +  . 

a  désignant  un  polynôme  entier  par  rapport  khetx,  dont  tous  les 
termes  contiennent  h  en  facteur,  de  sorte  que  «  a  pour  limite  zéro 
quand  h  tend  vers  zéro.  Par  conséquent,  dans  ces  conditions  on  a  : 

D'une  manière  générale,  étant  donnée  une  fonction  f{x)  continue 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  un  intervalle  déterminé 
(a,  6),  si  le  rapport  : 

h 

tend  vers  une  limite  finie  bien  déterminée  quand  h  tend  vers  zéro 
suivant  une  loi  quelconque,  op^  étant  compris  entre  a  et  6  ;  cette  limite, 
qui  dépend  en  général  de  ar^,  se  nomme  la  dérivée  de  f{x)  pour 
X  =  x^.  S'il  en  est  ainsi  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
a  et  6,  on  appelle  fonction  dérivée  ou  simplement  dérivée  de  f{x)  et 
Ton  représente  par  f'[x)  la  fonction  de  x  définie  dans  l'intervalle 
(a,  b)  par  l'équation  : 

quand  h  tend  vers  zéro  suivant  une  loi  quelconque. 

D'une  manière  plus  précise,  dire  que  pour  une  valeur  détermi- 
née de  X  la  fonction  continue  f{x)  est  pourvue  d'une  dérivée 
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représentée  par  la  notation  /"'(a?),  c'est  dire  que  l'on  peut  poser 

f{x  +  h)^f{x)       ,,,_,    . 

-^ =  /  W  +  «  W 

9.  étant  une  fonction  de  j:  et  de  h,  ayant  pour  limite  zéro  quand  h 

tend  vers  zéro  suivant  une  loi  quelconque. 

Si  l'on  pose  y  =  /*(jr),  on  désigne  souvent  par  k  Taccroissenient 

dey  correspondant  à  un  accroissement  h  de  x,  de  sorte  que  la 

k 
dérivée  est  la  limite  du  rapport-,  quand  h  tend  vers  zéro.  Pour 

que  ce  rapport  puisse  avoir  une  limite  finie  et  bien  déterminée  il 
est  nécessaire  que  k  tende  vers  zéro  en  même  temps  que  h  ;  mais 
cette  condition  n'est  pas  suffisante,  nous  en  fournirons  un  exemple 
dans  une  note. 

379.  On  emploie  généralement  la  notation  Aw,  pour  représenter 
l'accroissement  d'une  variable  quelconque  u  ;  de  sorte  que  si  u 
prend  successivement  les  valeurs  Wq,  u^  on  écrit  : 

A  w  =  Wj  —  Kq. 

Il  convient  de  remarquer  que  Au  se  nomme  V accroissement  de  ti. 
même  si  u^  est  plus  petit  que  u^\  dans  ce  cas  Au  est  négatif. 
Si  l'on  pose  h  =  Ax,  on  a  : 

^y  =  ^f{x)  =  nx  +  ^x)-f[x) 

et  par  conséquent  : 

A?/ 
r  {X)  =  lira.  -L 

Aa? 

quand  Aa?  et  Ay  tendent  vers  zéro. 

380.  DifTérentielle.  —  On  nomme  diffévcntieUe  d'une  fonction,  le 
produit  de  la  dérivée  de  cette  fonction  par  V accroissement  arbitraire 
de  la  variable  dont  elle  dépend.  La  différentielle  de  y  est  représentée 
par  la  notation  dy,  de  sorte  que  si  l'on  représente  par  y  la 
dérivée  de  y  on  a  par  définition  : 

dy  =  y' .  Ax. 

ou  encore  : 

d.f[x]=f[xYlix.  (4) 


r 
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En  vertu  de  réquation  (3),  on  peut  écrire  : 

Af{x)  =  {f'{x)  +  a)Ax. 

Si  Ton  suppose  que  Ax  tende  vers  zéro,  «  a  pour  limite  zéro,  par 
suite  on  voit  que  si  f  {x)  a  une  valeur  finie  pour  la  valeur  considérée 
de  X,  A  f{x)  est  un  infiniment  petit  du  même  ordre  que  A  Xy  et  par 
su\ie  :df{x)  est  la  partie  principale  de  A/*(x).  Ainsi  ia  différen- 
tielle d'une  fonction  de  x  est  la  partie  principale  de  C accroissement  de 
la  fonction  correspondant  à  un  accroissement  infiniment  petit  de  x. 

Si  f[x)  =  X,  il  est  clair  qu'on  doit  poser  /'  (x)  =  1  ;  par  suite 

dx  =  àx; 

d'après  cela  on  écrit  : 

dy  =  y'dx 
ou 

df{x)  =  f  {x)  dx 

et  par  conséquent  si  y  =  /*(a;),  on  a  : 

Il  en  résulte  que  la  dérivée  d'une  fonction  de  x  est  le  quotient  de  la 
différentielle  de  cette  fonction  par  la  différentielle  correspondante  de 
la  variable. 

On  peut  remarquer  que  dx  est  arbitraire  ;  rien  n'empêcherait  de 
poser  dx  =\;  on  aurait  alors  dy  =y\  mais  cela  ne  serait  d'aucune 
utilité. 

381  Interprétation  g^éométrlque  de  la  dérivée  et  do 
la  différentielle.  —  Considérons  une  courbe  dont  Téquation 
rapportée  à  deux  axes  quelconques.  Soit: 

Y  =  /'(X) 
et  considérons  un  point  M  de  cette  courbe  ayant  pour  coordonnées 

a?,y(fig.  10). 

Soit  M'  un  second  point  ayant  pour  coordonnées  x  -{-Axy 
^  -)-  A  y  ;  si  Ax  et  A  y  tendent  vers  zéro,  nous  dirons  que  le  point 
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variable  M'  est  infiaiment  voisin  de  M.  La  sécante  MM'  a  pour 


coefficient  angulaire 


àx 


SI 


la  fonction  f  (X)  a  une  déri- 

Ay 
vée,  —  aura  pour  limite  f'{x). 
àx 

Si  Ton  mène  par  le  point  M 
la  droite  MA  ayant  pour 
coefficient  angulaire /"(xj  ou 

-^,  les  formules  de  la  géo- 
dx 

métrie  analytique  nous  ap- 
preAnent  que  Tangle  V  de  la  sécante  MM'  avec  MA  est  défini  par 
l'équation  : 


Fig.  10. 


tgV  = 


I ;^  1  sm  6 

\àx       dxj 


•+(=+1) 


cos6  + 


Ay  dy 

Aa?  dx 


Ay 
9  désignant  t angle  des  axes:  par  suite  si  Aa?  tend  vers  zéro,  7— 

Ax 

ayant  pour  limite  -^,  tg  V  a  pour  limite  zéro.  On  dit  que  la  droite 

ax 

MA  est  la  limite  de  la  sécante  MM'  passant  par  le  point  M  et  le 

point  M'  infiniment  voisin  de  M,  quand  M'  vient  se  confondre 

avec  M.  La  droite  MA  s'appelle  la  tangente  en  M  à  la  courbe 

donnée.  Par  suite  si  la  fonction /'(x)  est  continue  et  admet  une 

dérivée,  la  courbe  considérée  a  une  tangente  au  point  M. 

Réciproquement,  si  la  courbe  a  une  tangente  au  point  M,  la 
fonction  f(\)  admet  une  dérivée  pour  X  =  x 

Pour  éviter  toute  difficulté  nous  supposons  que  la  tangente  en 
M  ne  soit  pas  parallèle  à  Taxe  Oy. 

Cela  étant,  menons  par  le  point  M  une  droite  MH  parallèle  à 
Taxe  des  x  et  rencontrant  Vordonnée  P'M'  au  point  H  et  soit  K  Iq 
point  où  la  tangente  MA  rencontre  P'M';  on  a  : 


PP'  =  Ax=  dx,       HM'  =  Ay,        HK  =  rfy, 


et: 


HK 
MH 


dg 
dx 


==±=y 
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MK 
Le  rapport  :=^  est  fini  et  déterminé,  en  supposant  toujours  la 

tangente  MA  non  parallèle  à  0,v  ;  si  Ton  regarde  Ax  comme  un 
infiniment  petit  du  premier  ordre,  MK  est  aussi  du  premier 
ordre,  et  KM'  =Ay  —  dy  est  d'ordre  supérieur  au  premier;  on 
verra  plus  loin  que  Ay  —  dy  est  au  moins  du  second  ordre  ;  d'ail- 
leurs MM'  est  du  premier  ordre  puisque -r— a  une  limite   finie; 

donc  si  Ton  prend  sur  la  tangente  MA  à  partir  du  point  de  contact 
une  longueur  MK,  infiniment  petite  du  premier  ordre,  et  qu'on 
joigne  K,  au  point  M'  de  la  courbe,  dont  la  distance  MM'  au  point 
de  contact  est  supposée  infiniment  petite  du  premier  ordre,  la 
distance  KM'  sera  un  infiniment  petit  du  second  ordre  au  moins. 


CALCUL  DES  DÉRIVÉES 

382.  Dérivée   de  kx^,  m  étant  un  entier.  —  Nous  allons 
chercher  la  limite  du  rapport  : 

A  (a?  +  ^)*"  —  Aar" 


quand  h  tend  vers  zéro.  En  développant  par  la  formule  du  binôme 
et  simplifiant,  on  trouve  que  ce  rapport  peut  être  mis  sous  la 
forme  : 

mAar*"'"*+  P.  A 

P  désignant  un  polynôme  entier  en  x  et  h.  Or  on  sait  que  si  h  tend 
vers  zéro,  le  polynôme  P.A  a  pour  limite  zéro,  donc  la  dérivée  de 
Xx^  est  m  Aa?^~  *.  On  peut  donc  écrire  : 

y'=mAaf~*      et      e/.  Aaf  =  w  Acc^  "" *.  ifa. 

On  obtiendra  de  même  la  dérivée  de  y',  ou  la  dérivée  seconde  de  y^ 
que  nous  représenterons  par  y''  ;  de  sorte  que  : 

y"  =  m  {m —  1)  Aar*""* 
on  aura  de  même  : 

y"'  =  m  (m  —  1)  (m  —  2)  Aa:*  -» 

y*'  désignant  la   dérivée  de  y'\  ou  dérivée  tierce  de   y;  et  en 
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général  comme  on  le  vérifie  aisément,  en  désignant'  par  y     la 
dérivée  d'ordre  p  dey,p  étant  au  plus  égal  à  m  : 

y(^)  =m  (m  — 1) {m—p+\)  Aar»»-' 

enfin  : 

y(m)  -_  ^j  ^^ 

On  doit  regarder  la  dérivée  d*une  constante  comme  étantnuUe.  En 
effet,  si  y  est  une  constante,  on  a  Ay  =  0,  et  par  suite  —  =  0  quel 

que  soit  x  :  on   doit  donc  poser  lim  ^—  =  0.  D'après  cela,  soit 

Aa? 

y  =  Aar, 
on  a: 

f*  étant  un  nombre  positif  quelconque. 

Avant  de  calculer  la  dérivée  d'autres  fonctions,  nous  nous 
occuperons  des  fonctions  de  fonctions, 

FONCTIONS  DE  FONCTIONS 

383.  —  Soit  : 

une  fonction  continue  de  la  variable  ti;  si  u  est  elle-même  une 
fonction  continue  de  x,  de  sorte  que 

w  =  r  {«), 

il  est  clair  que  f{u)  est  une  fonction  continue  dcx;  on  dit  alors 
que  y  est  une  fonction  de  fonction. 

Théorème.  —  Si  y  :=  f  {u)  admet  une  déHvée  par  rapport  à  «, 
soit  f'{u)  et  si  u  admet  une  dérivée  par  rapport  à  x,  soit  u^;  la 
fonction  y  admet  une  dérivée  par  rapport  à  x,  qui  est  donnée  par 
Véquation  : 

yx=r[u).  m',. 

En  effet,  soit  àx  Taccroissement  de  x;  on  a  à  chercher  la  limite 
du  rapport  : 

fiu+Au)--f{u) 

Aar 
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Au  étant  raccroissement  de  u  correspondant  k  Ax;  or, 

Au=y(x+ Ax)— y{x), 
donc  : 

Ax  Au  Ax 

Le  second  membre  a  pour  limite  : 

donc,  on  peut  écrire  : 

Remarque.  —  En  se  servant  de  la  notation  différentielle,  la 

dy 
démonstration  devient  évidente  ;  en  effet,  il  s'agit  de  calculer  -p  ;  or, 

en  appelant  du  la  différentielle  de  u  correspondant  à  dx,  on  a 
iuentjquement  : 

dy dy    du 

dx      du'  dx^ 

c'est-à-dire  : 


.'     ..» 


384.  Corollaire.  —  On  a,  quelle  que  soit  la  variable  indépendante  : 

d.f{u)  =  f{u).du. 

En  eifet, 

d.f{u)=iMdx=r{n).~.dx  =  r{u).du. 

385.  Plus  généralement,  soient  : 

y  =  f  K)      ^i  =  A  K),      w,  =  /;  (u,) Un  =  fn  \x), 

on  a  : 

dy rfiy    rtUj     du^         dun, 

dx       du^  '  rfu,  *  du^ dx  ' 
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€'est-àHlire, 

2=r(«i)./;(t'j./;'(«3) fM. 

DfiRIVËE  D'UNE  SOMME,  D'UN  PRODUIT,  D'UN  QUOTIENT,  ETC. 

386.  Dérivée  d'une  somme.—  La  déHvée  de  la  somme  algébrique 
d'un  nombre  déteigne  de  fonctions  continues  de  x  pourvues  de  dérivées^ 
est  égale  à  la  somme  algébrique  des  dérivées  de  ces  fonctions. 

Soit,  par  exemple  : 

y  =^  u  —  V  -{-  w. 

En  désignant  par  A^,  Ati,  àv,  àw  les  accroissements  de  y,  u,  v,  w, 
correspondants  à  àxy  on  a  immédiatement  : 

ày       Au       àv        Aw 

Ax        Ax        Ax        Ax 

Au    Ay    Aw  . 

Par  hypothèse  — »  -^?  —  ont  pour  limites  u,v\w  quand  t^x 

Ax   Ax   Ax 

tend  vers  zéro  ;  donc,  le  second  membre  a  pour  limite  : 

u  —  V  -{-  w\ 

par  suite,  la  sommé  u  —  v  +  u;  a  une  dérivée  égale  à 

u  —  V  -\-  w . 

On  peut  donc  poser  : 

t        t        t   \      t 

y  =u  —0  +w, 

d'où  Ton  tire  : 

d{u  —  V  -\-  w)  =  du  —  </w  +  dw. 

Remarque.  —  Si 

a  étant  une  constante^  on  a  : 

tt  ±:  t/  =  0. 

En  «ffet, 

Ati  ±:  At;  =  0. 

donc  : 

Au        Av 

—  ±:  — =0 

Ax        Ax 
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et,  par  conséquent,  à  la  limite, 

u±v=^0. 

387.  Dérivée  d'un  produit.  —  Soient  u,  v  deux  fonctions 
continues  de  x^  admettant  des  dérivées  u,  v\  II  s'agit  de  trouver  la 
dérivée  de  uv,  c'est-à-dire  la  limite  du  rapport  : 

(tt  +  Au)  [v  +  Av)  —  uv 
Ax 

ou,  en  simplifiant  : 

Av  Au       Afi 

u 1-  t> 1 .A» 

Ax  Ao?       Ax 

Ati 
En  remarquant  que  le  produit  •—  •  Av  a  pour  limite  zéro,  puisque 

Ax 

le  premier  facteur  a  pour  limite  u  et  que  le  second  a  pour  limite 
zéro,  on  voit  que  : 

[uv)'  =  uv'  +  vu\ 

ou  encore  : 

d,  uv  =  u  ,dv-^v  ,  du. 

Il  s'agit  d'étendre  cette  règle  à  un  nombre  quelconque  de 
facteurs.  Pour  cela,  nous  mettrons  d'abord  le  résultat  que  nous 
venons  d'obtenir  sous  une  autre  forme. 

Définition.  —  On  nomme  dérivée  logarithmique  d'une  fonction  y 

» 

ayant  une  dérivée  y\  le  quotient  — . 
Gela  étant,  en  posant  ]/  =  uv,  on  a  trouvé  : 

y  =  uv'  +  vm', 

d'où  Ton  conclut  : 

y        u       V 

et,  par  conséquent  : 

La  dérivée  logarithmique  d'un  produit  de  deux  facteurs  est  égale  à 
la  somme  des  dérivées  logarithmiques  de  ces  /acteurs. 

n.  •—  9.  iitBwnioLoiNriKi.  —  xiatwv.  •   2 
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G*est  cette  règle  que  nous  allons  généraliser 

388.  Théorème.  —  La,  dérivée  logarithmique  du  produit  d'un 
nombre  guekonque^  mais  déterminé,  de  fonctions  pourvues  de  dérivées 
est  égale  à  la  somme  des  dérivées  logarithmiques  de  ces  fonctions. 

Le  théorème  étant  vrai  pour  deux  fonctions,  il  suffit  de  prouver 
que  s'il  est  vrai  pour  n  —  l  fonctions,  il  sera  vrai  pour  n  fonctions. 

Considérons  le  produit  de  n  fonctions  : 

On  peut  considérer  y  comme  étant  le  produit  de  deux  fonctions, 

y  =  «Wn, 

en  désignant  par  z  le  produit  des  n  —  1  premiers  facteurs  de  y  ;  on 
a  d*après  ce  qui  précède  : 


r  r  I 

y      2      t4„ 


mais  par  hypothèse  : 


-  =  ^  4-  -'  +  I  ^*>»-i 


donc  : 


y  «1  W.     '  Wn-l  Un 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Cela  étant,  si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  l'égalité  précé- 
dente par  tt,  u, ti»,  on  voit  que  la  dérivée  dun  produit  est  égale 

à  la  somme  des  produits  obtenus  en  remplaçant  dans  le  produit  donné 
chaque  facteur  successivement  par  sa  dérivée. 

Corollaire.  —  On  a  : 

c[y__rfui      dtij  ■  dun 

y  tij  tl,  '^  Un' 

389.  Dérivée  d'nn  quotient.  —  Soient  ueXv  deux  fonctions 
continues  pourvues  de  dérivées  u\t/.La  dérivée  de  -  est  la  limite  do 

V 

'u  -f-  Au 


/U  -f-  ûkU         u\ 

\v  +  Au       vj 


ùkx 


j 
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c'est-à-dire  la  limite  de 

Au         Ae; 

V u  — 

Ax         Ax 


La  limite  cherchée  est  évidemment  égale  à 

m  —  tto' 


»• 

• 

On 

a  donc  : 

©' 

vu' 

—  M*' 

V* 

d'où. 

en  posant  .V 

u 

» 

y 

u' 

U 

Donc  : 

La  dérivée  logarithmique  d'un  quotient  est  égaie  à  la  dérivée 
logarithmique  du  numérateur  diminuée  de  la  dérivée  logarithmique 
du  dénominateur. 

On  peut  écrire  encore  : 

,  ti      vdu  —  udv 

o-  = , 

V  v' 

En  particulier,  a  étant  une  constante  : 


/a\'  _  _  at/ 


,     a      —  adv 
ou     rf  •  -  =  — -5 — 

V  tr 


390.  Dérivée  d'nne  puissance  entière  et  positive.  —  Soit 

y  =  ti"* ,  u  étant  une  fonction  continue  pourvue  d'une  dérivée  n'  et 
m  un  entier  positif. 

On  peut  regarder  ti*"  comme  le  produit  de  m  facteurs  égaux  k  u, 
et,  par  suite,  en  appliquant  la  règle  du  produit,  on  a  : 

/  m-l      , 

y  =  mit      u\ 
On  peut  aussi  chercher  d'abord  la  dérivée  de  u"*  par  rapport  à  ti,  et 
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multiplier  mu^-'^  par  u!  en  appliquant  le  théorème  des  fonctions  de 
fonctions. 
On  a  encore  : 

d  .  ti*  =  mti"~*.  du» 

Remarque.  —  Nous  étendrons  plus  loin  cette  règle  au  cas  où 
l'exposant  m  est  quelconque. 
391.  Application  :  dérivées  des  polynômes.  —  Soit  : 

f{x)  =  A^af^  +  k,  x«7*  + +  A«-,  a?  +  A», 

un  polynôme  entier  en  a?  à  coefficients  réels.  Ce  polynôme  est  la 
somme  des  termes  de  la  forme  Apar*""*'.  Chacun  de  ces  termes  a  une 
dérivée,  donc  f{x)  a  pour  dérivée  la  somme  des  dérivées  de  ses 
termes,  de  sorte  que  : 

/^(a?)==m  Aoir^*+(m---l)A,ar"«-*+ ... +(m---p)Apa;«-^'-|-...+An.-i. 

La  dérivée  /"'  (x)  est  un  polynôme  de  degré  m  —  I  dont  on  peut 
calculer  la  dérivée  /"  (x),  et  ainsi  de  suite  ;  après  p  opérations  on 
obtiendra  un  polynôme  de  degré  m  —  p,  qui  se  nomme  la  dérivée 
d'ordre  p  du  polynôme,  p  étant  au  plus  égal  à  m 

/•(p)(x)  =  m(tii  — 1) {fn—p  +  i)A^3r'^ 

+  (m  —  1)  (m  —  2) (m  —  p)  Aj  ar--*^* 

+ +  ;>(p  — i] S.  1.  Ai,^-, 

et  enfin 

^->(x)=mIAo 

La  dérivée  d^ordre  m  est  donc  une  constante.  Les  dérivées 
d'ordre  supérieur  à  m  sont  nulles. 


DÉRIVÉE    DE   a* 

392.  —  Nous  avons  à  chercher  la  limite  de 


DÉRIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES  81 

quand  h  tend  vers  zéro;  cette  fraction  étant  égale  k: 

h 


X  a   —i 

a*  — 1 
a  question  revient  à  trouver  la  limite  de  — r — . 

A 

Pour  cela,  si  nous  posons  a   ~  1  =  «,  «  tendra  vers  zéro  en 
nême  temps  que  A.  Orde  l'équation  : 


a*  =  l+« 

on  tire  : 

La 

cl  par  suite  : 

h 

a    — 

h 

1 

mLa                ha 

-L(l+«)-               i 

la  limite  de  cette  dernière  fraction  est  égale  kLa\  donc: 

lim a  .  — ; —  =  a  La. 


La  fonction  a  ,  a  désignant  un  nombre  positif  y  a  une  dérivée  égale 
a  a    La. 
En  particulier  la  dérivée  de  e    est  la  fonction  e    elle-même. 


On  a,  d'après  ce  qui  précède  : 


d.a  z=z  a  La.  dx 
rf,  e    =  e  .  dx. 


a  —  1 


393.  Remarque.  —  Nous  avons  trouvé  que  — -r —  a  pour  limite 
lia,  quand  h  tend  vers  zéro  d'une  manière  quelconque.  Il  en  résulte 
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que  si  Ton  pose  A  =—,  m  désignant  un  entier  croissant  indéfl 

tn 

niment,  h  tendra  vers  zéro,  et  par  suite  : 

lim  m  (^a  —  1)  =  L.  a.      (m  =  oo). 


DËIftVËE  DE  LA  FONCTION  log^âP 

394.  —  On  a,  en  supposant  «  >  0  : 

1 

Si  Ton  pose  -  =  «,  ou  A  =  «or,  l'expression  précédente  peut  être 
mise  sous  la  forme  : 

log.  (1  +  «)"* 

et  l'on  reconnaît  qu'elle  est  identique  à 

1 

i  log.  (1+0.)". 

Si  h  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  môme  de  «,  et  par  suite  la  limite 
de  l'expression  considérée  est  égale  à  : 

-  log..  e. 

X 

M 

Donc,  la  fonction  log <,  ^  a  une  dérivée  égale  a  —,  M  désignant  le 

X 

module  du  système  de  logarithmes  de  hase  a. 

i 

En  particulier  la  dérivée  de  Lr  est  égale  à  - . 

X 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  : 

d.  log«  X  =—  dx. 

X 

et 

d,\jX  =  -  dx, 

X 
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395.   Applications.   —  La  dérivée  de  L.u  étant  égale  à  — . 

on  comprend  pourquoi  le  rapport  -  a  reçu  le  nom  de  dérivée  loga- 
rithmique de  u.  Il  est  utile  de  remarquer  que  la  dérivée  logarith- 
mique de  u  ne  peut  être  remplacée  par  la  dérivée  du  logarithme 
de  u  que  si  u  a  une  valeur  positive. 

Connaissant  la  dérivée  de  la  fonction  logarithme,  on  peut 
retrouver  les  règles  donnant  la  dérivée  d*un  produit  ou  d'un 
quotient.  En  effet,  si  Ton  pose  par  exemple  : 

y  =  titi, 

on  a: 

Ly  =  Lu  -f-  hv 

et  par  suite  : 

»       »       » 

2_s= • 

y     u^v' 

mais  il  convient  de  remarquer  que  cette  démonstration  suppose 
que  y  a  une  dérivée.  On  peut  h  la  vérité  s^affranchir  djB  cette 
hypothèse  de  la  manière  suivante. 
De  réquation  ?/  =  uu  on  déduit  : 

or  la  dérivée  de  e^  ""est  : 


^Lti-fLp 


donc  si  ti  et  i;  ont  des  dérivées,  leur  produit  a  aussi  une  dérivée 

— h  "  )  c'est-à-dire,  égale  à  vu  +  uo. 

Il  n'y  a  plus  qu'une  seule  restriction  à  faire  disparaître  :  dans 
cette  démonstration  ti  et  t;  sont  essentiellement  positifs.  Supposons 
que  u  ait  une  valeur  négative  et  soit  u  i^  —  s  de  sorte  que 
uv  =z  —  sw;  on  en  déduit  évidemment  : 

[uv)'  =  —  [zv)' 
et  par  suite  : 

{uv]'  =  —  zv  —  vz  =  uv  +  vu. 
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396.  Dérivée  de  u   ,  m  ayant  nne  valeur  quelconque.  — 

Supposons  d*abord  que  u  soit  positif.  Dans  ce  cas  on  peut  poser 

m     jmhu 
y=u   =e       , 

d*où: 

mLu    u  m— 1   , 

V  =  c        »i  —  =  mu         u . 

On  peut  étendre  la  règle  au  cas  où  u  est  négatif,  en  supposant  m 

commensurable.  Soit  m  =i-,  q  étant  positif,  la  fraction  -  étant 

9  9 

supposée  irréductible  ;  posons  u  =  —  v.  On  a  : 

P 

u^  =  ^f^I^. 

Soit  d'abord  5  =  25^;  alors  p  est  impair,  par  suite  :  (—»)''=  —  tP^ 
P 

donc  u^  serait  imaginaire  :  ce  cas  doit  être  écarté. 

Supposons  y  =  2y'  +  1 . 
1»  Sr/)  =  2p'  on  a  : 


donc  : 


P        ^       P 


£-1        E  E 

.      p    ûf      ,      p    qv       p    a^ 
^^       -  q       V       q        V 


car  on  a: 


© Il 

«  ""il 


2»  Sip=2p'+1, 


donc  dans  ce  cas  : 


f^ 


9  9      u      9       7/ 
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on  a  donc  bien  dans  tous  les  cas  : 

_  m — 1    , 
y  =  mu         u . 

397.  Applications.  —  l^"  Soit  : 

1 

m 

X 

Au  lieu  d'appliquer  la  règle  relative  à  un  quotient,  il  convient 
d'écrire  y  =  «""**  ce  qui  donne  : 


ar     ' 


2»  y=^u=u    , 


on  trouve  ; 


,      i    m     , 


par  exemple  si  : 


y  =  \/» 


on  a: 


on  a: 


7 


Va«"  +  2  te  +  ^ 


y  = 


m 

9 


(a  +  te*^)?  ^  ^ 
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on  trouve  : 

on  trouve,  toutes  réductions  faites  : 


FONCTIONS  INVERSES 

398.  Soit  y  =  /*  (or)  une  fonction  bien  déterminée  de  x,  A  une 
valeur  déterminée  x^  de  la  variable  x  correspond  par  hypothèse 
une  valeur  y©  de  y.  Par  conséquent,  en  regardant  x  comme 
inconnue,  Téquation  y^  =  f{x)  admet  au  moins  une  solution  : 
X  =  x^.  On  peut  donc  considérer  x  comme  une  fonction  de  y  et 
poser  ar=: y  (y).  Si  Ton  suppose  y  =yjj,le  symbole  f  [y^)  pourra  avoir 
plusieurs  déterminations,  mais  Tune  au  moins  de  ces  détermina- 
tions est  égale  à  Xq.  On  dit  que  les  fonctions  a»(x)  et  ff^)  sont  invenes 
l'une  de  Vautre, 

On  a  d*après  cq  qui  précède  : 

.y«  =  f{^o)f  ^0  —  9  (yj, 

donc: 

yo=-f[?{yo)]: 

il  en  résulte  que  si  Ton  soumet  y^  successivement  aux  opérations 
représentées  par  les  symboles  ?  et  /*  on  retrouve  y©.  De  même  : 

par  conséquent  les  mêmes  opérations,  effectuées  en  sens  contraire, 
se  détruisent  aussi  ;  mais  il  faut,  bien  entendu,  pour  qu'il  en  soit 
ainsi,  choisir  une  détermination  convenable  pour  le  résultat  de 
l'opération  représentée  par  le  symbole  f. 
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Exemple.  Soit  : 

on  en  tire  : 

a?=  logay; 

donc,  les  fonctions  a    et  loga  x  sont  inverses  Tune  de  l'autre.  On 
a  identiquement. 

y  =  a'^*^-yeta?  =  logaa^. 

399.  Théorème.  —  Si  la  fonction  f{x)  est  continue  dans  Vinter- 
valle  (a,  b)  et  croît  de  k  àB,  quand  x  croît  de  a  à  b;  la  fonction  invet*se 
f  {x)  sera  continue  et  croissante  dans  Vintervalle  (A,  B)  et  croîtra  de  la 
valeur  a  à  la  valew*  b  quand  x  croîtra  de  XàB, 

En  effet,  â?«  et  x^  étant  compris  entre  a  et  6,  on  a,  par  hypothèse, 

c'est-à-dire 

y.— yi 


tCy.)  — ?(».) 


>o, 


ce  qui  exprime  que  la  fonction  f(x)  est  croissante  dans  l'intervalle 
lA,  B). 
En  second  lieu,  supposons  x^>x^^  et  soit 

a?,  =  ar^  -|-  A, 

En  désignant  par  P  un  nombre  positif  tel  que  x^'\-p  appartienne 
à  l'intervalle  (a,  b),  on  a  : 

s  étant  positif.  Donc,  on  a  : 

A^o+A)-A^o)<«, 

si  l'on  suppose  A<P,  puisque  la  fonction  f{x)  est  supposée 
croissante. 

Je  dis  que  l'inégalité 

f{.Vo+*)-f(ya)<P» 
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dont  le  premier  membre  est  positif  et  égal  à  A,  sera  vérifiée  si  Ton 
suppose  A:  <  «. 
En  effet,  si  Ton  avait  : 

f(yo+*)  — ?(yo)>P» 

c*esl-à-dir9 

on  aurait  A  >  «  puisque  k  est  égal  à 

nx.  +  A)  -  f{x,) 

et  que  la  fonction  f{x)  est  croissante.    • 

G* est  ainsi  que  si  Ton  suppose  a  >  1,  la  fonction  a  est  continue 
et  croissante;  il  en  est  donc  de  môme  de  la  fonction  log^r,  c^est 
ce  que  nous  avons  vérifié  directement. 

400.  Théorème.  —  Si  une  fonction  f{x)  admet  une  dérivée  f{x), 

1 
la  fonction  inverse  y  =  f{x)  admet  aussi  une  dérivée  égale  à         . 

En  effet,  soit 

on  en  tire  par  hypothèse  : 

X  =  ç(y). 

Pour  savoir  si  y  admet  une  dérivée,  on  cherche  si  le  rapport 

—  a  une  limite  quand  A  x  tend  vers  zéro. 
àx 


Or  on  a  identiquement  : 


Ay_       1 

Ax 


m 


c'est-à-dire 


àx       ?(y  +  ^y)  —  f{y) 


>    ._  » 
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mais,  par  hypothèse,  quand  h  tend  vers  zéro, 

lim  ^ — • — ^ — 2-^-i  =  ç  (x). 

D'autre  part,  si  Aa?  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  Ay;  donc 

^y 

Aw  1 

par  suite  :  -2.  a  une  limite  égale  à  -rr-r,  c'est-à-dire  : 

Aar-  9  (y) 

Application.  —  a    a  pour  dérivée  a  La.  Donc,  si  Ton  pose 

y  =  logao?, 
on  a  : 

1  1 

Inversement,  sachant  que  log«a?  a  pour  dérivée  — r— ,  si  Ton  pose 

X  Mj  CL 


on  a  : 


X 

y  =  a 


1  X 

y  =7— T-— =  y La  =a  La. 


\vLa) 
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4M.  Dérivée  de  sin  ar.  —  On  a  : 


.    h 

sm  (x  +  A)  —  sm  x  2 


2  sin  ^  cos  Tx  +  -  j 


80  COURS  D  ALGÈBRE 

Si  Ton  suppose  que  A  tende  vers  zéro,  la  fraction  — r —  quo  l  on 
peut  écrire  :  ■■  ^    ■   a  pour  limite  1  ;  cos  yx  +  -  j  a  pour  limite 


coso?,  donc  : 

d .  sin  X 
dx 

par  suite  : 


=  cosx, 


d,  sinj;  =  cosa7.<fe. 

Il  résulte  de  là  que  la  dérivée  de  sinu  est  égale  à  cos  u.u\ 
En  particulier,  si  Ton  pose 

y=zsin{x  +  «)» 


on  a  : 


y'irr  COS  (x  +  «)  =  RÎn  ^â?  +  «  +  0. 

402.  Dérivée  de  cosx.  —  Si  dans   les  formules  précédentes 
on  pose  :  «  =  -,  on  obtient  : 

y  =  coso:      et      y'  =  —  sin  a:, 

par  suite,  la  dérivée  de  cosx  est  égale  à  — sin«. 
On  peut  établir  directement  ce  résultat,  en  partant  de  Tidentité  ; 


sin  rrSm 


cos  (a?  +  ^)  —  CQS  ^  __      o        ^ 


Hi) 


La  limite  du  rapport  précédent  est  égale  à  —  ?:i  &  On  a  donc  : 

d.cosx 


dx 
et  par  suite  : 


=  —  sm  X, 


rf.cos  a?  =  —  éinx.dx. 
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403.  Dérivée  de  tang  x.  —  On  a  : 


»  -   » 


/     .    ,  tga?  +  tgA  tff  A  (1  4- tg*  a?) 

tg  3?+^»^  — tga?=,^  /     ^      — tgj?=   ^    \       7  .  » 

^         1  — tgar.tgA       **  1  — Ig^PitgA 

par  conséquent 

tg(j?  + A)  — tgar__tgA       4  +  tg'  g? 

A  A    '  1  —  tgx.tgA' 

tff  A 
Si  A  tend  vers  zéro,  la  limite  de  -^  étant  égale  à  1,  la  limite  de 

A 

l'expression  précédente  dit  égale  à 

l  +  tg*a: 
donc 

=  l  +  tg»a?=: 


d'où  : 

rf.  tga?  =  (1  4^  tg»a?).  rfx  =  j^jj^. 

On  parvient  au  même  résultat  en  cherchant  la  dérivée  de  la 

c     ..        sin  X 
fraction    . 

tC0tf 

404.  Dérivée  de  cotg  x .  —  Soit 

COS  X 

on  en  tire  : 

,     —  sin*a?— cos*a?  1  ,.   ,  ^  .  .   v 

y  = r-z ==  —  -r-5-  =—  (1  +  cotg»») 

par  mite  : 

dx 
a. cotg  a?^ r-r-  =  — (l  +  cotg*»)rfa?. 

406.  Dérivée  de  sécor.  —  Posons 

y  =  séc  X  =  — — . 

^  COS  X 
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on  en  tire  : 


y'=- 


y-  X  ( —  sin  x)  ==  77773  =  sécu?,  tg». 


cos"aî 


cos'a? 


donc, 


c/.sécor 


sin  ar.é/or 
cos*a? 


406.  Dérivée  de  coséco?.  —  Soit 


V  =  coséco?  =  —, — , 
^  SI  n.r 


on  a  : 


y  =  .  ,    X  cosx  = —  cosée a? . cotg X, 


et  par  suite 


d  coséc  0?  = 


—  cos  x.ix 
sin'r 


407.  Résomé.  —  Voici  le  tableau  des  dérivées  des  fonctions 
circulaires  : 


FONCTION 

DBB 

JYEB 

UIFFÉRSNTIBLLB 

sino? 

d.  sino? 
ix 

=  cos  a? 

d.ûiix  —  cosâ;.c{x 

cosx 

d.cosx 
dx 

—  —  sin  a? 

6/.cos.r  = —  Anx^dx 

tga? 

d.  i%x 
dx 

1 

""  cos'  x 

dx 
d.tgx    = — — 

cotgx 

d.coigx 
dx 

1 

sin*ar 

rf.cotga:=      ^.^.^ 

sécjr 

(/.séco; 
dx 

sinâf 

-    .            sin  X .  aj; 

d.séca:  = ; — 

cos*  a? 

""  cos*  X 

coséç  X 

d.  coséc X 
dx 

COSâ? 

sin'af 

,       ,            cos  X .  dx 

a.coséc  = r-: — 

s»r"x 

408.  Remarque.  —  Si  Ton  désigne  par  f{x)  Tune  quelconque  des 
fonctions  circulaires,  la   fonction    complémentaire   est   égale  à 
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'*(-—  a? y  il  en  résulte  que  si  Ton  a 

/''(a?)  =  (p(ar), 
la  dérivée  de  la  fonction  complémentaire  sera  égale  à  ç(-  —  x\ 

multiplié  par  la  dérivée  de  5 — x,  c'est-à-dire  par  —  1,  et  par 
suite  sera  égale  à 

Ainsi  la  dérivée  de  sinx  étant  égale  à  cosjr,  celle  de  coso?  sera  égale 
à  —  ces  f  - —  x\  c'est-à-dire  à  —  sin  x. 


FONCTIONS  CmCULAIRES  INVERSES 

409.  Arcsin  x,  —  On  représente  par  la  notation  :  arcsinx,  un 
arc  ayant  pour  sinus  un  nombre  égal  à  a?;  de  sorte  que  si  Ton 
désigne  cet  arc  par  y,  on  ait 

sin  y  =  a:,  (i) 

en  supposant  vérifiées  les  conditions  : 

-l<a?<l.  (2) 

L'équation  (1)  admet  une  infinité  de  solutions  quand  on  sup- 
pose les  conditions  (2)  remplies.  Parmi  les  arcs  répondant  à  la  ques- 

mm  9t. 

tion,  il  y  en  a  un  et  un  seul  compris  entre  —  5  ®^  "I"  ô»  désignons- 
^e  par  z;  on  aura 

sins  =  ap.  (3) 

Si  z  varie  d*une  manière  continue,  on  sait  que  sin  z,  c'est-à  dire  x, 
varie  d'une  manière  continue  depuis  —  1  jusqu'à  +  1  ;  donc  (399) 
réciproquement,  si  x  varie  d'une  manière  continue  de  —  1  à  + 1, 

S  varie  aussi  d'une  manière  continue  de  —  «  ^  +  §  • 


hé  COURS  D  ALGÈBRE 

Cela  posé,  on  sait  que  toutes  les  solutions  de  Téquation  (1)  sont 
données  par  la  formule 

y  =  n,r+(«lf.,,  (4) 

n  désignant  un  nombre  entier.  A  chaque  valeur  de  n  correspond 

une  détermination  de  y  qui  varie  d'une  manière  continue  en  même 

temps  que  z,  c'est-à-dire  quand  x  varie  de  —  1  à  +  1. 
On  représente  la  fonction  y  par  le  symbole  : 

arcsino;, 

de  sorte  que  l'équation  : 

y  =  arcsino?  (5) 

définit  une  infinité  d'arcs.  En  convenant  que  y  est  déterminé  par 
l'équation  (4)  dans  laquelle  n  est  un  entier  donnée  on  peut  dire  que 
la  fonction  arcsina:  est  continue  quand  x  varie  de  —  1  à  -f- 1. 

Nous  allons  chercher  la  dérivée  de  cette  fonction. 

410.  JDérivée  de  arcsin  x.  —  En  remarquant  que  la  fonction 
arcsina;  est  Tinverse  de  la  fonction  sinx^on  a  immédiatement  (400) 

1 

y,  = 


eosv 


«Mais  de  l'équation  : 


on  tire  : 


sm  y  =  X 


COS  y  =:t}J\  —  â:* 


par  suite, 


1 

y  s  = 


eyjl  —  X» 


c  désignant  suivant  l'usage  ±  1.  On  prends  =  -f  1,  si  cos  y  est 
positif;  •  =:  —  1,  si  cos  y  est  négatif. 

Si  y  =  %,  c'est-à-dire  si  l'arc  est  compris  entre  —  «  et  +  ^  «   ^^^ 
COSH1U8  est  positif;  on  a  donc  : 

1 


«•=  - 


>l\^^' 
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On  voit  de  plus,  en  vertu  de  Téquation  (4),  que 

y: = (- 1)"  ':, 

par  suite  ;  à  une  valew^  donnée  de  x  correspondent  une  infinité  de 
déterminations  de  la  fonction  arcsinx  ayant  des  dérivées  égales  entre 
elles  au  signe  près;  mais  y  dès  que  l'une  de  ces  déterminations  est  choisie, 
sadérivée  est  complètement  déterminée, 

411.  Méthode  directe.  —  On  peut  chercher  la  limite  du 
rapport  : 

arcsin  [x  +  h)  —  arcsin  x  k 

— —h •»"  h 

quand  h  tend  vers  zéro. 

Le  numérateur  représente  un  arc  qui,  par  hypothèse,  tend  vers 
zéro  en  même  temps  que  h;  par  suite,  la  limite  cherchée  est  la 
même  que  celle  de 

sin  A: 

Or,  k  est  la  difTérence  des  arcs  y  -{-  k  eiyyOn2i  donc  : 

sin  k  =  sîn  (y  +  ^)  c^s  y  —  cos  (y  +  k)  sîn  y, 
c'est-à-dire  : 


sin  A  =  (a?  +  A)  >/l  —  a:*  —  v^l  —  (a?  +  A)*  •  « 
et,  par  conséquent  : 


sink_{x+h)y/l'-'X'—xy/l—{x+h)*  _  {x+hY  (\  — a?«) — x*  [1  —jx+hy] 
A  ""  A  ""  A[(a:+A)v/r^+a?>/l-.(ar+A)»] 

ou,  en  simplifiant  : 

sin  k 2x  +  h 

ir  "*  (aj  +  ft)  v^l  —  a:«  +  x  \/l  — (a?  +  A)« 

donc  : 

,.     ftin  A  2  X  1 

hm  — r-  = 


h  2a?  y/\~Zr^       yji  —  a:' 


Dans  la  démonstration  précédente,  v^l  —  ar^  représente  cos  y  et 
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^1  —  {«  +  h)*  représente  cos  (.y  +  A);  ces  deux  radicaux  doivent 
être  pris  avec  le  môme  signe,  puisque  k  peut  être  supposé  aussi 
petit  qu'on  veut.  On  retrouve  donc  bien  : 

1 


cos  y 

Remarque.  —  Il  est  facile  de  refaire,  dans  le  cas  présent,  la  dé- 
monstration générale  relative  au  calcul  des  dérivées  des  fonctions 

k 
mverses.  En  effet,  nous  avons  à  trouver  la  limite  de  t  ou  de 


sin  iy-^-k)  —  sin  y 

1 


\orsque  k  tend  vers  zéro.  Cette  limite  est  évidemment  égale  à 
^  ^         cosy 

412.  Arccosap.  —  On  représente  par  arccosar  un  arc  dont  le 

cosinus  est  égal  à  jr,  x  étant  compris  entre  —  1  et  +  1. 

L'équation  : 

cos  y  =  ar  (1) 

a  une  infinité  de  solutions,  en  supposant  : 

-\<i<\.  (2) 

Parmi  les  arcs  dont  le  cosinus  est  égal  k  x^  x  étant  un  nombre 
donné  compris  entre  —  1  et  +  1,  il  y  en  a  un  et  un  seul  compris 
entre  0  etir;  désignons-le  par;,  de  sorte  que  : 

cos  z  =  x.  (3) 

Lorsque  x  varie  de  —  1  à  +  1»  ^  varie  d'une  manière  continue  en 
décroissant  de  tt  à  0. 
La  solution  générale  de  Téquation  (l)  est  donnée  par  ta  formule 

y=2kic±z,  (4) 

/.  (Uant  im  cnlier  arbitraire. 

Si  Ton  suppose  que  k  représente  un  entier  déterminé,  et  si  Ton 
(  hoisit  Tun  des  deux  signes  -f-  ou  — ,  j/  varie  évidemment  d'une 
n.aiiière  continue  quand  x  varie  de  —  là-|-l,ctnousconviendronî5 
(!e  poser  : 

y  =  arccosa:  (5) 

y  étant  définie  comme  on  vient  de  le  dire. 
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413.  Dérivée  de  arccos^.  —  La  fonction  y  =  arccos  x  et  la 
fonction  cosxsont  inverses  l'une  de  l'autre;  donc  : 

,  _       1 
^'  ""  -  sin  y 

mais  réquation  (1)  donne  : 


siny  =e  yj\  —a:» 
c  étant  égal  à  =b  1  ;  donc  : 

1 


yx  = 


—  tyJX—u^ 


On  voit  que  Ton  doit  prendre  t  =  +  1»  sî  l®  sinus  de  Tare  y  est 
positif,  c'est-à-dire  si  y  =  2  A  ir  -f-  z;  on  doit  prendre  «  =  —  1 ,  si 
y  =r2*ir  —  z.  En  particulier  : 

-1 


On  a  donc  y,  =  db  s^ 

A  une  valeur  donnée  de  x  correspondent  une  infinité  de  détermina» 
tions  de  la  fonction  arccos  x  ayant  des  dérivées  égales  entre  elles  au 
signe  prés.  Mais  si  l'on  choisit  une  détermination  de  y,  sa  dérivée  est 
déterminée. 

On  peut  encore  expliquer  pourquoi  les  dérivées  des  fonctions 
arcsin  x  et  arccos  x  sont  égales,  au  signe  près,  pour  une  même 
valeur  de  x. 

En  effet,  si  Ton  pose  : 

u  =  arcsin  x      v  =  arccos  ap, 

on  a  : 

sin  u  ==  cos  V, 

ou 


cos  (^  —  u)  =cosv, 


par  conséquent  : 
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On  en  conclut  : 

— 1«;  =  =fc  »;. 


Si  Ton  suppose  u  compris  entre  —  5  et  +  5  et  ventre 0  et»,  on  a 


ir 

©  =  ^  —  tt. 

2 


et,  par  suite, 


de  sorte  que,  dans  ce  cas  : 


»,  =  -  w„ 


1  1 

u^  =   .  et  t).  =  — 


'« 


Remarque.  —  On  peut  trouver  la  limite  de 

arccos(a:4-fc) — arccosa: 


quand  A  tend  vers  zéro.  On  procédera  comme  pour  arcsinar:  en 

posant  k  =  arccos  (x  +  A)  —  arccos  a?,  on   cherchera  encore  la 

,.    .^    ,    sin  k 
limite  de  — v--« 

414.  Arctflrx.  ~  L*équation, 

tgy=:a:  (1) 

a  une  infinité  de  solutions;  il  y  a  toujours  un  arc  et  un  seul,  com- 
pris entre  —  5  et  +  5»  que  nous  désignerons  par  z  et  tel  que  : 

tg  z  =  X,  (2) 

X  étant  un  nombre  donné  quelconque.  Si  z  varie  d*unc  manière 
continue  de  —  -  à  +  s  »  ^  varie  d'une  manière  continue  de  —  00 
à  -}-«>.  Inversement,  si  a;  varie  d'une  manière  continue  de  — 00 
à  4-  00 ,  a  varie  d'une  manière  continue  de  —  -  à  +  -. 

On  a,  k  étant  un  entier  quelconque  : 

y  =  ^-r-J  z.  (3) 
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Donc,  en  supposant  que  k  désigne  un  entier  déterminé,  y  varie 
d'une  manière  continue,  et  dans  le  même  sens  que  5,  quand  x  varie 
de  — c»  à  +c».  Nous  représenterons  la  fonction  y  ainsi  déterminée 
par  arctg  ar,  en  posant  : 

y  =  arctg  X  (4) 

415.  Dérivée  de  aretgx.  —  La  fonction  y  =  arctgx  et  la  fonc- 
tion igx  étant  inverses,  on  a  : 

_        1 
^•""1  +  tg'y' 

c'est-à-dire  : 

1 


y*= 


1  +  jr« 


A  chaque  valeur  de  x  co7Tespondent  une  infinité  de  déterminations 
de  y  ayant  toutes  la  même  dérivée;  ce  qui  s'explique  facilement  en 
remarquant,  qu'en  vertu  de  Téquation  (3),  on  a  : 

416.  Démonstration  directe.  —  Il  s'agit  de  chercher  la  limite 
de  : 

arctg  {x-^-h)  —  arctg  x . 
_ , 

mais  le  numérateur  étant  un  arc  dont  la  limite  est  zéro,  on  peut  le 
remplacer  par  sa  tangente,  la  limite  du  rapport  ne  sera  pas  changée. 
Or,  la  tangente  du  numérateur  est  égale  à  : 

{x-\'  h)  —  X    _  h 

\^[x  +  h)x  ~"  1  +  x»  +  Ax' 

nous  avons  donc  à  chercher  la  limite  de  : 

1 

1 

et,  par  suite,  la  dérivée  de  arctg  x  est  égale  à  ■     ,     ,,  comme  nous 

l'avions  trouvé. 

417.  Areeotg:^.  —  L'équation  : 

cotg  y  =  x  (1) 
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admet  une  infinité  de  solutions.  En  raisonnant  comme  plus  haut, 
on  voit  que  la  solution  générale  est  : 

y=kn  +  z,  (2) 

z  désignant  un  arc  qui  varie  d'une  manière  continue  de  n  à  0, 
quand  x  varie  d'une  manière  continue  de  —  oo  à  +  o^-  Si  A  désigne 
un  nombre  entier  déterminé,  Téquation  (2)  définit  une  fonction 
continue,  et  nous  poserons  : 

yz=arccotg  X. 

418.   Dérivée   de  arGcotg^o?.  —  La  fonction   y  =  arccotgx 
est  rinverse  de  cotg  x. 
Donc  : 

— _L_ 

^•■"-(1  + cotg»  y)' 
par  suite, 


1  +x^ 


On  a  yii  =  s^,  par  suite,  à  chaque  valeur  de  x  correspond  une 
seule  dérivée. 


Si  l'on  pose  : 


on  aura  : 


u  =  arctg  X 
V  =  arccotg  x 


tgll=cotgt?=tg(î-~o,^ 


d'où  : 


«*  =  *»  +  J  — » 


par  suite  : 


w,  =  —  V, 


•9 


ce  qui  explique  pourquoi  les  dérivées  des  fonctions  arctg  a?  et 
arccotga?  sont  égales  et  de  signes  contraires,  pour  une  même 
valeur  de  x. 
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419.  Démonstration  directe.  —  On  cherche  la  limite  de 

arccotg  fg?  +  ^)  —  arccotg  x 

h 

ou,  en  remplaçant  le  numérateur  par  sa  tangente,  la  limite  de 

1  1 

x  +  A      ap  —  \ 

—  ,  etc. 


*[!  +  ,     .\,    1 


s^  -{-  hx  -{-  \ 


420.  Arcsécx.  —  On  sait  que  la  sécante  d'un  arc  a  une  valeur 
absolue  plus  grande  que  Tunité.  L'équation  : 

séc  y  =  a:  (1) 

a  une  infinité  de  solutions,  pourvu  que  Ton  ait  : 

x>l      ou  bien      x<C  —  !• 


Parmi  les  arcs  répondant  à  la  question,  il  y  en  a  un  et  un  seul 
compris  entre  0  et  »  ;  désignons-le  par  z.  Si  z  croît  d'une  manière 

continue  de  +  -  à  «,  sécz  croit  d'une  manière  continue  de  —  oo  à 

ta 

—  1;  et  si  Z  croit  d'une  manière  continue  de  0  à  -,  séc;;  croit   de 

ù 

+  1  à  +  ^«  Donc,  inversement,  si  l'on  pose  : 

séc  z  =  a?  (2) 

quand  x  varie  de  — ooà  —  1,  x  croit  d'une  manière  continue  de- 

à  »;  et  quand  x  varie  de  + 1  à  +  oo,  z  croit  de  0  à  -.  En  résumé, 
on  peut  dresser  le  tableau  suivant  : 


X 

z 


—  00 —  1 

-T  ,  .  .  •  croit  .  .      .  « 


+   1 +   00 

0  .  .  .  croit  •  •  •  ^• 


On  a  ensuite  : 

y  =  2A-irztz,  (3) 

k  étant  un  entier  quelconque.  Si  l'on  donne  à  k  une  valeur  entière 
déterminée  et  si  l'on  choisit  le  signe  +  ou  le  signe  —,  la  formule  (3) 
définit  une  fonction  y  continue  dans  chacun  des  intervalles  de 
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—  ao  à  —  i  et  de  -f  i  à  +  00,  et  que  nous  représentcf ons  par  la 
formule  : 

y  =  arcséc  x. 

421.  Dérivée  de  arcsécx.  —  La  fonction  y  que  nous  venons 
de  définir,  étant  Tinverse  de  séc  x,  on  a  : 


y*  = 


sécy.tgy 


or,  séc  y  =Xj  donc  :  tg  y  =  «  y/x*  —  1. 
Par  suite, 

1 


X  ^x^  —  i 

c  cHant  égal  à  dr  1. 

Inéquation  Ç\)  donne  y^  =  dr  z^;  donc,  à  chaque  valeur  de  x 
correspondent  deux  déterminations  de  y]^,  égales  et  de  signes 
contraires.  Si  y  est  donnée,  on  prendra  i  avec  le  même  signe 
que  tgy.  En  particulier  : 


xyjx'* — 1 

1 

422.  Antre   méthode.  —    On    a   y  =  arccos  -;  on  en   déduit 

X 

facilement  la  dérivée  de  y  en  appliquant  le  théorème  des  fonctions 
de  fonctions. 
On  peut  aussi,  en  posant  : 

k  =  arcséc  {x  -\-  h)  —  arcséc  x, 

sin  k 
chercher  la  limite  de  — r—  quand  /*  tond  vers  zéro. 

423.  Apccosécar.  —   Si  a;  désigne  un  nombre  compris   entre 
—  oc  et  —  1,  ou  entre  -\-  i  et  +  oo  Téquation  : 

coséc  y  =  x  (1) 

admet  une  infinité  de  solutions,  parmi  lesquelles  on  peut  choisir 
un  arc  compris  entre  —  ô  ^^  ~f~ô  ^^®  "^"^  désignerons  par  s,  et 
Ton  reconnaît  aisément  que  si  x  varie  de  —  oo  à  —  1,  z  décroit 
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d'une  manière  continue  de  0  à  — ^»  et  quand  x  croit  de  4-  i  ^'^ 

4-30,  2  décroit  de  -  à  0;  de  telle  sorte  qu'on  peut  former  le 
tableau  suivant  : 


X 


—   00 


Enfin,  on  a  : 


—  1 


0  .  .  .  décroit .  .  .  —  ^ 


+     1 


y=nîr  +  (— l)'».z, 


-j-oo 


4-Ô'  •  •  décroit.  .  .  +  0 


(2) 


n  désignant  un  entier  quelconque.  Si  l'on  donne  à  n  une  valeur 
entière  déterminée,  cette  équation  définit  une  fonction  continue 
de  a;  que  nous  représenterons  par  l'équation  : 


y  =  arccoséc  x. 


(3) 


4S4.  Dérivée  de  arccosécx.  —       La  fonction  y  que  nous 
venons  de  définir  est  l'inverse  de  coséc  x;  donc  : 


y,  = 


1 


—  coséc  x.cotgy 


par  suite, 


y,= 


—  1 


c  x,}/x'  —  i 


w 


L'équation  (2)  donne  y^  =  ( — l)"'^^;  le  double  signe  de  la 
formule  (4)  se  trouve  ainsi  expliqué.  On  donnera  à  f,  quand  la 
détermination  de  y  sera  choisie,  le  signe  de  cotg  y. 

Enfin,  si  Ton  pose  : 


on  a  : 


par  suite. 


u  =  arcséc  Xy      o  =  arccoséc  or, 


séc  u  =  coséc  V 


=  8éc(^-«) 


-  —  vssz2knzhu, 
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et 


»,= 


u. 


Si  Ton  suppose  u  entre  0  et  ir  et  o  entre  —  -  et  +  5  «  on  a 

ir 


et,  par  conséquent  : 


«  =  —  ti. 


Autre  méthode.  —  En  posant  : 


*  =  arceoséc  [x  -{-  h)  —  arccoséc  «, 


on  cherchera  la  limite  de 


sin  k 


425.  Résumé.  —  II  faut  savoir  par  cœur  les  dérivées  des  fonc- 
tions circulaires  inverses.  En  voici  le  tableau  : 


d .  arcsin  x 
dx 

d .  arccos  x 

dx 
d  .  arctg  X 

dx 
d.arccotgâ? 

dx 
d  .  arcsécâp 

dx 

d.arcooséc» 
dx 


^SJi  —X 
1 


i 


■      cos  y 
—  1 


siny 


i  +  ar» 
i 

1  _        i 

1  —  1 


tmJ'^ZIl      côtécycotgv 


d .  arcsin  x 

d  .  arccos  x  • 

d ,  arctg  X 
d .  arccotg  x 

d .  arcsec  a; 
d.  arccoséc  x= 


dx 


dx 
cos  y 

sin  y 


dx 


d«  —  dx 


tw 


J^nX       coaécycotjçy 


S  représentant  ih  1 . 
426.  Applications.  —  1*  Soit  : 


y  =  arctg  YZÇ 


a  —  X 
ax 


Si  l'on  pose  : 


a  — a: 
1  4"  û^ 


=  u. 
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on  a  : 

y  =  arc  tg  u, 

donc: 

1  1  —  (1  +ax)  —  [a  '-'X)a 

c'est-à-dire  : 

-(i  +  a')  _    -^ 

»»"  (1  +  oa;)'  +  (o  —  x)»      1  +  X» 

Il  est  facile  d'expliquer  ce  résultat.  En  effet,  si  l'on  pose  o  =  tg«, 
et  X  =  tg  z,  on  a  : 

^^^       l+a:c      1+tga.tgz        *^^  ^' 

par  suite, 

donc  : 

y*  =  —  V 


fl  —  X 


2*  v  =  fl  •  arceos —  J2ax  —  a?*. 

*  a 

Supposons  arceos compris  entre  0  et  w;  on  doit  supposer 

2  qj?  —  a?'  >  0  et  \        ^\     <   1  ;  ces  deux   conditions  rentrent 

d'ailleurs  Tune  dans  Tautre. 
Cela  posé  * 


—  a  —  1  a  —  x 


^'  I         (a  -—  x\*         ^         >/*2  ax—7? 


vM^   " 


ou  en  simplifiant  : 

>/2  oa?  —  «* 
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3"  Soient  : 

y  z=z  L.sin  a:,  s  =  L.cos  x  u  =  L.lg  r, 

on  a 

2 

y;=cotgx,  3,  =  -tgx  „,  =-^-^. 

427.  Ilérivées  des  loBeUoBS  h7^rib«>lli|ne«.  —  Nous  avons  éiabki  (383)  les 
formules 


e^+e-^ 


C08£:= 


te    I 
8iD«=  - 


2t 

qui  peuvent  servir  à  définir  les  fonctions  circulaires  cos  x  et  sin  x.  On  a  éië 
conduit  à  introduire  dans  l'Analyse  les  fonctions 

£l±i2  et  îLzil, 
2  2 

auxquelles  on  a  donné  les  noms  de  cosinus  hyperbolique  el  de  sinus  hyperbolique. 
En  posant 

Chx  =  -^ — 


on  Yérifie  immédiatement  la  relation 

Cli«a:  —  Sh»*  =  i, 

de  sorte  que  Ton  peut  regarder  Cti  x  et  Sh  «  ix>mme  étant  les  coordonnées  d'un  point 
d'une  hyperlwle  équilatère  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie,  de  même  que  cos  x  et 
sin  x  peuvent  être  regardés  comme  étant  les  coordonnées  d'un  point  d'un  cercle  de 
rayon  égal  à  l'unité  et  rapporté  à  deux  diamètres  rectangulaires. 
On  peut  également  considérer  les  fonctions 

Shj:      e*  — e-*    ^    ^  Chx      e*  +  é"^ 

Th  »  =  7;r—  = 1 ,  Coth  X  = 


Glu:      «*+<.-*'  Sh«      e*— c"^ 

Sécha:  =  =r— =  -; z:,    Coséch a:  =  ^r— = -r 1:;; 

Chx      e*  +  e  Sh  jc      e*  —  c 

que  l'on  nomme  tangente  hyperlx)lique,  cotangente  iiyperbolique,  etc. 
On  a  : 

Ch{^x)=-  Chx,       Sh  (—  jc>  =  —  Sho:,  etc. 
SixcroltdeO  4+co,   2\     "  ^)  <^ro»t  de  0  à  +  « ,  donc 
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Ta  aussi  en  croissant,de  1  à  +  oo .  On  doit  prendre  le  radical  avec  le  signe  +,  car 

la  fraction r est  positive  quel  que  soit  x. 

Cela  étant,  on  peut  déterminer  un  angle  9  tel  que 

Cha:co8^-=:!. 


On  trouve  sans  peine 


Gh  x  =  séc  ç. 
Sh  a;  =  tg  9. 
Th  a;  =  sin  9. 
Séchx  =  cos  9 
Coséc  hx  =  cot  9. 
Cot  h  X  =  coséc  9. 


On  obtient  encore  cette  formule 


Thia:=  tg  5? 


et  enfin 


e' 


-■«(M) 


d'où 

X 


=  L.lgg+|). 


On  calcule  aisément  les  dérivées  des  fonctions  hyperboliques.  On  obtient  ie 
tableau  suivant  : 

=  Shor. 


dx 
d.ShJc 


=  Ch  ;v. 


dx 
d.Th  X  1 


dx  Ch«  X 

d.Goth  X  __     i 
dx       ""  Sh*  J  ' 

^•^^^  =  Th^Séchx. 
dx 

«{.Goséchâ; 


do; 


=  CothJpCoséchJc. 


On  trouve  encore 


d.L  Shx      ri  *u 
szGotn  X 

dx 
d.L  Ch  X 


ilx 


=  Th  ar. 


428.  ronclloBs  hyiperboliqucs  Inversca.  —  Si  Ton  pose 
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on  bo  lire 

éq nation  du  second  degré  en  e*  dont  les  racines  sont  réelles  quand  v  est  supérieur 
à  1,  de  sorte  que  Ton  a  les  deux  solutions 


et  par  suite 


I^  fonction  ±:h{x+  ^x«  — l)  se  nomme  argument  dont  ie  cosinus  hyperbotfgue 
est  Xf  et  on  la  représente  par  la  notation 

ArgChx. 

De  même  en  posant 


2 
on  trouve,  en  remarquant  que  rf  doit  être  positif 


ou 


ar  =  L  (y  +  v/ÏHTÎ). 


Onpoie 


Bnfln  Téquation 


ArgSh  «  =  L  («  +  ylx»+i). 


donne 


=^VBf 


y 

■M  I 

y 


T.a  fonction 


X 
X 


a  reçu  le  nom  de  :  Argument  dont  la  tangente  hyperbolique  eel  x,  et  l'on  pose 

ArgTh  x  =  L  \/L±^. 
V  1  —X 
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Oa  trouTe  de  même 


ArgSéch  x  =  ±  L  (i  +i^Efî  j 
ArgC08échar=      L^i  +  ^(ï£f!^ 

ArgCotha:  =     Li/fJli. 


Pais, 


d  .  ArgCh  X 


yjx*—i 


dx 

d  ,  ArgSh  X  __  i 

^*  ""     ^x*  +  i 
d  .  ArgTh  jc  1 


(ar«  >  1) 


dx  1  —  a:* 

d.AvgCoihx  i 


cfcr  1  —  ar* 

d.  ArgSéch  a?     =f  i 

dx             ~"  a?  v^l— X» 

c/.  ArgCosécho;  —  i        * 
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429.  Nous  établirons  d'abord  le  théorème  suivant  dû  à  Rolle. 

Soit  F  (a?)  une  fonction  de  or,  continue  dans  Vintervalle  (a,  ft),  limitée 
dans  cet  intervalle  et  admettant  pour  chaque  valeur  de  x  comprise 
entre  a  et  b  une  dérivée  finie  et  bien  déterminée  :  si  Von  a  F  (a)  i=  0, 
e/F{6)  =0,  on  aura  aussi  F'(c)  =  0,  c  étant  un  nombre  déterminé 
compris  entre  a  et  b. 

En  d'autres  termes,  les  conditions  précédentes  étant  supposées 
remplies,  deux  racines  réelles  a,  b  de  V équation  F(a:)=  0,  compren- 
nent au  moins  une  racine  de  f  équation  dérivée  V{x)  =  0. 

En  effet,  la  fonction  F  {x)  étant  continue  et  limitée  dans  Tinter- 
valle  (a,  b)  atteint  nécessairement  un  maximum  et  un  minimum 
absolu  pour  une  valeur  de  x  appartenant  à  cet  intervalle.  Or 
la  fonction  a  pour  valeur  initiale  et  pour  valeur  finale  zéro  ;  elle 
atteint  nécessairement  un  maximum  ou  un  minimum  pour  une 
valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6,  car  autrement  il  faudrait 

*  Pour  plas  do  détails  sur  les  fonctions  hyperboliques,  voir  par  exemple  :  MaihisiSt  t.  IV 
«  Précis  de  la  théorie  des  fonctions  hyperboliques,  par  M.  Mansion.  » 

U.  ^  B.  xnirBMaLowsxi.  —  AixktuhM.  4 
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admettre  qu'elle  e^t  iiia3Liintuii  pour  x  =  a  et  minimum  pour  x  =  A 
ou  inversement,  mais  dans  ce  cas  elle  serait  nulle  pour  toutes  les 
valeurs  comprises  entre  a  et  6,  ce  que  nous  ne  supposerons  pas. 
Il  existe  donc  au  moins  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  h  et 
pour  laquelle  F(x)  est  maximum  ou  minimum  ;  soit  c  cette  valeur  ou 
Tune  de  ces  valeurs  s*il  y  en  a  plusieurs.  En  désignant  par  h  un 
nombre  positif  tel  que  c  —  A  et  c  -j-  A  soient  compris  entre  a  et  6, 
les  deux  différences  : 

F  (c  +  A)  —  F  (e)  et  F  (c  —  A)  -  F  (c) 

ont  le  même  signe;  donc  les  rapports 

F(c  +  A)-F(c)^,Fc-A)-F(c) 

ont  des  signes  contraires.  Or,  par  hypothèse,  ces  deux  rapports 
ont  une  limite  commune, finie,  quand  A  tend  vers  zéro; cette  limite 
ne  peut  être  différente  de  zéro.  On  a  donc  : 

F'(c)  =  0. 

430.  Théorème.  —  La  fonction  f{x)  ayant  une  valeur  finie  et 
déterminée  pour  x  =  a,  pour  x  =  A  et  pour  toutes  les  valeurs  compiises 
entre  aelb;  si  en  outre  elle  admet  une  dérivée  finie  et  bien  déterminée 
pour  chaque  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  A,  on  a  : 

f  {b)  -  fia)  =  (6  -  a)  ne) 

C  désignant  un  nombre  compris  entre  a  et  b. 
En   effet,  /"(a),  /*(*),  6  — a  sont   par  hypothèse  des  nombres 

déterminés,  de  plus  la  différence  b  —  a  est  supposée  différente  de 
zéro,  par  suite  la  fraction  : 

nb)-f  (g) 

b  —  a 

a  une  valeur  finie  et  déterminée  que  nous  représenterons  par  P, 
de  sorte  que  : 

f{b)-f{a)  _ 
b-a      ~     ' 

(i'ou  : 

/W-/'(«)-P(*-«)  =  o.  (1) 
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Gela  posé,  la  fonction  : 

f[x)--f(a)^V[x^a) 

est  évidemment  finie  et  déterminée  pour  toute  valeur  de  x  com- 
prise entre  a  et  A;  de  plus,  cette  fonction  est  nulle  pour  x  =  h,  en 
vertu  de  l'égalité  (1);  elle  s*annule  identiquement  quand  on  rem- 
place X  par  a.  En  outre,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre 
a  et  6,  elle  admet  une  dérivée  finie  et  bien  déterminée,  égale  à  : 

r{x)-v 

donc,  en  vertu  du  théorème  de  RoUe,  cette  dérivée  est  nulle  au 
moins  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6,  valeur  que  nous 
désignerons  par  c,  de  sorte  que  : 


ou: 


c'est-à-dire: 


rw-P  =  o, 


P==/V), 


'-^^=ri'). 


ce  qui  démontre  la  proposition. 

En  posant  6  —  a  =  A,  on  peut  écrire  : 

9  étant  un  nombre  inconnu,  mais  certainement  compris  entre 
0  et  1.  On  a  ainsi  la  formule: 

f{a  -h  A)  -  f(a)  =  hr{a  +  ^h)      (0  <e  <  1) 

qui  a  reçu  le  nom  de  formule  des  accroissements  finis. 

Remarque.  —  La  démonstration  précédente,  remarquable  en  ce 
sens  qu^elle  n*exige  pas  que  la  dérivée  f\x)  soit  continue,  est  due  à 
M.  0.  Bonnet.  Cette  démonstration  suppose  seulement  que  la 
dérivée  f  {x)  existe  et  soit  finie  dans  Tintervalle  (a,  b). 
On  démontre,  d'une  manière  toute  pareille,  le  théorème  suivant 
431.  Théorème.  —  Soient  f[x)  et  ff  [x)  deux  fonctions  finies  et 
continues  dans  Vintervalle  (a,  b),  admettant^  dans  cet  intervalle,  cha- 
cune une  dérivée  finie  et  bien  déterminée;  supposons  en  outre  que 
f  {p)y  fWi  f  W»  f  W  soient  des  nombres  déterminés,  que  la  différence 
f{b)  —  f  (a)  ne  soit  pas  nulle,  et  enfin  que  f  '  (a?)  et  f  {x)  ne  puissent 
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être  nulles  pour  une  même  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b.  Toutes  ces 
conditions  étant  remplies^  on  a: 

f  {b)  -  f  {a)- <f- {€)' 

c  étant  vn  nombre  comprit  entre  aet  b. 
En  effet,  nous  pouvons  poser: 

?(*)  —  ?  w 

P  désignant  un  nombre  bien  déterminé.  La  fonction  : 

est  nulle  pour  x  =  6,  en  vertu  de  l'égalité  (1),  elle  s'annule  pour 
a:  =  a  et  sa  dérivée,  égale  à 

est  finie  et  bien  déterminée  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre 

a  et  6  ;  on  a  donc  : 

/- (c)  -  p  f  '  (c)  =  0, 

C  désignant  un  nombre  inconnu,   mais  compris  entre  a  et  b. 

On  ne  peut  pas  supposer  f{c)  =  0,  car  on  aurait  aussi  f'(c)  ==  0, 
en  vertu  de  Tégalité  précédente,  et  cela  est  contraire  à  Thypothèse; 
donc  : 

ou   encore,   en    posant  6  =  a  -|-  A,  et  Q  désignant  un  nombre 
compris  entre  0  et  1  : 

f{a+h)^f[a)^r(a  +  Qh) 
<f  (a  +  Aj  -^ff  (a\      ç'  (a  +  9  A) 

Remarque.  —  En  général,  on  appuque  Ob  meoreme  dans  un  intervalle  (a,  0) 
dans  lequel  chacune  des  deux  dérivée»  f*  («),  ^  (x)  est  différente  de  zéro. 

432.  Dérivées  partielles  da  premier  ordre  d'une  fonc- 
tion de  plusieurs  variables  indépendantes.  —  Soit,  par 
exemple,  f(xj  y,  z)  une  fonction  de  trois  variables  x,  y,  2,  continue 
par  rapport  à  chacune  d'elles  pour  des  valeurs  données  de  ces 
variables.  On  dit  que  f  {x,  y,  z)  admet  une  dérivée  //or  rapport  à  x, 
si  le  rapport  : 

f{x  +  A,  y,  z)-— /"(ar,  y,  s) 
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a  une  limite  flnie  et  bien  déterminée  quand  h  tend  vers  zéro. 

Cette    dérivée   est  représentée   par    la   notation   /j(a7,  y,  z),   ou 

simplement  /*j.  De  même  f'  représente  la  dérivée  par  rapport  à  y, 

et  ^  la  dérivée  par  rapporta  z;  chacune  de  ces  trois  dérivées  porte 

le  nom  de  dérivée  patHielle  du  premier  ordre.  On  les  représente 

^f    ^f    V 
encore  respectivement  par  les  notations^ ,  ^ ,  r^  (en  employant 

la  lettre  d  au  lieu  de  d),  mais  alors  r^  n'est  plus  un  quotient  :  on  ne 

peut  pas  séparer  d/de  dx;  on  pourrait  employer,  pour  représen- 

ter  /",',  la  notation  —-^  d, / représentant  la  différentielle  de  /cor- 

respondant  à  un  accroissement  dx  de  la  variable  x,  en  supposant 
que  y  et  z   restent  invariables;  de  môme    on   pourrait  poser 

f^z=z  -Hi.  etc..  Mais  ces  notations  sont  plus  compliquées  que  ^, 
dy  ox 

r- ...,  et  ces  dernières  sont  généralement  adoptées. 

Remarque. —  Nous  représenterons  par/J  (a?  -|-  a,  y  +  *>  *  +  ^)  ce 
que  devient  /j  (or,  y,  z)  quand  on  y  remplace  a?,  y,  z  par  x  •{-  a, 
y  -{-  6,  z  +  <?•••  respectivement. 


FONCTIONS  COMPOSÉES 

433.  Définition.  —  Soient  u,  v^w...  des  fonctions  de  x^  et 
/(tt,  o,  «;...)  une  fonction  de  ti,  v,  w...  On  dit  que  cette  fonction 
de  X  est  une  fonction  composée.  Pour  abréger  récriture,  supposons 
qu*il  y  ait  trois  fonctions  composantes  u,  v,  w;  pour  calculer  la 
dérivée  de  la  fonction  f{u,v,w)  par  rapport  à  or,  on  établit  lo 
théorème  suivant. 

434.  Théorème.  —  Si  u^v^w  sont  des  fonctions  continues  de  x^ 
pourvues  de  dérivées  u,^  t?',,  w^;  si  la  fonction  f{u,  v,  w)  admet  des 
dérivées  partielles  /*J,  /^,  f^  et  si  ces  dernières  sont  continues  pour  une 
valeur  déterminée  de  x,  la  fonction  composée  f[u^  v,  w)  admet  uns 
dérivée  par  rapport  à  x,  et  cette  dérivée  est  égale  à  : 

fû^M  +  fv^'s  +  fLK 

En  effet,  donnons  à  ar  un  accroissement  àx,  les  fonctions  u,  v,  w 
prendront  des  accroissements  correspondants  ^u,  Av,  A  te;;  il 
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s'agit  de  prouver  que  si  les  conditions  précédentes  sont  remplies 

f{u+àu,  v  +  ^v,  w  +  ^w)'-'f(u,v,w) 

àx 

a  une  limite  quand  À«  tend  vers  zéro. 
Considérons  les  fonctions  : 

/•(tt,  t;  +  Av,  u;  +  Am;),    f{u,  v.  w  +  ^w),    f[u,  v,  w). 

A  M,  A»,  Am;  étant  regardées  comme  des  constantes.  En  appliquant 
successivement  à  ces  trois  fonctions  le  théorème  des  accroisse- 
ments finis,  on  obtient  : 

/•  (u  4-  Aw,  r  +  Au,  io+Au;)-/'(tt,  o  +  Av,  w  +  Ato)  =Aw  />„  (m+OAm,  t;-f  Ao,  w+aîo) 
f(u,v\-  Al?,  lo-f  Aw)- A",  »,  w  +  A  w)  =  A»  r„  (u,  w+e'Ai;,  w+Ato) 
[/•(M,  w,  to+Aw)— /(ti,  I?,  to)  =  Ato  r„  (tt,  V,  u;+e"Aw), 

0,0',  0"  étant  des  nombres  compris  entre  0  et  1.  En  ajoutant  membre 
à  membre  ces  identités  et  divisant  par  Aa?  les  deux  sommes  obtenues, 
on  a  : 

tkX  Aa? 

+  —  /i  (M,  «  +  6'AW,  w  +  Aw) 
Ax 

+  7^  /ic  ("»  ^t  w  +  «"A"')- 
As? 

En  tenant  compte  des  hypothèses  faites  plus  haut,  on  voit  que  si 
Aartend  vers  zéro,  le  second  membre  a  pour  limite  : 

donc,  en  supposant  remplies  toutes  les  conditions  indiquées,  nous 
pouvons  écrire  : 

dx      'du'  dx       "bv'  dx       'àw'  dx 

435.  Applications. —  Soit  d*abord  y  =  u .  t;.t£;.  On  a,  en  appli- 
quant  le  théorème  précédent  : 

y'^=z  u\vw  +  t;'  MW  +  w\uVf 
on  retrouve  la  règle  relative  à  un  produit. 
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2*  Soit 

y  =  M*. 
On  a  : 

-^  =»«•-*     et    :^  =  uLu\ 
au  ûw 


donc 


-^=:t;ti»-«.  M'-|-u'Li/.v'=tt»'-*[t;ti'  +  tiL«.t?'l. 


Par  exemple,  si  u  =  v  =^x 


dx 


^x'iX+Lx). 


Yériflcation.  —  Remarquons  qu'on  doit  supposer  u  positif; 
on  peut  donc  écrire  : 


V         vhu 
u  =  e      ; 


par  suite 


dx 
ou 

d.u"" 


vLu  d{vLu)         „lm/  /t       I    ^     \ 
=  e      ,  —^ — -  =  e       (v'Lu  A v) 

dx  \  «    / 


dx 


«"(îî^+Lu.»'). 


Cette  formule  ne  diffère  pas  de  la  précédente 
Soient  encoref 


et  par  suite  : 


X 

on  en  conclut 

\\x 


tl  =r  1  +  — ,      V  =  X, 
X 


^=('+î)>(<+s-^]- 
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436.  Extension  dn  théorème  des  accroissements  finis 
an  cas  de  plusieurs  variables*  —  Soit 

/"(a?,  y,  «), 

une  fonction  de  variables  indépendantes  que  nous  supposerons, 
pour  fixer  les  idées,  au  nombre  de  trois. 

Donnons  k  x,y,  z  des  accroissements  arbitraires  h,  ky  /,  et  suppo- 
sons que  la  fonction  /(x,  y,  z),  admette  des  dérivées  finies  et  conti- 
nues dans  les  intervalles  dexkx-^hydeyky-\-ketdezkZ'\-l 
respectivement 

La  différence 

Af=f{x  +  h,    y  +  k,    x  +  l)^f{x,y,z) 

peut  être  obtenue  en  faisant  f  =  1  dans  l'expression 

f[x  +  ht,    y+kt,    z  +  lt)^f{x,y,z). 

Si  Ton  pose 

f{x  +  ht,    y  +  kt,    z  +  tt)  =  9{t), 
on  a  donc  : 

A/ =9(1) -9(0). 
Or.  d'après  le  théorème  des  accroissements  finis. 

9(1) -9(0)  =  9' (8), 

6  étant  un  nombre  compris  entre  0  et  1. 

Cette  dernière  égalité  suppose  que  <f'{t)  est  finie  et  bien  déter- 
minée dans  l'intervalle  de  0  à  1  ;  ces  conditions  seront  remplies  si 
le  théorème  des  fonctions  composées  est  applicable  à  la  fonction 
(f{t);  et  pour  qu*il  en  soilainsi,  il  suffit  de  supposer  que  les  dérivées 
partielles  /*^,  fy^  f'^  existent  et  soient  continues  dans  les  intervalles 
de  X  à  a?  +  A,  y  à  y  +  *»  ^  à  z  +  /.  Ces  conditions  supposées 
remplies,  on  a  : 

9' (0  =  ^A'(«  +  A^  y  +  ht, z  +  it)^ kfy[x  +  A^  y  +  kt,  z  +  u) 
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ilonc 

H^  +  à,y  +  k,z+l)^  f[x,  y,  z)  ^hf^ix  +  9A,  y  +  0*,  z  +  ^î) 

+  A/-;(^  +  9A,y  +  eA:,«  +  0/) 

.+  //;(^  +  eA,y  +  e^,r+9/), 

0  étant  un  nombre  compris  entre  0  et  1. 

437.  Corollaire. —  Regardons  h,  k,  l  comme  des  infiniment  petits 
du  premier  ordre,  et  posons  h  =  dx^  k  =  dy,  1=:  dz;  il  résulte  de 
la  formule  précédente  que  Taccroissement  de  f{x^  y,  z)  correspon- 
dant à  des  accroissements  dx^  dy,  dz  est  donné  par  la  formule 


+(!&Jtl)+,)*. 


a,  ?,  y  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que   dv,  efy,  dz, 
de  sorte  que 

ttdx  +  f^dy  -^ydz 

est  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  au  premier  ;  on  en 
conclut  que 

Kd^  +  Udy  +  ^Idz 
Da?         '   ^y    ^    '    t)2 

est  la  partie  principale  de  A/;  on  l'appelle  pour  cette  raison  la  dif- 
férentielle totale  de  f,  et  on  la  désigne  par  df.  Ainsi,  par  définition 

Remarque. —  On  voit  que  Ton  ne  peut  supprimer  dx  et  dx  comme 
facteurs  communs;  ni  dy  et  dy,  ni  dz  et  dz,  car  on  aurait 

df=z3df, 

ce  qui  est  absurde  ;  ceci  explique  pourquoi  il  est  convenable  d'em- 
ployer des  caractères  particuliers  pour  représenter  les  dérivées 
partielles. 
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Si  l'on  écrit  -^  au  lieu  de  ;—  et  de  même  -j-^  et  4^,  au'  lieu 

dx  ôx  dy         az 

de  r^    et    ;r-»  on  peut  poser 

oy  oz 

df=^dx  +  ^dy+^-^dz. 
'        dx         ^    dy    ^    ^    dz 

Il  est  maintenant  permis  de  supprimer  dx^  dy,  dz,  et  d'écrire  : 

df^d:,f+dyf+dj, 

de  sorte  que  la  différentielle  totale  est  la  somme  des  différentielles 
partielles  par  rapport  à  chacune  des  variables. 

438.  Dérivée  d'une  fonction  implicite.  —  Considérons  une 
équation  à  deux  variables 

nx,  y)  =  0.  (i) 

Si  Ton  donne  à  x  une  valeur  déterminée  a,  on  obtient  Téquation  : 

fia,  y)  =  0. 

Admettons  que  cette  équation  ait  une  solution  b,  de  sorte  que 
Ton  ait 

f(a,  b)  =  0 

et  supposons  que  la  fonction  f[Xy  y)  admette  des  dérivées  partielles 
continues  r^  et  r^  qui  pour  x  =  a  et  y  =  o  prennent  des  valeurs 

déterminées  que  nous  représenterons  par  y-  et  ~.  Je  dis  que  sï 

la  dérivée  ry   est  différente  de  zéro ^  V équation 

f{a  +  h,  y)  =  0 

aura  une  racine  b  -\-k  telle  qiie  si  h  tend  vers  zéru^  k  tende  aussi  vers 

k 
zéro,  et  en  outre  le  rapport  -r  aura  une  limite  bien  déterminée  quand  h 

tend  vers  zéro.  Si  ocs  conditions  sont  remplies  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  deux  nombres  Xf^,x^,  dans  cet  inter- 
valle, l'équation  (1)  définit  y  comme  une  fonction  de  x  continue  et 
admettant  une  dérivée. 
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En  effet,  d*après  le  théorème  des  accroissements  finis,  on  a 
f{a,  b  +  ^-f[a,  b)  =  P/^;(a,  b  +  SP), 

c'est-à-dire,  puisque  /"(a,  *)  =  0  : 

/(«,*  +  p)  =  p^(a,  6  +  9P),        [0<9<1], 
de  même 

na,b-p^=^pf,(a,b^B%        [O<0'<1]. 

Nous  supposerons  que  Ton  puisse  choisir  p  assez  petit  pour  que 
/i!(^»  .y)  "0  change  pas  de  signe  quand  y  varie  de  6— P  à  ^  +  P; 
dans  ces  conditions 

f{a,b  +  fi)      et      f[a,b^p) 
auront  des  signes  contraires,  et  il  en  sera  de  même  de 

f{a+h,b-]-p)Qif{a  +  h,b-p), 

pourvu  que  Ton  suppose  A  suffisamment  petit.  Il  en  résulte  que 
l'équation 

f{a  +  h,y)  =  0, 

a  au  moins  une  racine  comprise  entre  ô  +/3  et  6  —  p,  racine  que 
Ton  peut  représenter  par  ô  +  t,  de  sorte  que  : 

f{a  +  h,b  +  k)  =  0. 
On  a,  par  suite, 

f{a  +  h,b  +  k)--f{a,b)  =  hf,[a  +  ^h,b  +  Bk)+kn{a+$h,b  +  Bk); 
mais  le  premier  membre  est  nul;  donc  : 

A  /;  (a  +  9h,  b  +  9k)  +  k  fi  {a  +  OA,  ô  +  Bk)  =  0, 

9  étant  un  nombre  compris  entre  0  et  1. 

Remarquons  maintenant  que  Ton  peut  supposer  A  et  6  assez 
petits  pour  que  /^.(a  +  oh,b  +  Hk)  eif^[a  +  ©A,  A  +  ôA)  diffèrent 
aussi  peu  qu'on  veut  de  /^(a,  b]  et  de  f'^[a,  b]\  donc,  en  vertu  do 
l'identité  précédente,  si  A  tend  vers  zéro,  k  tend  aussi  vers  zéro  et, 
par  suite,  comme  on  a  : 

*  _     fa{<^  +  ^h,b  +  ek) 
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il  en  résulte  : 

,.  *      n  (g.  *) 

lim  T  =  —  -77-, TT* 

A  /;  (a,  *) 

L'équation  /*(a?,  y)  =0  définit  donc  une  fonction  de  t  ayant  une 
dérivée  y'  donnée  par  la  formule  : 

ou 

en  supposant  /y  différent  de  zéro. 

On  dit  que  y  est  une  fonction  implicite  de  x  quand  Téquation 
qui  la  définit  n*est  pas  résolue  par  rapport  à  y. 

Remarque. —  Si  Ton  admet  a  pnon  Texiâtence  de  y^,  cette  dérivée 
est  nécessairement  donnée  par  la  formule  précédente.  En  effet, 
f(Xy  y)  étant  une  fonction  de  x,  sa  dérivée  est  égale,  d*après  le 
théorème  des  fonctions  composées,  à  : 

y  satisfait  par  hypothèse  à  Téquation  f{x^y)  =  0;  par  conséquent, 
la  fonction  fix^y),  regardée  comme  fonction  de  x,  étant  constam 
ment  nulle,  sa  dérivée  est  nulle  et,  par  suite  :. 


430.  DérlTée  d'vne  foactlMi  lMii«tMdra   d'aae    TarUiiae  wééÊÊm,  — 

Soient  x  une  variable  réelle  et  f  (x)  -f  i  9  (x)  une  imaginaire  dont  la  partie  réelle 

et  le  coefficient  àe  i  sont  des  fonctions  continues  et   admettant  des  dérivées 

f  («).  Y  (*). 
Le  rapport 

fl»  +  h)+  t  <p(g+  h)  -  [rix)  4.  i  f  (x)l 

que  Ton  pent  écrire  sous  la  forme 

f{x  +  h)'-r(^)     .   ,    y  (X  +  A)  -  y  (x) 
h  ^'  h 
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a  pour  limite 

quand  h  tend  veniéro. 
Cette  expression  est  ce  que  nous  appelons  la  dérivée  de 

f{x)-\-iff{x]. 

Soit  par  exemple 

1 


t 

On  a 

X  —  i  X  .1 


y= 


— t 


par  suilo 

on  peut  écrire  aussi 

y.    =:  «  iîllîlL, 


donc 


*''•"*      («+t)«' 


11  est  facile  de  trouver  directement  ce  résultat.  En  effet,  on  peut  chercher  la 
limite  de 

•-  /         1  _  J^J\  ^ 4 

hyx-i'M-^i       x+i)  («V0{*+A  +  O 

et  cette  limite  est  évidemment 


(«+«)•• 


D'une  manière  générale,  si  Ton  considère  des  polynômes  à  coefficients  imaginaires, 
on  vérifie  aisément  que  les  régies  relatives  à  la  somme,  au  produit,  au  quotient,  aux 
puissances  commensurables  subsistent  entièrement. 

440.  Fonctions  d'nae  ▼arlaUe  Imaginaire.  —  Soient  : 

s=«+iy       et       «  =  /'(Jc,y)+ t9(«,v). 

Supposons  que  les  fonctions  f  (x,  y)  et  ?  (x,  y)  admettent  des  dérivées  partielles 
et  proposons-nous  de  chercher  à  quelles  conditions,  en  posant 

Az  =  Ax  +  *  ^y 

A  u=:^(x  +  Ax,y  +  Ay)+  tXx  +  Ax,  y  +  Ay)  -  [/"(x,  y)  + «X«,y)] 
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le  rapport  —  a  une  limite  bien  déterminée  quand  ^z  tend  vers  zéro,  c'est-à-dire  une 
A* 

limite  indépendante  de  la  limite  du  rapport  —,  ou  ce  qui  revient  au  roême,indépen- 

dante  du  chemin  suivi  pai  «e  point  M^  ayant  pour  condonnées  (x  +  Ax,  y  +  Ay 
quand  ce  point  vient  se  confondre  avec  le  point  M  ayant  pour  condonnées  x,  y. 
Si  nous  supposons  d*abord 

Ay  =0 
c'est-à-dire 

on  a 

et  pwMiile 

SapposooB  en  second  lieo 

alon, 

Ax  s  t  Ayy 
ei  nous  avoDS  : 

^«*  _  fC*»  f  +  Ay)  --  /  (jg, y)  ,  y  (g,y  -i-  Ay) -  y(g,  y) 

<Ay  t  Ay  Ay 

d^où 

**"rÂ?— *3y+a5- 

Ces  deux  limites  devant  être  les  mômes,  on  en  dédnit  : 

dx"^  dy     ®*     dx ÎÇ* 

Ces  conditions  sont  néce^aire^;  je  dis  qu^elles  sont  su^fisanUe,  En  effet,  suppo- 
sons les  remplies  et  soit  : 

AXS    Ax  +  iAy. 

Alors,  en  posant  pour  abréger 

Ax  =  A,    Ay  :=  A 
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/'expression  de  \u  est  donnée  par  la  formule  : 

+  »  [hrjix  +  07i,  y  +  e^)  -1-  A?'y  (a:  +  Ô'/i,  y  +  S'A)] 

et  0'  étant  des  nombres  compris  entre  0  et  1. 
Posons  k=Xh]  on  trouve,  en  supposant  que  X  ait  pour  limite  / 


dr 


+4î+-(g+'|) 


,.     AU       àx 


d9  dt        df  da 

Or,  en  remplaçant    ^  PW  j^  et  ^  «^"rfi' 


on  a  ; 


,.     ^u      dx  ^  *  dx  ^      \dx  ^    dx)       df  ^.  rf? 
As  i  +  t/  dx         dx 

donc  les  conditions  précédentes  sont  suffîsantes. 

Si  f  (s)  désigne  un  polynôme  à  coefficients  réels  ou  imaginaires  on  vériûe  facile- 
ment que  les  conditions  précédentes  sont  remplies,  et  Ton  voit  en  outre  que  la 
dérivée  f*  {z)  s'obtient  par  la  même  règle  que  la  dérivée  d'un  polynôme  entier  à 
coefficients  réels. 

Considérons  encore  la  fonction 

u  =  «^  +  ^  ou  c*  (cos  y  +  i  sin  y). 

Dans  cet  exemple  : 

f  (x,  y)  =  e^  cos  y,  ç  (a?,  y)  =  e*  sin  y 
par  suite, 

df        a  df        X  df  X  df        X  . 

donc  on  a  bien  : 


df_(^    df  ^_d^ 
d9      dy  ^  3y  dx' 


On  en  conclut  que 


^1^1^  =  e*  (cos  y  +  i  sin  y)  =  e^'^ 

Le  théorème  des  fonctions  de  fonctions  subsiste.  Soient  : 

tt  =  (p(«)  et  «=/•(!«), 


on  a 


dv  ^  df    du 
dz~'  du'  dx 

en  supposant  que  f  (u)  ait  une  dérivée  par  rapport  à  u  et  que  u  ait  une  dérivée  par 
rapport  à  s. 
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DÉRIVÉES  SUCCESSIVES  DE  QUELQUES  FONCTIONS 

441.  Nous  savons  déjà  comment  on  calcule  les  dérivées  succes- 
sives d*un  polynôme  entier. 

Nous  avons  trouvé  que  la  fonction  a' a  pour  dérivée  o'La;  la 
dérivée  seconde  de  a*  est,  par  suite,  égale  àa'(La)',  la  troisième 
à  a'  (La)* et  la  n*  est  a*  (La)".  La  n«  dérivée  de  e*  est  e». 

Nous  avons  trouvé  que  la  dérivée  de  sin  (a:-[-«)  est  sîn  {^  +  «+k  )• 
On  en  conclut  que  la  dérivée  n«  de 

A  sin  a?  -j-  B  cos  x 

est  égale  à 

A  sin  (  j:  +  n  ~ j  +  B  cosfo:  +  n  ^ ). 

442.  Dérivée  n«  de  {x  —  a)-*.  —  Soit  : 

.y  =  («  —  «)^. 

On  a  : 

y'  =  —  A- (ar  —  a) -tH4) 

y'  =k(k+  l)(ar  — a)-<»+«) 

y*  =  —  ft  ()t  +  1)  (*+  2)  (ar  —  a)-t***>. 

Je  dis  que,  d'une  manière  générale: 

y(n)  —  (_i)n  k(k  +  \) (A  +n  —  1)  (a:  —  a)-<H«). 

En  effet,  la  formule  est  vraie  pour  n  =  1, 2, 3.  Supposons-la  vraie 
jusqu'à  n^py  je  dis  qu'elle  sera  vraie  pour  n  =  jo  -[-  1.  Soit  : 

yip)  =  (—  ly  k  {k  +  1) {*  +p  —  1)  {x  -  a)-(»+p), 

Dn  en  déduit  : 

yiP+i)  =  _  (_  i)P*  (A  +  1)  ...  (A  +p  -  1)  {k  +  p)  (x-a)-<*^M; 

c'est-à-dire  : 

y(H-i)  ==  (—  i)P+i  .*(*  +  !) {k  +p)  (x-  a)-<*+H^); 

âonc  la  loi  est  générale. 
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Application.  —  Soit  : 


—  A  3?  +  B 


On  vérifie  facilement  Tidentité  : 


Ax  +  B^n^  +  g)      2\^~â) 
a?*—  a'~~     X  —  a  x  -^  a 

par  suite  : 

En  particulier,  soit  : 

1 


On  peut  écrire  : 

*^       2  La?  +  i       :t  -  t  J 
par  suite  : 


y<.-..  =  (-  ir-  .1.2 (n  -  1)  .  i  [^  -  ^fj 

Posons  X  =  cotg  a  ;  on  aura  : 

/    «     /     ..    i  ^  «      /       M^^         sin  "a  sin"«        1 

^  '      ^  ^         '  Llcos  «  +  *  sin  a)"     (cos«— tsin«)"J 

ou 

y(«-i)  =  (— .  i)»v-i    i    2 (n  —  1)  sin  "«  sin  n«. 

Si  l'on  remarque  que  ?/  est  la  dérivée  de  arctgx,  on  voit  qu'on  a 
obtenu  la  dérivée  n"  de  arctg  x. 

Autre  méthode.  —  On  peut  obtenir  d'une  autre  façon  cette 
dérivée. 

Posons  : 

y  =  arctg  X, 

II.  —   B.    mwsmLOWBKI.  —   ALOiBRB. 
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on  a  : 

y'  =  cos'  y  =.  cos  y  .  cos  y, 

par  suite  : 
y*  =  —  2 cos y.sin  y  ,y  =  —  2  cos^ y  . sin  y  :=  —  sîn  1  y .  cos*//. 

De  même  : 
y^  =  —  (2  cos  2y.cos'  y  —  2  cosy  .  sin  y  .  sin  2  y) .  cos*  y, 

ou 

y*  =  —  i  cos  3  y  .  cos'  y. 

Je  dis  que  Ton  a»  en  général  : 

y[n)  _-  ^_  ijn-1  ^  12  ...  (n—  1)  cos^y.sinn  (^  —  y  Y 

En  effet,  la  loi  est  vérifiée  pourn=:  1,  2,  3.  Supposons-la  vraie 
jusqu'à  la  valeur  ;j  de  n,  et  soit  : 

yiv)  z=  (—  xy-^  .1.2 (p  —  1)  cos''y.sin  p  u  —  y  ) 

on  aura  : 


OU 


y(P+l)=(_ljPl.2.....p|"giny,5i„P^|_yJ^^gyÇ^g^^^ 


Or,  l'expression  entre  crochets,  est  égale  à 


cos[p(^-y)-y] 


ou,  ce  qui  revient  au  môme,  îi  : 


sin  (;>  +  l)  (3— y)- 
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Si  l'on  remarque  que  : 
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on  voit  que  ce  résultat  coïncide  avec  celui  que  nous  avions  déjà 
trouvé. 

443.  Formule  de   Leibniz.  <—  Soit  t/=zuv.  On  se  propote  de 
trouver  la  dérivée  n*  de  uv. 
On  a  : 


y  = 


vu  +  t/o' 

vu"  +  2uv  +uv' 

vu" +3  vu!'  +  3  uv^  +  uv*. 


Je  dis  qu'en  général  : 

c;t*<-^t><p)+ +t«.o(-).  " 

Supposons  la  loi  vérifiée  jusqu'à  la  dérivée  n*"^  et  calculons  la 
dérivée  d'ordre  n  -}-  1. 

On  voit  immédiatement  que  cette  dérivée  est  donnée  par  la 
formule 


+ +  cr' 


+  CS 


(""/'+•'    ,.0») 


maiS) 


cr*  +  c;  =  cj+t, 


donc,  la  loi  est  vraie  pour  la  dérivée  d'ordre  n  +  !•  Elle  est  donc 
générale  puisqu'elle  a  été  vérifiée  pour  les  trois  premières  dérivées. 
On  peut  écrire  symboliquement  : 

;/f«)  =:  {u  +  v), 

en  convenant  que  {u  +  «)„  représente  le  résultat  obtenu  en  déve- 
loppant («-{- v)"  par  la  formule  du  binôme,  et  remplaçant  le 
terme  CS  u""^  «"  par  CC  w^""^'^  v^^'\  î/""'*^  représentant  la  dérivée 
d'ordre  n  —  p  de  m  et  v^^>  la  dérivée  d'ordre  p  de  v;  en  outre,  le» 
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termes  «*•  et  u'*  devant  être  remplacés  respectivement  par  u'"\» 
et  u  .  t/"î. 

Remarque.  —  On  obtient  très  simplement  la  formule  de  Leibniz 
en  remarquant  que  la  dérivée  n"  est  évidemment  de  la  forme  : 

AMt"> .  V  +  A, «("-*> .  V  + +  Anttt/'»), 

les  coefficients  A,  A^ An  ne  dépendant  pas  de  la  forme  parti- 
culière des  fonctions  u  et  v.  Or,  si  l'on  pose  t4  =  e",  o=  e**,  on  a  : 

par  suite 

y(«)  =  (a +  *)".«".«*•. 

et  Ton  peut  écrire  : 

+  CJ.  a«-^  e".  bP.  e^+ +  6".  e*». 

Le  terme  général  est  CJ .  m^—^^  .  t)^'^ ,  donc  le  coefficient  Ap  =  CS. 
444.  Applications.  —  Soit  la  fonction  y  =  e" .  cos  bx. 
Si  Ton  pose  u  =  c",  «  =  cos  bx. 
On  a  : 

^{n-p)  _  ^n-p    g«  ^     ^ip)  —  jp.  cos( iar  +  P  5) 
par  suite  : 
yO')=e«|  a^'.cosbx+fuV'^b.cosUx+^'i — ^         a"  ***.C08(  4ar4-2^ j 


-|- -|-6".cos 


(».+«!)] 


On  peut  procéder  autrement.  Posons  : 

z  =  e"  (cos  bx  +  i  sin  bx)  =  «<'+**• 
on  a 

s^'»)  =  (a  +  i6)".c^" + '*^  '  —  (a  +  iô)*».*"  (cos  6jr  +  t  sin  bx) ; 
donc 
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Si  Ton  développe  le  second  membre,  la  partie  réelle  sera  la  dérivée  n»  cherchée, 
le  coefficient  de  i  sera  la  dérivée  n*  de  la  fonction  : 

on  a  ainsi  : 

+  e«  sin  6^[na""'.64-^^^"/^  J^-^a->~'.6«+ ] 

+  c«.  sin  ô:t|a"  -  !îi^^  a'*-'. 6*+ ] 

2»  Trouver  la  dérivée  n*»®  de  c*". 

Soit  y  =  e»  ;  en  remarquant  que  a-»  a  pour  dérivée  2jî,  on  trouve  ; 

?/'=(4ar«+2).V 


En  généra],  on  aura 


y^**^  =  î/  .  P„  («) 


ou 


P„  =2«.x"  +  6,  «»-•  +  /ij  *"•»  + +  ôp^""*'  + 


On  vérifie  aisément  cette  loi,  et  il  ne  reste  plus  qu*à  déterminer  les  coefficîentR 
6  ,  6  , h  Pour  cela,  remarquons  que  Téquation  (2)  donne  : 

et  par  suite 
La  formule  de  Leibnis  appliquée  à  Téquatlon  (1)  montre  que  • 

et  par  conséquent 

Pn  +  i  =  2xP„  +  2nP,^,. 

jLes  équations  (3)  et  (4)  donnent  cette  relation  : 
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donc,  en  posant 


y=(a:>4-«)""^> 


n(n-l) (n-2p4-i)       a?*"*' 


Si  n  est  pair  on  fera  varier  p  depuis  o  jusqu'à  -  et  si  n  est  impair,  depuis  o  jus- 

qu'à  Î^Ç^;  on  remplacera  d'aiUeurs  "^^^^^^'ô'  ^^' ""  P***  ^'"'"'^»  *ï"*"^ 

on  fera  p  =  o. 


EXERCICES. 


Calculer  les  dérivées  des  fonctions  suivantes  : 


1.  y  =  v/j>— 1  — 


yjx^i 


2.  y  =  X  (Li;— 1) 

3.  y  =  ^  (a;-l) 

4.  y  =  L  arcsin  x 

5.  y  =  Larccos:r   - 

6.  y  =  L  arctg  o; 

7.  y  r=  L  ArgSh  « 

8.  y  =  L  ArgCh  a? 

9.  y  =  L  ArgTh  x 

10.  y  =  arcsia  2aî^i— at» 

41.  y  =  arcsin  (3a:  —  4x*) 

12.  y  =  arcsin  (16  a?»—  20  «"  +  >.r 

13.  y  ~  arccos  (-^o:*— 1)) 

14.  y  =  arccos  (4.t'—3j:) 

15.  y  =  arccos  (Sx*— 8x«4-l) 


16.  *'  —  ArgSh2Js'l+x«. 


Rép.  y'  = 


2(v/ï^l)' 
y  =  La? 

y'  =  xé* 


!/'=-. 


v/î^a?*  arcsin  X 
1 


*  v/i+jt"  arccos  o? 

1 

^  "■  (1  +  a:*)  arctg  x 


If'  = 


y  = 


^/x»4-l  ArgSh  a: 


^xn+i  ArgCh  a: 

, 1 

^'  ""  (l—a;«)  ArgTh  ar 

3^  =  ^ 


t/  =  ^ 


>/l-a:« 
3 


v/l— x» 

Vl— a:» 
2 


y  =qp 


y  =  =p 


»'  =  =?= 


y'  = 


3 

v/i— a:» 

4 


Vl— a?"  ' 
2 

>/l-ha:« 
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Expliquer  les  résultats  obtenus  pour  les  n*'  10,  11,  1$,  13, 14, 15,  16. 
17.  On  pose    L^^^(a:) 

trouTer  les  dérivées  des  fonctions 


y:=,f(l±±\    ._/a'\'à+x  +  abx\ 
^      '  \a+axj'         \i-{-ab  +  {a  +  b)x) 


9 
on  trouve  y  =  «*  =  ^ r 

"  1  —  X* 


Expliquer  ce  résultat. 
18.  Trouver  la  dérivée  de 


Réponse  :  yf=: 


.    ^i  —  ff*.  sin  X 
y  =  arcsin  ^ T 

1  —  e,cos  X 
\/l  — c« 


1  —  ff.COS  X 


"•  ''-«.-6.U+6cosx-;^rf!i  "^'8  U  +  «co»x;j 

_      1       r    osiri*  26  /  a-'b         \    \-| 

»     a«  -  4«  La  +  4  cos  »     ^/ÏTITÏÎ  *''^*'  V  a  +  6  cos  x  /  J 

22  y  _      t       r    «  sin  X  >       j^  /6+(i  cos  j+  <Jb*—a*  sin  x\"1 

a«  — 6»  La  +  6co8x     ^6«  _  „«     \'  a+icosa;  /J 

Ces  quatre  fonctions  ont  la  même  dérivée  : 

.    ,  cos  X 


(a+b  coso?)* 


23.  y L-Lx/i+^  +  xy/i        1     _.,„  «v'^ 


—  — -  arcsm 


r-  " —  — —    ai  UDUi  ■ 

4tyj2  l-x*  4^  l+jF 


Réponse  : 


y  = 


X» 


(1  —  X*)  ^l  ^  jj4 


Les  numéros  1, 2,  3,  4, 5,<6, 10, 17, 18, 19,  20, 21,  22, 23  sont  empruntés  à  TalKÔbre 
de  M.  J.  Bertrand. 


24.  Trouver  la  dérivée  de  e*. 

25.  Trouver  la  dérivée  de  a?'- 
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Trouver  les  dérivées  des  fonctions  suivantes  : 

^'  y  =  arcsin  {x  ^i  —  a«  +  a^JT^l?) 

are  tg  -B 

i 


29. 
30. 
31. 


y  =  arctg  [x  +  yjx*  ^  4) 


y  =  arcsin  — 

x 


^'  y  =  arcsin  (a?  +  ^5  + 1) 

33.  M  -MO  «In  V«  +  fl 


y  =  <?■ 


^-  y  =  arctg  -^^ 


X 


35.  y  =  arcsin    ^ 

v/l  +  o;" 


36. 

37.  y  =  arccos  c'^ 


,      1 
y  =  arctg  -=. 

y/x 


3*.  y  =  L  arctg  (a?«  +  ^(x*— 1) 

39.  y  =  arctg    i/i 


—  COS  X 


w^^^» 


4-  COS  a? 
40.  Trouver  la  dérivée  de  la  fonction  y  définie  par  Téquation 

a:»  +  y»  =  a«.e*«  »«J 

44.  Xf  y,  z  sont  des  fonctions  d'une  variable  t,  ayant  pour  dérivées  premières  et 
secondes  y,  y*,  «',  x*,  y",  s"  et  vérifiant  l'équation 

*•  +  y*  +  a"  =  i. 
Montrer  que 

AG-  B»  -  A»  =  D«, 
en  posant 

A  =  «'«  +  y**  +  z'» 
B  =  a:'a/'  +  yV  +  z'r' 
G  =  a/'«   +y''«  +  s*« 

D  =  a?(y'2"--z'y'')  +  y  («'a?* -«'«')+ z(«'y^-y'«"). 

(E.  Catalan). 


^4  COURS  DALGÈBRE 

42.  Montrer  que  la  fonction  y  définie  par  Téqualion 

vérifie  TéquatioD 

,8  y{»+2)  4-  (2n  4-  i)x  (y«+')  4-  2n*  y^**^  i=  0. 

43.  Trouver  la  dérivée  n*  de  l^expression 

x**  (1  —  ar)" 

Vérifier  le  résultat  obtenu  en  développant  d'abord  a:"  (1  ^xf  par  la  formule  du 
binôme. 

1 

44.  Calculer  la  dérivée  n*ûe  e" .  Montrer  que  cette  dériyée  est  de  la  forme 


y<-)=t:il-".P»ei 


P,j  étant  un  polynôme  entier  de  degré  n  —  1.  Prouver  que  ce  polycome  vérifie 
équation 


l'.î 


^'  P«  -  [*  +  2  (n  -  1  )  ar]  P;  +  n  (n  -  1)  P^  =  0. 

45.  Trouver,  en  appliquant  la  formule  de  Leibniz,  la  dérivée  n^  de  la  fonction 

arc  sin  x, 

46.  Trouver  la  dérivée  n«  de en  écrivant    y  (1  +  a?*)  =  1. 

47.  Si  Ton  pose 

y  =  (j?  —  a)  {x—  à) (ar  —  /) 

on  a  : 

^^'^=1.  2 p.  S, 


^m-p  désignant  la  somme  des  produits  m  —-p  km  --  p  des  binômes  a;— a,  â?  —  6, 
X  —  /. 

48.  P  et  Q  étant  deux  fonctions  de  a:,  on  a  : 

]}  QC")  —  (p  Q/m)  _  jn^  (P'  Q)t"»-*>  4-  m,  (P"  Qf"""^  - +  (—  1)"»  P^"'^  Q 

r/i],  mi, étant  les  coefficients  binomiaux. 

(Delaunay). 

49.  Xf  Xi, \  et  y  étant  des  fondions  de  x,  montrer  que  si  Ton  pose: 

^y-(Xiyy+(x,yr- +  (-ir(x,.y/"^E-ay  +  p,f/'  +  p^y"+ +y^y^ 

ffc,  (14  .....  (1,1  étant  des  fonctions  de  x,  réciproquement  : 

i*y-(f*iyy+(f^yr-  ...  +(-i)-(H.«î/)<«)^xy+Xiy +x,y"+...+  Xn  »("' 


DÊUIVEFS  ET  DIFFÉRENTIELLES  '75 

50.  On  po»e  : 


et  l'on  suppose  que 


prouver  que 


Oo(a:)  =  l, 


Prouver  que  tout  polynôme  l\x)  de  degré  m  peut  se  mettre  dans  la  forme  : 

f{x)  =  \  f^^{x)  +  X,  <ï>,(.t)  +  Àj 9,(x)  -f. . . .  +  Xm  <pm(^') 

>o,  >^,  •  •  •  X,n  ^^^^^  ^^^  constantes.  Calculer  ces  constantes. 

(Halphen). 

Cas  particulier  :  f{x)=  {x  +  a)^.  On  trouve  : 

Cette  formule  ne  diffère  pas  de  la  formule  d'Âbel  ;  en  effet,  si  nous  permutons  a 
et  X  et  changeons  p  en  —  6,  il  vient  : 

{X  -f  af  =  a?"»  4-  ma(x-  bf"^  +  ^[,^,""  ^^  a  (a  +  2Ô)  (a?  -  2  ô)""'  +  ... 

•   *w(m  — i)...  (m—  p  +  i)  _  /_   ,   ^A\P-*  /^      «.Ax^-P    I 

-r  r-r a{a+pb)'^    F  — P*)      '^4--- 

1.  2.  .  .      p 

+  a{a  +  mbf~'K 
M.  P  et  Q  sont  deux  polynômes  entiers,  liés  entre  eux  par  Téquation  : 


^1  — P«  =  Q^1— a:» 


Vérifier  que  : 


y/l  —  P«  "■  V/*  -  **' 


a  étant  une  constante. 
Si  Ton  pose  P  =  sin  0  cette  équation  prend  la  forme 


y^l  — a:» 


donc  les  fonctions  9  et  arc  sin  x  ont  même  dérivée  ;  par  «uite 

cp  =  a.  arc  sin  x  -f  D«, 
P  =  sin  [rt.arc  sin  x  +  C»«]. 
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52.  Si  Ton  pose  cosa  =  a:,  m  étant  un  entier,  ou  trouve /"(«)  =  cos  ma,  f[x) 
étant  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  m. 

De  même,  si  m  est  un  entier  impair,  on  peut  exprimer  sin  ma  en  fonction  entière 
de  sin  a  =  x  par  une  équation  de  la  forme 

o  {x)  =  sin  ma 
Si  m  est  pair,  on  a  une  équation  de  la  forme 

(|>  {x)  =  sin  ma 


■If  {x)  étant  égal  à  un  polynôme  entier  en  a?,  multiplié  par  ^i—x*> 
Prouyer  que  les  polynômes  f(x)^  o  (x)et  l'expression  ^  (x),  vérifient  Téquation 

m»  (1  —  z«)  =  z'«  (1-a;*). 
63t  Prouver  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  Texpression 

f  {X)  =  Ae"  +  Be*'  +  Ce"*  + +  Le** 

soit  identiquement  nulle  quel  que  soit  x;  a,  6,  c,„  l  étant  des  nombres  réels 
inégaux,  sont 

A  =  o  B=  0  C=o...  L^o 

(Gauchy). 

—  On  considérera  f  [x)  et  ses  dérivées  pour  x  z=  o, 

54.  Trouver  les  conditions  pour  que  Texpression 

e*'(A+A|  «4- A,x»  + +  A,x«)  +  c*' (B  +  B,  a?  +  B,a;«+ +  B^x^)  + 

soit  nulle  identiquement 

(Méray). 

55.  Soit  z  =  f  (x)  +  1 9  (x).  Montrer  que  si  x  varie  de  —  oo  à  -f  w ,  le  module 

z' 
de  z  est  croissant  ou  décroissant  suivant  que  la  partie  réelle  de  -  est  positive  ou 

négative. 

(PUISEOX). 

'  56.  Si  la  fonction  f  (z)  =X  +  Yi  ou  z=z  x  +  yf,  admet  une  dérivée,  démontrer 
que  si  le  point  (or,  y)  décrit  deux  courbes  se  coupant  en  un  point  a  sous  un  angle  a, 
le  point  (X,  Y)  décrira  deux  courbe?  se  coupar*  fiu  noint  A  correspondant  à  a,  sous 
le  même  angle  a. 


•      / 
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CHAPITRE  m 

APPLICATION    DES  DÉRIVÉES  A  L'ÉTUDE  DE   LA   VARIATION 

DES  FONCTIONS 

445.  Théorème.  —  Si  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
a  et  b,\di  dérivée  f\x)  est  nulle^  la  fonction  f[x)  est  constante  dan:; 
Cintervalle  (a,  b). 

En  effet,  soit  a  +  ^  un  nombre  compris  entre  a  et  é  ;  d'après  le 
théorème  des  accroissements  finis, 

fifl  +  *)-/*(«)  =  h  r{a  +  Bh)      (0  <  9  <1) 
or,  a  -\-  ah  étant  compris  entre  a  et  b  : 

f'[a  +  9  A)  =  0 
d'oii  il  résulte  que 

f{a  +  h]  =  f[ay, 

régalité  précédente  exprime  évidemment  que  la  fonction  proposée 
conserve  une  valeur  constante  quand  x  varie  de  a  à  6.  On  verrait 
de  même  que  f[a  +  h)  =  f{b),  de  sorte  que  f{a)  =  f[a  +  h)  =f\b), 

446.  Théorème.  —  Si  deux  fonctions  ont  des  dérivées  égales 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  deux  nombres  a,  b;  leur 
différence  est  constante  dans  cet  intervalle. 

En  effet, 

f  ,x)  —  9*  {x) 

est  la  dérivée  de 

/•  (a:)  —  (y  (a?), 
par  conséquent  l'égalité 

f(x)  =  (f'{x)     ou     /"(a:)— ç  (ar)  =  0 

exprime  que  la  difTérence 

f[x)—<jf{x) 

conserve  une  valeur  constante  quand  x  varie  de  a  k  b. 

447.  Corollaire.  —  Soient  u  et  v  deux  fondions  de  x  ayant  respec- 
tivement pour  dérivées  u   et  v'  ;  si  les  dérivées  logatithmiques  —  et  — 


u        V 


sont  égales,  le  rapport  -  est  indépendant  de  x. 


En    effet,  supposons  d'abord  que  u  et  v  aient    des   valeurs 
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positives  :  -  et  -  sont  les  dérivées  de  Lu  et  Lw:  ces  deux  dernières 
fonctions  ayant  des  dérivées  égales  par  hypothèse,  Lu  —  Lv  est  une 
constante,  ce  qui  revient  à  dire  que  L  -  est  une  constante  ;  donc  il 

en  est  de  même  de  -. 

Supposons  maintenant  que  u  ait  une  valeur  négative;  la  dérivée 

du  logarithme  de  —  u  est ;  on  en  conclut  que est  cens- 

u 
tant,  par  suite  -  est  aussi  constant,  etc. 

V 

On  peut  encore  dire  que  Tégalité  —  =  -  entraîne  celle-ci  : 

ut; 

««'  —  uvf  /u\' 

vu  —  Mw'  =  0  ou =  0  ou  encore!- j  =0;par  suite 

-  =  constante. 

V 

448.  Théorème.  —  Si  la  fonction  f[x)  est  continue  et  croissante 
dans  l'intervalle  de  d  à  b,  et  si  pour  tontes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  b  elle  admet  une  dérivée  f  (a:),  cette  dérivée  ne  sera  négative 
pour  aucune  valeur  de  x  comprise  entre  a  ctb;  ni  constamment  nulle 
dans  un  intervalle  compris  entre  a  et  b^  quelque  petit  quil  soit. 

En  efi'et,  soit  x^  un  nombre  compris  entre  a  et  b.  On  a  par 
hypothèse  : 

quand  h  tend  vers  zéro.Mais  la  fonction  étant  croissante,  le  rapport: 

r{^o  +  h)-f{x,) 
h 

est  positif,  pourvu  toutefois  que  Xq  -{-  h  soit  compris  entre  a  et  6, 
ce  qui  a  lieu  dès  que  h  est  suffisamment  petit  en  valeur  absolue; 
il  en  résulte  que  la  limite  f  {x^)  est  positive  ou  nulle. 

Soient  ar,,  x^  deux  nombres  compris  entre  a  et  b.  On  ne  peut  avoir 
f  [x)  ^^  0  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  ar,  et  .r,,  car 
la  fonction  f(x)  demeurerait  invariable  dans  cet  intervalle,  et  par 
suite  ne  serait  pas  croissante  dans  tout  Tintervalle  de  a  k  b. 

Réciproquement.— Si  f\x]  n  est  jamais  iiégative  dans  l'intervalle  {a,  b) 
et  sien  outre  f'{x)  ncst  constamment  nulle  (fans  aucun  intervalle  ecm~ 
pins  entre  aet  b,  la  fonction  f(x)  est  crousante  quand  x  varie  de  a  àb. 
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En  effet,  soient  ar^  etx^  -\-  h  deux  nombres  compris  entre  a  et  ^; 
d*après  le  théorème  des  accroissements  finis  : 

f{^o  +  h)-nx,):=hr{x,+oh) 

9  étant  compris  entre  0  et  1.  Par  hypothèse,  x^-{-Bh  étant 
compris  entre  a  et  6.  on  a  : 

donc,  en  supposant  A  >  0,  on  en  conclut  : 

f{x,-\-h)-f(x,)^0.  il) 

Soit  k  un  nombre  positif  plus  petit  que  h,  on  aura  aussi  : 

f{r,  +  k)-f(x,)>0  (2) 

r{x.  +  h)-f{x,  +  k)>0;  (3) 

or,  si  la  différence 

était  nulle,  on  aurait  nécessairement  pour  toutes  les  valeurs  de  k 
comprises  entre  0  et  hi 

f{xo+h)-n^o  +  k)=0, 

car  si  Tune  de  ces  différences  est  positive,  leur  somme  égale  à 
f(x^-\-h) — fiXf)  est  aussi  positive;  mais  alors /"(a?)  conserverait 
une  valeur  constante  dans  l'intervalle  {Xq,  a;^+/*),  et  par  suite 
f  (xj  serait  nulle  dans  tout  cet  intervalle,  ce  qui  est  contraire  à 
notre  hypothèse  ;  donc  on  a  : 

et  par  conséquent  la  fonction  est  croissante. 

Remarque.  —  Si  Ton  suppose  /"  (a?)  >  0  pour  toute  valeur  de  x 
comprise  entre  a  et  6,  la  démonstration  se  simplifie  et  Ton  a 
immédiatement  : 

f{xo  +  à)-nx,]>o, 

en  supposant  toujours  h  >  0. 

449.  Théorème.  —  Si  la  fonction  f[x)  est  continue  et  décroissante 
dans  r intervalle  de  a  à  b,  et  si  pour  toutes  les  valeurs  dexcompnses 
ffntre  a  et  b  elle  admet  une  dérivée  f  (x),  cette  dérivée  ne  sera  positive 
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pour  aucune  valeur  de  x  comprises  entre  a  et  b^  ni  constamment  nulle 
dans  aucun  intervalle  comptas  entre  a  et  b  et  réciproquement, 

La  démonstration  est  identique  à  celle  du  théorème  précédent; 
il  n'y  a  à  changer  que  le  sens  des  inégalités. 

450.  Remarque.  —  Il  est  indispensable  de  supposer  la  fonction 
f  [x]  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  eib; 
ainsi  par  exemple  soit  : 


c  —  X 


c  étant  un  nombre  quelconque  ;  on  a  : 


y  = 


{c  —  x^' 


cependant  la  fonction  n'est  pas  croissante  quand  x  varie  de  —  oo 
à  +  ^»  car  elle  est  discontinue  par  x  z=  c  et  quand  x  atteint  et 
dépasse  cette  valeur  critique,  y  devient  infinie  et  passe  brus- 
quement de -|-  00  à  — 00.  Mais  si  h  désigne  un  nombre  positif 

aussi   petit  qu'on  veut,    la    fonction   est   croissante  dans 

c  —  X 

l'inlervalle  de    —  oo  à  c  —  h,  et  aussi  dans  l'intervalle  de  c  +  ^ 

à  +  00. 

Pareillement,  la  dérivée  de  tgx  est  1  +  tg-x;  si  x  varie  de 
0  à  - —  h,  par  exemple,  h  étant  un    nombre  positif  aussi  petit 

qu'on  veut,  tgx  est  croissante  ;  il  en  est  de  même  de  --^  h  k 

-  TT  —  h.  Mais  si  x  traverse  en  croissant  la  valeur  critique  -,  tgx 

varie  brusquement  de  +  oo  à  —  oo. 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  la  dérivée  soit  continue.  Par  exemple, 

1 
\/x  a  pour  dérivée  ^i=^  ;  cette  dérivée  n'est  jamais  négative  ni  nulle  ; 

elle  est  infinie  pour  j?  ==  0.  La  fonction  V^  est  croissante  quand 
x  varie  de  —  oc  à  +  ^• 

451.  Théorème.  —  à'oit  f{x)  une  fonction  ayant  une  délavée  f  (x)  ; 
on  suppose  que  f  {x)  s" annule  pourx=  a;  si  Von  peut  trouver  un  nom" 
bre  positif  «,  tel  que  f  '[x]  conserve  un  signe  invariable  quand  x  varie 
de  a  —  K  à  a  et  qu'il  en  soit  de  même  quand  x  varie  de  aà  a  -{-  a;  le 
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f'(x) 
rapport  -jj-z  sera  négatif  dans  le  premier  intervalle  et  positif  dans  le 

second. 
En  effet,  donnons  à  x  une  valeur  comprise  entre  a  —  a  et  a  : 

a  —  a  <^x <ia 

et  supposons  f'{x)  >  0.  Alors  la  fonction  est  croissante  dans  Tin- 
tervalle  de  a  —  «  à  a;  donc  on  a  : 

c'est-à-dire 

f(x)<0; 

par  suite 

Si  au  contraire  on  suppose  /^(^)<0,la  fonction  est  décroissante, 
par  suite  on  a 

f{x)>f(a)     ou     A(a?)>0, 
et  par  conséquent 

^-^<0. 

f\x) 
On  verra  de  la  même  manière  que  le  rapport  j—-  est  positif 

si  Ton  suppose 

a  >  a?  >  fl  +  a. 

Remarque  I.  —  On  peut  présenter  autrement  la  démonstration 
Supposons  h  moindre  que  «en  valeur  absolue;  on  a 

f{a  +  h)^f{a)  =  hr{a  +  n) 

c'est-à-dire  : 

/'((i  +  A)  =  A/-(a  +  9A). 

Mais/"  (a  -{-  9  A)  a  le  même  signe  que  f  (a  +  A)  :  donc 

r  (^  +  h) 

a  le  signe  de  A,  ce  qui  démontre  La  oroposition. 

II.  —  B.  nswmnaijowui.  —  xukimz,  ^ 
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Remarque  II.  —  Si  une  fonction  9  (x)  est  continue  pour  x  :=::  a 
et  si  9  (a)  est  différent  de  zéro,  on  peut  trouver  un  nombre  «  tel 
que  de  a  —  «  à  a  +  «»  î  (^)  ait  le  signe  de  o  (a)  ;  car  en  désignant 
par|3  un  nombre  positif  moindre  que  la  valeur  absolue  de  ^  (a),  on 
peut  trouver  «  tel  que  de  a  —  «  à  a  -{-  a,  ^  {x)  soit  compris  entre 
o{a)  —  p  et  <p(a)-l-P;  mais  si  (f  (a)=:0,  on  ne  peut  pas  affirmer  qu'il 
existe  un  nombre  a  tel  que  9  {x)  ait  un  signe  déterminé  quand  x 
varie  de  a  à  a  +  «  ou  de  a  —  a  à  a.  Il  en  résulte  que  si  f  [x)  a  pqur 
dérivée  f  (a:),  lorsque  f  (a)  =  0  on  ne  peut  pas  trouver  nécessai- 
rement un  nombre  a  tel  que  f*  [x)  garde  un  signe  invariable 
quand  x  varie  de  a  —  ak  a,  ou  de  a  k  a  -]-  a  et  par  suite  la  fonction 
n*est  pas  nécessairement  croissante  ou  décroissante  dans  Tun  ou 
Tautre  de  ces  intervalles. 

Remarque  III.  —  Lorsque  la  fonction  f{x)  est  un  polynôme 
entier,  la  question  se  simplifie.  Il  convient  de  donner  une  démons- 
tration nouvelle  pour  ce  cas  particulier.  Supposons  que /(a)  soit 
nul.  Alors  f{x)  est  divisible  par  x  —  a;  soit  n  la  plus  haute 
puissance  de  x  —  a  qui  divise  /(or),  de  sorte  que  Ton  puisse  poser  : 

r{x)={x-aY^{x), 

f{x)  étant  un  polynôme  entier  en  x,  non  divisible   par  x  —  a; 
autrement  dit  f  (a)  étant  supposé  différent  de  zéro. 
De  ridentité  précédente,  on  tire  : 


f'{x)_      n 


+ 


fi^) 


f{x)        X —  a       f(x) 


SI  X  tend  vers  a,  ^zrrzs    t®""  vers  -^7-:,  et 


n 


,  ,    ,...w     ^     ,  ^.  augmente  indéfi- 

9(x)  ?(a)         X  —  a 

niment  en  valeur  absolue.  Soit /3  un  nombre  positif  plus  grand  que 

Ç'  (a) 
lu  valeur  absolue  de      ,  ,  .  On  peut  trouver  un  nombre  «  tel  que 

rinégalité  : 


I  X  —  a  I  <;« 


entraine  les  suivantes  : 


n 


X  —  a 


>p 


et 


y'(») 


?. 
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Dès  lors,  le  second  membre  aura  le  signe  de  -; ;  par  suite, 

quand  x  varie  de  a  —  «  à  a,  on  a    .    ,  <  0,  et  quand  x  varie  de  a 

à+.,  o„a^/>0. 

Ainsi,  en  résumé,  si  x  atteint  et  dépasse  une  racine  réelle  a 

f  {x\ 
de  l'équation  algébrique  f  [x)  =  0,  la  dérivée  logarithmique 

passe  du  signe  —  au  signe  -|-,  et  est  infinie  pour  x  =:a. 

La  démonstration  précédente  est  encore  valable  lorsque  le  quo- 

I  tient  de  f{x)  par  (x  —  a)"  est  une  fonction  continue  f  (a?)  admettant 

©'(a?) 
une  dérivée  f' (or)  et  que  le  rapport  ^-^  tend  vers  une  limite  finie 

quand  x  tend  vers  a. 

Rexiiarc|[ue.  —  La  démonstration  peut  être  présentée  ainsi  :  On  a 

f{x)  __  n+  fc 
f(x)  "~  a?  —  a' 
où  l*on  pose 

<p  [X) 

l\  est  visible  que  k  a  pour  limite  zéro  quand  x  tend  vers  a  ;  donc  on  peut  trouver 
un  nombre  a  tel  que  de  a  —  «  à  a  +  a,  la  valeur  absolue  de  k  soit  moindre  que  n  ; 

dans  rintervalle  précédent,  ^-J-^  aura  le  signe  de   a;  —  a,  ce  qui  démontre  la 

f  {x) 

proposition. 

452.  Condition  pour  qu'une  fonction  continue  /  (a*;, 
pourvue    d'une    dérivée,    soit   maximum    pour   j:  =  a. 

Soit  f{x)  une  fonction  continue^  maximum  pour  x  =  a;  nous  sup- 
poserons qu'il  existe  un  nombre  a  tel  que  la  fonction  f  {x)  soit 
croissante  quand  x  varie  de  a  —  a  à  a  et  décroissante  quand  x  varie 
de  a  à  a  -[-  a. 

Par  suite,  dans  le  premier  intervalle  Z'  (a:)  aura  le  signe  +  ©t  dans 
le  second  Je  signe  — ;  et  il  en  sera  encore  ainsi  en  supposant  que  « 
tende  vers  zéro  :  il  en  résulte  que  si  f(x)  est  finie  et  continue  pour 
X  =  a,  on  2l  f  (a)  =  0.  Donc,  lorsque  x  atteint  et  dépasse  a,  si  la 
fonction  f[x)  passe  par  un  maximum ,  on  plus  exactement,  de  croissante 
devient  décroissante,  sa  dérivée  f'(x)  change  de  signe  en  passant  du 
signe  +  ctw  signe  — . 

Réciproquement  :  si  l'on  peut  trouver  un  nombre  «  tel  que  la  dérivée 
f  (t)  soit  positive  quand  x  est  compris  entre  a  —  a  et  a  et  négative 
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quand  z  eit  compris  entre  aet  a-\'a^la  fonction  f[x)  est  Maximum 
pour  x  =  a. 

En  effetf  la  fonction /*  (x)  est  croissante  dans  Tintervalle  de  a  —  a 
â  a  et  décroissante  de  a  à  a  4~  «• 

Remarquons  qu*il  n'est  pas  nécessaire  que  f'{x)  soit  positive  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  —  a  et  a  et  négatives 
quand  x  est  compris  entre  a  ei  a  -{-  x]  i\  peut^jse  faire  qu'elle  soit 
nulle  pour  des  valeurs  de  x  appartenant  à  Tun  ou  Tautre  de  ces 
intervalles,  pourvu  qu'elle  ne  s'annule  pas  constamment  dans  un 
intervalle  contenu  dans  Tun  de  ceux-là. 

453.  Condition  ponr  qn'nne  fonction  continue  f{x), 
admettant  une  dérivée,  soit  minimum  ponr  x  =  a.  —  On 
démontrera  de  la  même  manière  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
santé  pour  que  la  fonction  f  {x)  soit  minimum  pour  x  =  a^ou  plus 
exactement  cesse  de  décroître  pour  commencer  à  croître  quand  x  atteint 
et  dépasse  a,  est  qu*il  existe  un  nombre  ■  tel  que  f  (x)  soit  négative  dans 
l'intervalle  de  a^  a  à  a  et  positive  dans  l'intervalle  rfe  a  àa  +  «, 
de  sorte  que,  si  la  dérivée  est  finie  et  continue  pour  x  =  a,  elle  doit 
s'annuler  en  passant  du  signe  —  au  signe  -\-, 

Il  y  a  lieu,  d*ailleurs,  de  faire  la  même  remarque  que  pour  le 
maximum,  la  dérivée  pouvant  s*annuler  pour  des  valeurs  isolées 
de  X  appartenant  à  Tun  ou  Tautre  de  ces  intervalles. 

Il  importe  de  remarquer  que  la  condition  f  (a)  =  0,  qui  est 
nécessaire  quand /*'(x)  est  continue  pourx==  a,  n'est  pas  suffisante 
pour  que  la  fonction  f{x)  soit  maximum  ou  minimum  ;  il  faut,  en 
effet,  que  la  dérivée  s'annule  en  changeant  de  signe. 

454.  Usag'e  des  dérivées  d'ordre  supérieur  povir  recon- 
naître si  f{x)  est  maximum,  minimum,  croissante  ou 
décroissante  pour  x  =  a.  —  Soit  f{x)  une  fonction  continue 
admettant  des  dérivées  successives 

qui,  jusqu'à  celle  d'ordre  n,  exclusivement,  soient  nulles  pour  x  =  a, 
de  sorte  que  : 

/'  [a)  =  0        r  (a)  =  0  /•«-*  (a)  =  0        /•(-){a)  ^  0, 

:t  supposons  de  plus  /"^"^  (x)  continue  pour  x  =  a  : 

Si  n  est  pair  et /"^"^(aXO,  la  fonction /"(x)  est  maximum  pourx=a 
Si  n  est  pair  et /"^"^  (a)  >  0,1a  fonction /*(x)  est  minimum  ponr  x= a 
Sinestimpairet/*<"^(a)>0,lafonction/'(x)  est  croissante  pour  x=a 
Si  n  est  impair  et  /'(">  (a)  <0,  la  ïonciion  f{x)est  décroissante  pourx=a 
et  réciproquement. 
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Ces  quatre  théorèmes  se  démontrent  de  la  même  manière;  il 
suffit  do  considérer  par  exemple  le  premier.  jj 

Supposons  donc  /"^"^(a)  <  0;  on  peut  trouver  un  nombre  «  tel 
que  dea  —  aàa+«  /*^"^  (^)  soit  négative  ;  alors  /■•*"*  (ar)  est  décrois- 
sante dans  cet  intervalle,  et  comme  /'t"-*)(a)  =  0,  /'^"~*>(a?)  est  posi- 
tive dans  rintervalle  (a  —  a,  a)  et  négative  dans  l'intervalle 
(a,  a  +«)»'  P^^  suite,  la  fonction  p'-'^^x)  est  maximum  pour  x=za; 
donc,  de  a  —  «  à  a  +  «t  /^""'^  (^)  a  le  signe  —  sauf  pour  x  =  a,  Ox) 
peut  donc  refaire  les  mômes  raisonnements  et  conclure  que 
/*'.«-*)  (x)  est  maximum  par  x==a,ei  ainsi  de  suite  ;  comme  n  est  pair, 
on  arrivera  ainsi  à  prouver  que  f{x)  est  maximum  par  x:=a. 

Réciproquement,  si  f{x)  est  maximum  par  x  =  a,  nous  suppo- 
sons qu'on  puisse  trouver  a  tel  que  de  a  —  «  à  a,  on  ait  f(x)  >►  0, 
etdeaka^ayf{x)<CO;  mais,  par  hypothèse,  /'(a)=:0,  donc 

en  supposant  «suffisamment  petit,  jTT—^  passe   du  signe  —   au 

signe  +  quand  a?  atteint  et  dépasse  a,  et,  par  suite,  f"{x)  a  le 
signe  —  dans  Tintervalle  (a  — «,  a);  donc  on  a  :  /"'(aXO;  soit 

r  (a)  =  0.  On  voit  que  —jy^  passant  du  signe  —  au   signe  + 

quand  x  atteint  et  dépasse  a,  /"*'  {x)  passera  du  signe  +  au  signe  —, 
et,  par  conséquent,/"'  {x)  est  maximum  pour  a?  =  a;  on  peut  donc 
recommencer  les  raisonnements  déjà  faits  à  propos  de  f{x),  et  en 
continuant  ainsi,  et  en  admettant  que  toutes  les  dérivées  ne  soient 
pas  nulles  quand  a?  =  a,  on  arrivera  aune  dérivée  d'ordre  pair  qui 
sera  négative  ;  donc  la  proposition  est  établie. 


APPLICATIONS 

455.  ¥«rlatloiui  da  triaome  da  second  degré.  —  Posons 

^(a:)  =  a«*  +  bx  +  c^ 

ont 

f'{M)=z2ax+  b. 

Cette  dérivée  s'annule  par  ar  =  -  —  ;  si  a  est  positif ,  quani  «  varie  de  —  « 

2a 

à ,  f{s)  est  négative,  el  quand  x  varie  de  —  —  à  +  oo ,  /*(*)  est  positive  ; 

donc  le  trinôme  est  minimum  par  *=  — jj  .  En  résumé,  on  a  le  tableau 
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suivant  : 


a^o 


—  « 


Sa 


f(x)     +»      décroît 


minimum 

iac — b* 
éa 


+00 

croit    +  • 


Lorsque  fl  est  négatif,  la  dérivée  s'annule  en  passant  du  signe  +  au  signe  — 
quand  x  traverse  en  croissant  la  valeur  —  —  ,  par  suite  le  trinôme  est  maximum 

pour  x  = .On  peut  donc  faire  le  tableau  suivant. 


a<  0 


n») 


—  00 


b_ 
2a 


—  00      croit 


maximum 
lac — 6' 


+« 

décroît    —  • 


'\    2a/  ta 


En  particulier,  soit  y  =  «(6 — a:)  ou  y  =  —  x»  +  6a;  ;  v  sera  maximum  pour  «  =  -  ; 

donc  :  le  produit  de  deux  facteurs  x,  6  — ar,  dont  la  somme  est  constante^  est  maxi- 
mum quand  ces  facteurs  sont  égaux. 
466.  ¥arlAtloB  dn  trinôme  bicarré.  —  Soit 

f  {x)  =z  ax^  -\-  bx*  +  c 
1 
^f{x)=  2ax*  +  6a:  ==  a;  (2  ax*  +  b) 

j  /•»  =  6  aa;»  4-  6. 

Lorsque  x  traverse  en  croissant  la  valeur  zéro,  /"  (x)  s'annule  en  changeant  de 
signe,  donc  zéro  correspond  à  un  maximum  ou  .\  un  minimum.  D'ailleurs  /^(x)  =  6  : 
si  6  est  négatif,  zéro  correspond  à  un  maximum  ;  si  6  est  positif,  zéro  correspond  tt 
un  minimum. 

On  a  encore  f'(x)  =  o,  quand  a  et  6  sont  de  signes  contraires,  pourar  =  =fc  \/"Il-. 

Pour  Tune  ou  Tautre  de  ces  valeurs,  la  dérivée  seconde  est  égale  à  —  2  6  ;  donc  on 
aura  un  maximum  quand  6  sera  positif,  et  un  minimum  quand  6  sera  négatif. 
En  résumé,  on  peut  dresser  les  tableaux  suivants  : 


a  >o    6>  0 


—  00 


+  00 


<i>0  6>o 
a<o      b>o 


—  ce 


décroît 


-y/j^a 


maximum 
o 


+  • 


f  r{x) 


+  oo...décr...minim...crott...max....décr...minim..crott...  -♦• 
—  00 0 -f-oo 


—  00    croit     maximum     décroît    —  oo 
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—  00 


V  2a  V  2a 


-f-  00 


—  00  ...cro!t...max...  décr...  minim...  croit.. ..max...décr... —  ». 


Enfin,  il  convient  de  remarquer  que  f(—x)  =  f(x). 

Il  reste  à  considérer  le  cas  de  6  =  o  :  alors  f{x)  =  ax^  +  c. 

f  («)=    4iLr« 
/»*  {x)  =  \âax* 
f"  [x)  =  24  a« 
/»^(a:)  r=  24  fl. 

La  dérivée  première  s'annule  par  x^o\  la  première  dérivée  qui  ne  s*annule  pas 
est  la  quatrième  ;  donc  si  a  est  positif,  zéro  correspond  à  un  minimum  et  si  a  est 
négatif,  il  correspond  à  un  maximum. 

467.  ¥ariatloiia  de    ^f  t  t^ 

ax  -{-  1/ 

Si  l'on  désigne  cette  fraction  par  y,  on  a 

__   al/  ^  bgf 
^  "■  {a'x  +  ^)» 

donc,  trois  cas  à  distinguer  : 

i*  a6'  —  ^  >  0,  on  a  2^  >  o,  donc  y  est  croissante  dans  les  deux  intervalles  de 

b'  V  b' 

—  00   à ;etde -à  +  oo; quand  x  traverse  en  croissant  la  valeur : , 

a  a'  a 

y  passe  de  +  oo  à  —  oo . 

2*  û6'  —  6a'  <  0,  la  dérivée  y'  est  négative  ;  y  est  décroissante  de  —  oo  à  —   , 

b*  y 

et  de  --  à  +  00  ;  quand  x  traverse  en  croissant  la  valeur  critique  —  -z  t  y  p&sse  de 

~    00   à  +  00. 

30  ab^—  baf  =0;  alors  j/^  =  0  et  par  suite  y  est  indépendante  de  x. 

ax*  4-  bx  -\-  c 
458.  Tariatloiia  de  "   .]   J  ,   ^ . 

Posons 

f{x)z=zax^  -f  6x4-  c,       ?  Cx)=ii'x«  +  t/x -\- cf. 

On  trouve,  en  simplifiant  : 

_  (a6'  — 6a0  x«  -j- 2  (a(/ —  caQ  x  +  6(/ —  c6' 
^  ""  (a'x«  +  2  6'x  +  c'}«. 

Posons 

^^(ae  ^  ca')^  -  (a6'  -  6a0  {f>&  -  c6'). 

Supposons  o'  7^  0.  Si  Ton  désigne  par  x'  et  x''  les  racines  de  9  (^)  =  ^t  on  a 
comme  on  sait,  et  comme  on  le  vérifie  directement  sans  peine  : 

A  =  a' V  (^) .  f  («'O. 
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Nous  supposerons  A  ^  o,  sans  quoi  f(x)  et  ?(x)  auraient  un  diviseur  commun. 
Posons  encore  ^=  lafcf  —  6'*.  Nous  distinguerons  plusieurs  cas. 

A)*<o: 

f  (x)  =  o  a  ses  racines  réelles  et  inégales. 

!•  A  >  o,  c'est-à-dire  ^  (x')  f{x")  >  o  ;  par  suite  si  les  racines  de  f  (x)  =so  soni 
réelles,  elles  sont  toutes  deux  entre  a/  et  x^^,  ou  toutes  deux  hors  de  Tinterralle 
{x'j  jr'i.  D'ailleurs,  si  Ton  pose 

on  a 

Or,  la  racine  de  ^  {x)=zo,  qui  est  égale  à  ~  -^ ,  est  comprise  entre  jb'  et  «^ , 
de  sorte  que  l'on  a 

et  par  suite 

*(*0.'K^<o; 

donc  les  racines  de  ^{x)=o  séparent  celles  de  «l^  (x)  =  o  ;  si  Ton  nomme  a  et  B  los 
racines  de  cette  dernière  équation,  supposons  a  <  3  et  x'<  ar",  et  soit  ab'-^ba'  >  o; 
f/  sera  positive  quand  x  varie  de  —  oo  à  a  ou  de  3  à  +  <^  «  et  négative  quand  x  varie 
de  a  à  3  ;  donc  a  correspond  à  un  maximum  et  6  à  un  minimum  ;  si  l'on  suppose 
par  exemple, 

a:'<«<a:''<6. 
on  aura  le  tableau  suivant  des  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  y  : 


X 

y 


—  00  x'  a  af  P  +*; 

al  I  a 

-...  croit... +  »  ^oo,crott,maxim.,décrolt— 00  l4-oo,décrolt,  minim., croit,  - 


et  Ton  vérifiera  facilement  que  Ton  a 

?{«)    ?(P)' 

20  A  <  o;  dans  ce  cas  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum.  Si  a^*—  bd  est  positif,  y 
est  croissant  de  —  oo  à  x*,  de  j:'  à  x^  et  de  x'  à  +  œ ,  quand  x  traverse  x\  y  passe  de 
+  00  à  —  00  ;  il  en  est  de  même  quand  x  traverse  sf  ;  le  contraire  a  lieu  si  ab'^ba'  est 
négatif. 

B)  9>o. 

f  (x)  =  o  a  ses  racines  imaginaires,  y  reste  toujours  fini  ;  dans  ce  cas  A  est  positif, 
car  /'(xO  f(jf^  est  positif  ;  si  ronsupposea^'— 6a'>o,  yestmaximum  pourx=a, 
minimum  pourx  =  3;  c'est  l'inverse  si  ab' — bcC  est  négatif. 

C)  *  =  o: 

^  {x)  est  alors  un  carré  parfait:  a  =  3.  Dans  ce  cas  particulier,  ij>(a)=o, 
11  en  résulte  que  pour  xr=  «,  y  est  infini,  mais  on  peut  dire  que  y  est  maximum 
ou  minimum  pour  cette  valeur. 

11  resterait  à  examiner  un  certain  nombre  de  cas  particuliers,  tels  que  ceux  où  a 
ou  bien  aMeviendrait  nul,  celui  où  ab'  -^  ba'  =  o.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin 
de  compléter  cette  discussion. 
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459.  Considérons  en  particulier  la  fonction 


dna 


a 

X 


donc  si  Ton  suppose  a  <  o,  la  fonction  est  croissante  quand  x  varie  de  —  oo  a  0  et 
de  0  à  +  00 ,  d'ailleurs  quand  x  traverse  la  valeur  zéro  en  passant  du  signe  — 
au  signe  +»  y  passe  de  +  »  à  —  « . 

Supposons  maintenant  a>  o^  et  soit  a  =  +  6»;  la  dérivée  y'  est  nulle  pour 
a:  =:  :t  ô  ;  d'ailleurs 

//  — ?^_?ÈÎ 

est  négative  pour  2;  =  +  6,  positive  pour  d?  =  —  6.  Donc  la  fonction  est  maximum 
pour  a?  =  —  6,  minimum  pour  ar  =  -f  ^' 
s 

460.  y  —  x^. 

2    -1 
î^*  =  ^0;   ';  donc,  quand  x  traverse  la  valeur  zéro   en  passant  du  signe  — >  au 

signe  +,  y  passe  de  —  «  à  +  »,  de  sorte  que  zéro  correspond  à  minimum; 
d^ailleurSf  pour  x  =  0  on  a  aussi  7  =  0. 
Dans  ce  cas,  la  dérivée  est  infinie  pour  x:=.o, 

461.  Problème.  —  Étudier  les  variations  de  la  fonction  (l  +  ")• 

(i\*  1 

1  H —  1.    Nous  devons  supposer  1  H —  >  0,   pour  que  y  soit 
Xf  x 

«ntinue;  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  x  ne  soit  pas  compris 


continue 
«»n»re  —  !  et  0. 
Ona 


'-[K'H-D-.-iï]. 


étant  toujours  positif,  nous  sommes  ramenés  à  étudier  le  signe  de  la  fonction  % 
dSfinie  par  Téquation  : 


=  »-(*+  l)-^i! 


or 

—  1 


«'  = 


a?  («  +  1)'  ' 


donc  si  X  varie  de  —  00  à  —  1,  5  est  positive  ;  or  pour  «  =  —  00 ,  «  =  o  ;  donc, 
dans  ce  premier  intervalle,  on  aura  s  >  0. 

Supposons  x>  0,  on  a  alors  s'  <  0,  ou  pour  x  =  +  <3o }  ^  =  0  ;  donc  pour  les 
valeurs  positives  de  a?,  on  a  2  >  0  ;  il  résulte  de  là  que  la  fonction  y  est  toujours 
croissante. 

Or,  pour  X  =  —  00 ,  y  =  c  ;  pour  a:  =  —  1,  y  est  infinie;  donc,  quand  x  varie 
de  —  00  à  —  1,  y  croît  de  e  à  -f  « . 
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Pour  X  —  o,  y  se  présente  sous  la  forme  oo»  ;  or  on  a 


y=xL  (l+  M  =      \      ^/  (a;  +  1). 


Le  premier  facteur 


a: 

a  pour  limite  zéro,  le  second  a  poui  liinito  1;  donc  L?/ a  pour  limite  o;  par  suite  y  a 
pour  limite  1.  H  en  résulte  que,  quand  x  crotl  de  o  à  -f-  œ ,  y  croit  de  1  à  e. 
462.  HaxiaiaHi  on  HiiiiiniaBi  de  I*  f«iictloii  u  =r  f(Xy  y)  Miduini  ^ue 

9  (^1  y)  =  o. 

Regardons  y  comme  une  fonction  de.  x  déterminée  par  Téquation  9  (2,  y)  =  0,  et 
supposons  que  y  admette  une  dérivée  y'  ;  on  a  dans  ce  cas 

ê 
par  suite 

/;    9*   —  /*.    cp 


Si  Ton  supppose  9'  y^  o,  on  aura  les  valeurs  de  .r  et  y  correspondant  à  un 
maximum  ou  à  un  minimum  de  u,  en  résolvant  le  système 

?(^,y)-^o,    /; ç^  -  cp^ /"J  =  0.  (i) 

On  remarquera  que  la  dernière  équation  peut  être  obtenue  en  considérant  la 
fonction 

^  /  (^,  y)  +  ?  (^.  !/) 
et  en  éliminant  X  entre  les  deux  équations 

x/;  +  (?;=o 

11  convient  de  remarquer  que  toutes  les  solutions  du  système  (1)  ne  correspondent 
pas  nécessairement  à.  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  u. 
Exemple.  —  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  x*  -\-  y*,  sachant  que 

Ax»  +  2  Bxy  -f  Cy*  =1.  (I) 

En  appliquant  la  règle  précédente,  je  considère  les  équations 

A»  +  By  —  Xj:  =  0 
Ba-  +  Cy  —  ).y  =0 
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ou 

(A  — X)«+By=o 
Ba?  +  (C  —  31)  =0 

et  j*éliinine  x,  ce  qui  donne 

(Aar+  By)  y  —  (Br  4-  Cy)  4Pr=o. 
ou 

B  (y*-iP*)  +  (A-C)ary  =  o 


9i 


(3) 


W 


Si  X  et  y  désignent  les  valeurs  correspondant  à  un  maximum  ou  à  minimum 
de  x^  4-  y»,  les  équations  (2)  et  (3)  ont  des  solutions  différentes  de  zéro,  puisque 
Véquation  (1)  doit  être  vérifiée  ;  donc  on  a 


(A  -  X)    (G  -  X)  -  B«  =  0. 


(5) 


Supposons  que  X  soit  remplacée  par  une  racine  de  cette  équation  :  les  équations 
(3)  et  (3)  donnent 

Aar"  +  aBa:y  +  Cy«  =X(a:«  4-  y"), 
ou  à  cause  de  l'équation  (1) 

(*«+y«)=i; 

par  suite  les  inverses  des  racines  de  l'équation  (5)  donnent  les  valeurs  du  maximum 
ou  du  minimum  do  x^  +  y*. 

463.  Problème.  —  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction 


w  =  »•  +  y*  +  X* 

r,  y,  s  étant  assujettis  à  vérifier  les  équations 

otx  +  ^y  +7«  =0 

*•  «■  3* 

a*       b*       c* 


(1) 


V2) 
(3) 


(Trouver  les  axes  d'une  section  diamétrale  d'un  ellipsoïde). 

Regardons  y  et  2  comme  des  fonctions  de  x  déterminées  par  les  équations  (2)  et 
(3),  et  ayant  pour  dérivées  y,  r.  Les  conditions  de  maximum  ou  de  minimum  sont 
données  par  les  équations  : 


a?  +  yy'  4-  ss' 

a»  "^  6»  "^  c» 


=  0 
=  0 

=  0 


(4) 
(&) 

(6) 


auxquelles  il  faut  joindre  les  équations  (1\  (2),  (3). 
Si  Ton  élimine  y'  et  2'  entre  les  équations  (4),  (5),  (6),  on  obtient 


X 

a 

X 

"Xi 


ï 

y 


* 


=  0. 


ai 
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ou  en  développant 

Cette  équation,  jointe  aux  équations  (9)  et  (3),  détermine  les  valeurs  de  x,  y,  z. 
(L*équation  (8)  représente  un  cône;  on  Toit  facilement  qu'il  est  coupé  par  le  plam 
sécant  suivant  deux  droites  rectangulaires,  qui  sont  les  axes  de  la  section.) 

On  peut  obtenir  l'expression  de  u  de  la  façon  suivante  :  L'équation  (7)  exprime 
que  Ton  peut  trouver  des  nombres X,  (a,  v  non  tous  nuls  et  vérifiant  les  équations: 

X 

a* 
Xy+(*p+t^,  =C  (9) 

2 
Xz  +  \Ly  +  V  —  =  0. 

*  X    y    s 

X  est  différent  de  zéro,  sans  quoi  a,  p,  X  seraient  proportionnels  ^  ri>  rt«Âi  *  ®^ 

l'équation  (S)  donnerait  : 

ce  qui  est  incompatible  avec  (3].  On  voit  aussi  que  \l  est  différent  de  zéro. 
Cela  étant,  on  déduit  des  équations  (9), en  les  multipliant  par  x,  y,  z  et  ajoutant, 

Xtt  +  v  =  o; 

donc  on  peut  écrire  • 

/        ti   \ 

s=0 


on  bien  : 


a>  « 


X«  +  |i  -^-:i-=:0 

d*où  en  multipliant  par  a,  p,  y»  ajoutant,  et  tenant  compte  de  i-i)  : 

«...    ^.i^^_çïl_^„^ 


a*  —  M       i'*  —  ?^ 
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464.  Remarque.  — -  Lorsqu'on  applique  les  théories  précédentes  à  la  géonic- 
trie,  il  convient  de  tenir  compte  de  certaines  circonstances  qui  peuvent  se  présenter 
comme  dons  l'exemple  suivant. 

Soit  A  un  point  pris  dans  le  plan  d*un  cercle,  à  Textérieur  par  exemple  ;  on  sait 
que  la  distance  de  A  à  un  point  M  du  cercle  est  la  plus  petite  possible  quand  M  est 
conrondu  avec  celle  des  extrémités  du  diamètre  qui  passe  par  A,  qui  est  la  plus  rap- 
prochée de  A  ;  elle  est  la  plus  grande  possible  si  M  coïncide  avec  Tautre  extrémité 
du  même  diamètre.  Abaissons  du  point  M  la  perpendiculaire  MP  sur  OA  et  posons 
OP  =  ar  ;  on  trouve  : 

u=  AM'=  a*  +  U*  —  2  ax, 

R  désignant  le  rayon  du  cercle  et  a  la  distance  OA.  Or  u^  =  — 2a;  par  suite  m, 

considérée  comme  fonction  de  x  est  une  fonction  décroissante  ;  à  ce  point  de  vue,  il  n'y 

a  ni  maximum  ni  minimum. Efifectivement  si  x  croit  de  —  R  à  -f  R,lVM*  décroît  de 
{a  -f  R)*à  {a—  R}*.  Mais  si  l'on  désigne  par  »  Tangle  AOM,  on  a  : 

w=ÂM*  =  a»  +  R*—  SaRcos  m^ 

et  par  suite  : 

M^  =  2  a  R  sin  «, 

de  sorte  que  »  étant  la  variable  indépendante,  u^  s'annule  en  changeant  de  signe 

quand  le  point  M  se  meut  sur  la  circonférence,  chaque  fois  qu'il  passe  par  Tune  ou 
/autre  des  extrémités  du  diamètre  passant  par  A,  et  Ton  reconnaît  que  Textrémité 
la  plus  voisine  do  A  correspond  à  un  minimum  et  l'autre  t  un  maximum.  Ainsi 
quand  on  fait  un  changement  de  variable,  une  fonction  qui  avait  un  maximum  ou 
un  mininimum  peut  cesser  d'en  avoir,  ou  inversement. 
D'ailleurs,  soieii 

y=/'(u),    «  =  ç(j?); 
on  a  : 

y,  =  /'(")  f  W. 

Si  y  est  regardée  comme  fonction  de  u,  il  peut  se  faire  que  f  [u)  garde  un  signe 
invariable,  et  que  par  suite  f[u)  n'ait  ni  maximum  ni  minimum  ;  mais  si  y  est 
regardée  comme  fonction  de  x  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  f^  {x)  s'annule  en 
changeant  de  signe,  correspondent  à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  y. 

EXERCICES 

1.  Étudier  les  variations  de  a'  ^x. 

2.  Variations  de      — . 

X 

3.  Variations  de  loga  x  -^x. 

4.  Variations  de     — —, 

X 

En  conclure  la  solution  de  ce  problème  :  Trouver  s'il  y  a  dans  le  système  de  buse 
a  un  nombre  égal  à,  son  logarithme. 


6.  Variations  de  A  +  -+  V 
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6.  Variations  de  a  en  supposant  a  >  1. 


M 

7.  Variations  de  e 

8.  Étudier  les  variations  de  la  fraction 

(^  -^  ^')' (a«>6«). 

(a*  +  6»  a:*)  (a*  a*  -f  6«)* 

3   Étudier,  à  l'aide  des  dérivées,  les  variations  de  la  somme 

a:»— 5x--f  1       a;*  +  3A-+r 

10.  Si  dans  un  intervalle  f  (jr)  >  ^'[x).  f{x)  croît  plus  vite  que  ç{a). 
il.  Étudier  les  variations  de  jc"*  —  p  jc"  . 
12.  Étudier  les  variations  de 

X*  — 3a;-f  2 


a;»  +  l 


13.  Variations  de  arc  tg  x  +  wtjc. 

14.  Variations  de 


Slll*  X 


15.  Variations  de    —  sachant  que  ax  ^by  =  c 

16.  Variations  de    jc  c    •        ^      *^  M^  ^  *  ^  2  I* 

17.  Étudier  les  variations  de  la  fonction 


sin*"  X 


[o<«<i} 


TT 


sin  (x  —  a) 

18.  X  et  y  sont  deux  arcs  compris  entre  o  et  ^,  liés  entre  eux  par  ré(|uati(  ii 

tg  y  =  a  tg  a:, 

«  étant  conpris  entre  0  et  i.  Trouver  les  variations  de  la  différence  y  —  J". 

19.  Étudier  les  variations  de 

a  sin  X  -\-  b  cos  x 
a'  sin  X  -\-  b'  cos  a;* 

20.  Étudier  les  variations  de 

a  t^  X  -}-  b  cûtg  X 
œ  tg  a."  -f  ^'  coti?  X  * 

21.  Etudier  les  variation!;  de 

a  séc  X  -f  6  coséf  y 
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22.  Étudier  les  variations  de 

a  séc  X  -{-  b  coséc  x 
a  séc  X  -\-  b'  coséc  x' 

23.  Étant  données  deux  sphères  de  rayons  r,  r'  et  dont  les  centres  sont  à  une  dis- 
tance d,  étudier  les  variations  de  la  somme  des  zones  vues  d'un  point  situé  entre  les 
deux  sphères. 

24.  On  considère  un  point  mobile  M  placé  sur  une  ellipse  ayant  pour  foyers 
F  et  F.  Étudier  les  variations  de  la  quantité 

1  1 

4- 


FM*      FM* 


CHAPITRE  IV 

FORMULES  DE   TAYLOR  ET  DE  MAC-LAURIN 

465.  Soit /"(a?)  une  fonction  continue  admettant  n-\-\  dérivées 
successives  finies  et  continues,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  deux  nombres  donnés  a  et  6,  et  soit  6  =  a  +  A. 

Le  rapport 

f{a  +  h)^  fia)  -  hria)  -  ^^  /"'(a)  - -  -^fi^y^a) 

_ 

p  étant  un  nombre  donné,  que  nous  supposerons  positif,  est  un 
nombre  déterminé,  que  nous  désignerons  par  A,  de  sorte  que,  en 
remplaçant  a  -\-  h  par  6,  et  h  par  b  —  a,  on  peut  écrire  : 

/'(j)_/'(a)_  (6_a)/"(a)-i^^V'W-... 

~  TTZ^  ^""  ^"^  -(*-")' A = 0.  (1) 

Dans  le  cas  où  f(x)  est  un  polynôme  entier  de  degré  w,  on  aurait 
comme  on  le  sait,  A  =  C.  Considérons  la  fonction*  : 

fia)  -f[x)-{b-x)r{x)-^^^r{x)- 

•  Voir  une  autre  démonstration  dans  la  Hevue  de  Mathématiques  spéciales, 
S*  année,  p.  937. 
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que  nous  désignerons  par  <p(x).  On  a  ç(a)  =  0,  en  vertu  de  Inéga- 
lité (1)  et  r(6)=  0,  puisque,  si  Ton  remplace  x  par  6,  il  est  clair 
que  9  (a?)  devient  identiquement  nul,  à  la  condition  que  p  soit  un 
nombre  positif,  comme  nous  l'avons  supposé.  Or,  la  fonction  <p(.r) 
est  continue  ;  d'ailleurs  on  trouve  aisément 

'^'  ^""^ = ~  frz^  ^"^^  ^'''  +''(*-  ^>'"'  ^- 

Donc  la  fonction  f  (x)  est  finie  et  continue  et  admet  une  dérivée 
finie  et  bien  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  i  et  comme  on  a 

<j(a)i=0    et    9(6)  =  0, 

on  a  aussi 

9(a  +  9A)  =  0. 

0  étant  un  nombre  inconnu,  mais  compris  entre  0  et  1. 
En  remarquant  que  ff-^a  —  Bh  =  h{i  —  6),  on  en  conclut 

1  .^ ...  fi 

d'où  Ton  tire 

^,^  _  ft^'(i  -  e)"+*'^'/'<"+*>(a  +  Oh) 

1,2... n. p. 

On  a  ainsi  la  formule  suivante,  connue  sous  le  nom  de  formule» 
de  Taylor  : 

A»  }     (^) 


en  posant 


ftn+l  ^  (I  _  0)n+l-,  ^  ^H-1)  (a  +  9  A) 

1.2 n.p. 


Le  reste  Rn  renferme  un  nombre  positif  arbitraire  p  et  un  nombre 
inconnu  9,  compris  entre  0  et  1.  Cette  forme  du  reste  a  été  donnée 
par  MM.  Roche  et  Schlômilch.  (Voir  Journal  de  Liovville,  t.  III.) 
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Si  Ton  prend  p  =  n  +  1>  on  obtient  le  reste  de  Lugrangc 

^^-  (n  +  l)î 

ot  si  Ton  fait  p  =  1,  on  obtient  le  reste  de  Cauchy, 


r: 


W  ; 


Si  Ton  remplace  a  -\-  h  par  .r,  et  h  par  x  —  a,  on  obtient 

+  ^^^ /'"'(«) +R-  )(3) 

_  (a;  —  0)*+'  (1  —  9)«+'-i'  /<«+')  [a + e  (x — a)] 
"—  1.2....n.p 

et  si  a  =:  0  : 

A*)=/-(o) +f rw + fr^w +|ino)+...+~/^»Ko)+Rn  (4) 


R„  = 


1.2 n.p 


Cette  dernière  formule  est  connue  sous  le  nom  de  formule  de 
Mac-Laurin. 

Remarque.  —  La  démonstration  donnée  plus  haut  exige  que 
les  n  premières  dérivées  soient  finies  et  continues  dans  Tintervalle 
de  a  à  6,  et  seulement  que  la  (n  -f- 1)"*  dérivée  soit  bien  déterminée 
dans  le  même  intervalle  ;  s'il  s'agit  de  la  formule  (3)  ces  conditions 
doivent  être  remplies  dans  l'intervalle  de  a  à  or,  et  pour  la  formule  (4) 
de  zéro  à  x. 

Remarquons  enfin  que  la  formule  des  accroissements  finis  n*est 
pas  autre  chose  que  la  formule  de  Taylor  arrêtée  au  premier  terme. 

466.  Séries  de  Taylor  et  de  Mac-Laurin.  —  Supposons  que 
f(x)  soit  pourvue  d'une  infinité  de  dérivées  successives,  finies  et 
continues  entre  a  et  x;  si  R„  a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente 
indéfiniment,  la  série  dont  le  terme  général  est 

{x  —  aYf^^)[a) 
nî 

est  convergente  et  a  pour  somme  f[x), 

II.  —  R.  mtwsaaijOiraKi    —  ALOiass.  _ 
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En  effet,  la  somme  des  n  + 1  premiers  termes  de  cette  sério  -jst 
égale  à 

f{x)  -  R„, 
et  par  suite,  lorsque  lim  Rn  =  0,  on  a  : 

+  i^=P /''•'{«)  + 

On  aura  de  la  même  manière,  quand  on  suppose  a  =  0  et  si  le 
reste  a  pour  limite  zéro  : 

/(«)=/(")+ \no) + f^no) + + îj /<-)(o) + (6) 

Ces  formules  donnent  le  développement  de  f[x)  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  x  —  a,  ou  de  x, 

La  série  (5)  est  la  série  do  Taylor,  la  série  (6),  qui  n'en  est  qu'un 
cas  particulier,  se  nomme  la  série  de  Mac-Laurin. 

467.  Remarque.  —  Lorsque  R.  a  pour  limite  zéro,  la  série  de 
Taylor  est  convergente,  mais  la  réciproque  n*est  pas  vraie  ;  il  peut 
se  faire  que  la  série  soit  convergente  sans  que  Rn  ait  pour  limite 
zéro;  dans  ce  cas  la  somme  de  la  série  n'est  pas  égale  à  f{x)\  Rn  a 
alors  nécessairement  une  limite  différente  de  zéro  que  nous  pou- 
vons représenter  par+(a?),  et  la  série  a  pour  valeur /'(a:)  —  ^(x). 
Nous  en  donnerons  un  exemple.  On  démontre  facilement  que 

e    «>  et  toutes  ses  dérivées  sont  nulles  pour  x  =  0* 
En  effet,  posons 

y  —  e"  ?. 

On  a: 

.12         .       --Lr4        6n     , 
y=e   ...^.     y'  =  e   .«  |^-j  _  _J,  etc. 

Une  dérivée  d'ordre  quelconque  sera  la  somme  d'un  nombre 

e"  **  1 

déterminé  de  termes  de  la  forme  — -- .  Si  l'on  pose  -3  =  ^  quand  a? 

X  X 

tçnd  ^eps  zéro,  t  augmente  indéfiniment,  l  expression  précédente 
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devient  : 

p 
p  tik 

erKt't    ou    .-; 

or  on  sait  que  la  limite  de  cette  fraction  est  zéro  quand  t  augmente 
indéfiniment. 

Cela  posé,  soit  f[x)  une  fonction  supposée  développable  par  la 
formule  de  Mac-Laurin;  si  Ton  développe  suivant  les  puissances 
de  X  la  fonction 

on  obtient  : 

f{x)  +  e"?  =/'{o)+î/'{o)  + H-Î^j  /^<«>(o)  +R„. 

Ra  se  compose  de  deux  parties,  la  première  provenant  de  f[x)  et 

1 

la  seconde  provenant  de  e   «*  ;  on  en  conclut  que  Rn  a  pour  limite 
1  1 

6   «*  ;  ainsi  la  série  obtenue  représentera  f[x)  et  non  pas  f[x)  -f  ^   '*  • 

Cas  particulier.  *—  Lorsque  la  valeur  absolue  de  /*<">(âE?]  est  tou- 
jours inférieure  à  un  nombre  déterminé,  dans  l'intervalle  de  a  à 
a  4-  ^»  on  peut  affirmer  que  R»  a  pour  limite  zéro;  en  eifet,  pre- 
nons la  forme  de  Lagrange 

*^-      1.2...(n  +  l)     ' 

A"+i 
le  facteur  -r-^ — ; — r-rr  R  POur  limite  zéro,  puisque  c'est  le  terme 
1.2...ln  +  l) 

général  de  la  série  convergente 

h      A"                 A»          A"+« 
*  "^  î  "^  2l  "*" '^nX'^  (n  +  l)I  "^ 

et  par  hjrpothèse 

est  en  valeur  absolue  moindre  qu'un  nombre  déterminé;  donc  R» 
a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  et  par  suite  : 
Çne  fonction  f{x)^  dont  toutes  les  défivéçs  sqnt  continues  et  limitées 
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dans  Fintervalle  de  aà  x,  est  développable  en  série  procédant  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  x  —  a. 

Â6S.  Développement  de  é*,—  Les  dérivées  de  e*  étant  égales  à 
la  fonction  e*,  sont  toutes  limitées  quand  x  varie  de  0  à  une  valeur 
donnée  quelconque,  que  nous  représenterons  par  x;  donc,  en 
remarquant  que 

/^»)(0)  =  1, 


on  a: 


D'ailleurs 


a^'  .X 


^-ÔT+ÏJ:* 


9  étant  un  nombre  compris  entre  zéro  et  i. 

469.    Développement   des   fonctions    circulaires  sinor. 
cos«.  —  !•  Soit  /*(«)  =  sin  x. 

On  a  : 


r-){x)=sin(x  +  n^. 


Par  suite  : 

/*«  (o)  =  0,     /•(«"+!)  (o)  =  (— 1)\ 

D'ailleurs,  toutes  les  dérivées  de  f(x)  ont  une  valeur  absolue 
moindre  que  1,  par  suite,  le  reste  Rn  a  pour  limite  zéro;  on  a  donc  : 

Remarquons  que  le  coefficient  de  aj*"+*  étant  nul,  on  peut  poser 


f  —  1-  J- 4-  (_  1  «  _r 


sina?  =  j-^  + +  (-l)«___  +  R^ 


x'"+'  /  ir\ 


(2n+3)I 
En  particulier  : 


sm  a:  =  ar  4-—  sin  (8a?+  "ô")» 
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et  si  Ton  suppose  a?  >  0,  comme  on  a  sin  a?  <  a?,  on  peut  poser 


a:« 


sm  a?  =  a?  —  0  ^ , 

e  étant  positif  et  moindre  que  1;  par  suite,  on  a,  pour  tout  arc 
positif  : 

a:  —  sina:<-Tp. 

0 

2«  Soit  f  {x)  =  cos  X. 

On  trouve  d*une  façon  analogue  : 

co8ar  =  l-^+-_ +(-*)"2ÏÏ!  + 

Exerelee.—  Développer  gin**  ou  cos*  jp  suivant  les  puissances  croissantes  de  x. 
On  a 

sin8â?  =  3sinâr  — 4  sin*^^; 
par  suite 

8  i 

sin* ^7  =  7  sin  a?—  -sindx: 

4  4 


donc  : 


•^••=:-(-i;+ )-Kt-'t?:+ ) 


ou 


4rin.x=f-;(|!-3)-îî(3»-8)+.... 
On  trouvera  de  môme  cos*  x. 

470.  Développement  de  {l+xf.  —  Soit  f{x)  =  (1  +  a?)^  on 
trouve  aisément  : 

/^(»)(ar)=f»0*-l) (^-.n+l)(l+a?f-% 

el  par  suite, 

/•W(o)=f*0*-1) (^ -.„  +  !). 

On  a  donc  : 

(i+arr=i+^+eie^x«+ +fc%fc!i±l)^+R... 

1  •  ^  1  .  Z T) 
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Nous  allons  chercher  à  quelles  conditions  RnR  pour  limite  zéro 
quand  n  augmente  indéfiniment.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  est 
nécessaire  que  la  série  dont  le  terme  général  est 

^~  1.2 n 

soit  convergente.  Or, 


Un        n+1 


par  suite. 


Uni  ■— ^  =  — X. 
u» 


Donc,  la  série  considérée  est  convergente  lorsque  la  valeur 
absolue  de  x  est  inférieure  à  1.  Si  la  valeur  absolue  de  x  est  supé* 
rieure  à  1,  la  valeur  absolue  de  Un+i  sera  supérieure  à  celle  de  u» 
dès  que  n  dépassera  un  entier  déterminé;  Un  n'aura  pas  pour  limite 
zéro  et,  par  conséquent,  la  série  étant  divergente,  il  est  impossible 
alors  que  Rn  ait  pour  limite  zéro. 

Gela  posé,  je  dis  que  si  x  est  compris  entre  —  1  et  -|- 1»  Rn  a  pour 
limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment. 

Effectivement,  on  a,  en  prenant  le  reste  de  Gauchy  : 

^"  =  1,2 n-(^-O)"  •  f  O»-!) 0»-»)  (*  +  O^r'-' 

ce  que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

Or,  si  Ton  pose  : 


Vn  — -z 

1  .  2 n 


on  en  déduit  : 


t?nf  1  _  fA  —  n  —  1 

»n  ""     n  +  1 
et,  par  suite  :  lîm  -^  =  —  a?.  Donc,  puisque  x  est  compris  entre 
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—  1  et  +>  ^>  'a  série  ayant  pour  terme  général  t?„  est  convergente, 

et  par  suite,  lim  v„  =  0.  Le  facteur  (1  +  ôa?)»*^*  reste  fini,  puisque 

1  +  ô^  est  positif  et  moindre  que  2;  enfin  la  valeur  absolue  de 

1  —  6  X» 

est  inférieure  à  1  ;  donc  lim  R  =  0. 


/ 1  —  e  \  " 

Kï+n) 


On  obtient  ainsi  la  formule  : 


(i+a:)^=i+,x+^4^^+...+^^^-^;-,;;rn""^'^-''"+" 


fji  élant  quelconque,  mais  en  supposant  —  1  <::^  a;  ■<  1. 


Supposons  X  =—1;  et  considârong  la  gérie. 

*     <*+  "13"  "■•"•    ^^     ' U~^  + 


Il  f  osant 


•"=<-*>  • n—a 


on  a  : 


Un  n  +  i' 


donc  : 


lim  îî:î±1=i, 

Un 

par  suite,  à  partir  d*un  certain  rang,  les  termes  de  la  série  finissent  par  avoir  tous 
le  môme  signe  :  on  peut  donc  appliquer  la  règle  de  Gauss  (365)  ;  or  on  doit  avoir 
A  -—  a  >  1  ;  dans  le  cas  présent,  A  =  1,  a= —  u,  donc  on  doit  avoir  : 

i+f*>l         oufx>0. 

Gela  posé,  la  série  considérée  étant  convergente  pour  x  =  —  1,  est  conver- 
gente pour  toute  valeur  de  x  dont  le  module  est  moindre  que  1,  et  continue  pour 
les  mêmes  valeurs  de  x  et  aussi  pour  x=  —  i;  or,  lorsque  x  est  compris  entre 

—  1  et  -f  1,  la  série  a  pour  valeur  (1  +  «)**  î  donc  en  supposant  H*  >  0,  on  aura  sa 

valeur  pourar  =  —  1;  en  cherchant  la  limite  de  (1+  xf"  quand  x  tend  vers  —  1; 
cette  valeur  étant  0,  on  a  : 
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eD  ï^upposaiil  î*  >  0.  C'est  «railleursce  que  Ton  peut  trouver  en  parlant  derideniilé 

1.2  ...  n 

Il  est  Tacilc  en  effet  d'établir  que  la  fraction 

"  1.2 ...  n 

a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  si  Toi  suppose (&  >0. 
En  cITct,  soit  : 

P<V-<P+i' 

On  a,  en  supposant  n>  p  : 

"  1.  2..  p  p  +  1  p  +  2  n 

or  en  posant  : 


t;    =  P-f-i— M»    p4-2  — f^        n  —  K- 
p  +  1     '      P+2     '"       n 


I 


on  a: 


d'où: 


Cette  dernière  expression  croit  indéfiniment  ayec  n,  donc  : 

Umon  sO 

et  par  suite  : 

lîrnu^  =0. 

La  formule  est  donc  établie. 
Soit  enfin  x^i,  et  considérons  la  série  : 

*^  «^  +  "TT-  + + r2Z7ïi +  -  ' 
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si  Ton  pose  : 


1.8 n 


OD  a: 


donc  : 


lim   — -ï— =  — 1; 


»n 


par  suite,  à  partir  d*uii  rang  déterminé,  la  série  est  à  termes  allcrnatiTeinenî 
positifs  et  négatifs;  si  Ton  suppose  p>  +  1  <  0,  le  rapport  — ^  est  en  valeur 


''n 


absolue  supérieur  ou  égal  à  1,  et  par  suite  la  série  est  divergente  ;  si  m^  est  positif, 
la  série  des  valeurs  absolues  est  convergente,  d*après  ce  qui  précède;  il  en  est  donc 
de  même  de  la  série  proposée;  supposons  : 

(*=  — (I.'    et   t*'<i; 
alors  : 

Les  termes  de  la  série  vont  donc,  à  partir  d*un  certain  rang,  en  décroissant  en 
valeur  abfioliie;  en  outre,  si  Ton  suppose  (i.  +  i  >  0,  la  fraction 

•  1.2 n 

a  pour  limite  xéro.  En  effet,  si  Ton  pose 

on  a  : 

P-1 p-2     P-n 


»«  = 


t««  ' 


12  n 


On  démontrera  comme  plus  baut  que  v^  a  pour  limite  zéro  quand  n   croit 
indéfiniment.  Or  on  a,  en  employant  le  reste  de  Lagrange, 

^       1.2 n{n+i)  ^    ^      ' 
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tupposoDS  |i  >  —  1  el  faisons  tendre  x  »ere  1.  Le  premier  membre  a  pour  limiie 

2''  ;  d'autre  part 

1-2 n(n+l) 

a  pour  limite  iéro;ie  facteur (1+  txf-'^'qaa  i'on  psulécrire: 

(1 +•  !)"■•■  ' 

sera  plus  petit  que  1  dès  que  n  lurpassera  a.  ;  donc  i 


2'^=H-^  +  - 


1.3 H 

pourvu  que  l'on  suppose  [*  >  —  1- 

Application.  —  Soit  (*=+-;  on  a,  en  supposant  — t<aî<l 

1(1-.) 

c'est  le  développement  de  VT+x;  en  particulier, 

VTT^  =  .  +  |-|  +  ...+  ,-.,.-..!èT^-+ 

De  même  : 

Vl+a.-*       2  +  X       +  ^       '   •   2«.1.2 n    '^^ 

en  supposant  toujours  x  compris  —  1  et  +  1. 
Romarqno.  -  Nous  aToos  dëmontré  (135)  la  formule 


<  = 


1.3...  (gn  — 11-^ 


i.3...  (in-1)      (i,„ 
S".  1.3...  n       "  ^' 
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(^  étant  un  nombre  entier,  on  voit  que  dans  le  développeaient  de  - .■  ic.^>  no! 

flcients  ne  contiendront  en  dénominateur  que  des  puissances  de  3. 

471.  Développement  de  L  (1  -f  a:].  —  Posons  : 

f{x)  =  L  (1  +  X). 
On  a: 

et,  par  suite  : 

fi»)  (»)  =  (—  1)»  •'  .1.2 (n  —  1)  (1  +  »)-, 

d'où, 

/w  (o)  =  (— 1)«-'  .1.2 (n  -  1). 

On  a  donc  : 

L(H-»)  =  -_-+Ç_ +  (_i)»-i--+R,. 

Si  Ton  considère  la  série  ayant  pour  terme  général 
on  voit  que  lim  -^  =  ±x:   donc,  cette  série  ne  peut  être 

Un 

convergente  que  si  la  valeur  absolue  de  x  est  au  plus  égale  à  1. 
Supposons  d*abord  0  <  a;<  1.  Mettons  le  reste  sous  la  forme  : 


R»  =  (-*)"•  ^rqpï  •  (rrei^) 


n+i 


X 

or  -z — r-r—  est  inférieur  à  x,  donc,  cette  fraction  est  moindre  que  1  : 

1  +  8iP 

/      X      \*H-«  1 

on  a  donc!  )      <;  1  ;  par  suite,  comme         .  a  pour  iimiic 

zéro,  lim  Rn  =  0  quand  n  augmente  indéfiniment;  donc  : 

L(H-x)=|-|  +  Ç- +  {_1).-«^H-  (1) 

en  supposant  x  positif  et  au  plus  égal  à  1. 
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En  particulier,  pour  a:  =  1,  la  formule  (1),  devient . 

111  1 

Supposons  maintenant  x<0;  changeons  x  en  —  x;  on  aiura 

a?      JC*      ce*  a?»*      _ 

^(*--)  =  -ï-2-3 -«+^- 

Noos  emploierons  la  forme  du  reste  de  Gauchy,  ce  qui  donne 

"»—       (i_9a,)»+« 
ou  bien 

•  l-^QX      \l  —  0xj 

Or,  on  suppose  x  <Cl;  donc  x"^-^^  a  pour  limite  zéro  ;  on   a 
ensuite  : 


par  suite, 


L(l       a?)------- ^  (Z) 


pourvu  que  x  soit  compris  entre  0  et  1 . 

La  série  précédente  est  divergente  pour  x  =  l;  néanmoins  on 
peut  dire  que  la  formule  (2)  subsiste  pour  a:  =  1,  puisque  les  deux 
membres  sont  alors  infinis  et  négatifs. 

472.  Applic«d«B  aa  calcal  des  logarllhmefl  des  noaibras.  —  On  a 

donc,  en  posant  «  =s  -  et  appliquant  la  formule  (1),  on  pourra  développer  L(  i  +  -  j 

suivant  les  puissances  de  - ,  pourvu  que  h  soit  au  plus  égal  à  n;  mais  il  esl 

n 

préférable  d'opérer  ainsi  :  on  a  d*abord 

1 4-  «  r«    *•    *•       T 

Lii^  =L{i  +  X)  -L{l--x)  =  i[j+  j+  J  +  ....J        (8) 
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6i  Ton  pose 

on  en  déduit 


«=: 


en  particulier,  en  prenant  A  =  4,  on  aura 


^<«+*î-^"  =  ^[2;rM'*'8(2i»  +  l)»  +  6(«n+l)»  + 1 


(4^ 


en  faisant  snccessiTenient  n  =:  i,  S,  8, on  aura  les  logarithmes  des  nombres 

entiers. 

L'erreur  commise  quanO  on  se  borne  aux  p  premiers  termes  de  la  série  (4)  est 
moindre  que 

et  par  suite  moinore  que 


2n(n  +  l)    (2p+i)    (3»+i)»'-' 

i 


Pour  avoir  les  logarithmes  vulgaires,  il  faut  calculer 
Or  L 10  s  L  S  +  L  5;  on  a 

et 

on  aura  donc  L  iO,  et  Tinverse  sera  le  module  M. 
On  aura  ainsi 

473.  Supposons  qu'on  ait  construit  la  table  des  logarithmes  des  nombres  entwrs 
depuis  i  jusqu'à  un  nombre  déterminé;  il  reste  à  voir  comment  on  pourra  calculer, 
a  Paide  de  cette  table,  les  logarithmes  des  nombres  autres  que  les  entiers. 

La  formule  de  Taylor  arrêtée  au  premier  terme,  ou  ce  qui  revient  au  même,  la 
formule  des  accroissements  finis  donne  : 

?  étant  un  nombre  compris  entre  0  et  1. 
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Soit  a  un  nombre  positif  dont  la  partie  entière  est  égaie  à  n  ;  si  Ton  pose 

a=:  n  +  A 

on  aura  : 

i  =  logC«+  A)  -k)g«  =  ML  ^i  +  ^ 
ou,  en  vertu  de  Téquation  (1) 


Si  il  =- 1, 


n  +  0  A 


A  =  log(n  +  i)-logn  =  ^-|-  ;3) 


0'  étant  un  nombre  compris  entre  0  et  i. 
On  a 

iog  (71  +  h)  =  log  n  +  9. 

On  fait  usage,  comme  on  sait,  pour  calculer  ^,  de  la  proportion 

*«.A 

Cette  proporition  n'est  pas  exacte,  car  on  en  tire 

n  +  • 
tandis  qae  la  iraleor  exacte  est  donnée  par  la  formule 

L^erreur  commise  est  donc  égale  à 
elle  est  moindre,  en  valeur  absolue,  que 

hu(^ L.V 

nu 

hU 


et  comme  h  est  inférieur  à  1,  elle  est,  a  fortiori,  moindre  que 

M 
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44 
On  a  M  =  0,  4343 si  n  >  10*,  Terreur  est  moindre  que  rrr^  et,  a  fortiori, 

moindre  qu'une  demi-unité  du  8«  ordre  décimal. 

474.    Développement  de  la  fonction  arctgx.  —   Soit. 
f{x)  =  arctg  X,  f  (a?)  désignant  Tare  compris  entre  —  ^  et  +^  el 

êà  et 

dont  la  tangente  est  égale  à  x. 
Nous  avons  trouvé  (442) 

/^(«)  (a?)  =  (—1)»^.  1.2...  (n—  1)  cos«y  .  sin  n  (|—  yV 
y  désignant  f  (a?).  On  a,  par  suite  : 

donc  : 

arctg ap  =  ;j—j+y- +  (_  i)p.__+r,^,^,. 

La  série  dont  le  terme  général  est- — --• r,  n*est  convergente  que 

si  Ton  a  â?*  <  1 .  Si  Ton  remarque  qu*à  une  tangente  égale  à  9  or, 
0  étant  compris  entre  0  et  1,  correspond  un  arc  égal  à  9'y,  0'  étant 
compris  entre  0  et  1,  on  a  : 

/««*»  (ô«)  =  —  1 .  2 ...  (2 p  + 1)  cos^^  9* y .  8in  «ft— 9'y) 
et,  par  conBéquent,  on  peut  toire  : 

or,  en  supposant  â?'^!,  on  voit  que  lim  R2]d4.<  =  0  quand  p 
augmente  indéfiniment;  donc,  on  a: 

arctg  a:  =  j  — 5-  +Tr  + +  {—if 


1       3    •   5    '   ^     -^  2p  +  l  '   •'• 

En  particulier,  si  Ton  suppose  x  =  i\ 

ir  1       1        1  1 

4=*" 3  +  5  "^7+ +^^^^^2]Hhï+ 
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Supposons  maintenant  x>l:  on  a  alors  y=  -  —  arc  tg  -  ;  on 

1 

en  conclut,  en  remarquant  que  -  est  inférieur  à  1, 


_ir_/l_J_        J_         \ 

^"~2       U      3««'^5x» J 


47S.  ÂpplieaiUm  on  eoie»/  (fe  «. 
Si  Ton  pose 

î==  arc  tg  «  +  arc  tgp  =  arc  tg  f-tJL, 
•  1  —  a  p 

a  +  S 
on  doit  a^oir ~  =1  ona  +  P  =  i  —  «P;  on  peut  chercher  des  solntions  de 

1  ^~  8  p 

cette  équaU<m  qui  soient  de  la  forme  - ,  a  étant  entier  ;  soit  donc     a+6  =a6  —  1  ; 

CL 

on     a+1  =  h  (a~i);     U  faut  que  a-^i  divise  a+t.  On  a  nne  solution  évidente 
en  prenant  a=S,  d*où  6=3,  par  suite 

«11 

j=arctg-  +  arctgg, 

on 

4       \2      8.2«^5.2»      /^\3      3.8»  ^5.3»  /' 

On  a  cherché  d'antres  séries.  Si  l'on  pose  tg  a  =  -  on  trouve  facilement 

5 

ISO  1 

tffé  a=  ^  =1-4 . 

*  119         ^110 

Donc,  en  posant  4a  =  7  +  P>  on  a  : 

4 

tgB=HlîIl?  =  ± 
^^      l  +  tg4«      239' 

Ce  qui  donne 


j=4arctg5-arctg-. 


c'est-à-dire 


Ï-*(6~"8T»'*'5:5»'"7T»'*' y~"(259""3l^'^5:S9» ) 

formule  due  à  Méchain. 

476.  Remarque.  —  La  formule  de  Mac-Laurin,  qui  n*est,  comme  nous  Tavons 
TU,  qu'un  cas  particulier  de  la  formule  de  Taylor,  prouve  qu'une  fonction  f  (x^ 
pourvue  de  dérivées  successives  finies  et  continues,  peut,  sous  certaines  conditions. 
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èlre  développée  fin  série  procédant  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  con^ 
vergente  tant  que  la  valeur  absolue  de  x  ne  dépasse  pas  une  valeur  déterminée  R. 
il  est  facile  d'établir  qu'il  ne  peut  exister  qu'un  seul  développement  de  f{x)  suivant 
les  puissances  entières  de  x.  En  effet,  soient,  s'il  est  possible, 


et 


Ces  deux  séries  devant  représenter  la  même  fonction  f{x)  doivent  avoir  la  môme 
valeur  pour  jt  =  o  ;  donc  a^  =  60.  Il  en  résulte  que  les  séries 


Ol  +  flt*  + +  «n  **"'"♦" 


et 

—  I 


ôi  +  6,a?+ +6    «^-«+ 


doivent  être  égales  pour  toutes  les  valeurs  de  x  moindres,  en  valeur  absolue,  que 
le  rayon  de  convergeoce,  sauf  peut-être  pour  x=zo.  Mais  à.  l'intérieur  du  cercle  de 
convergence  chacune  de  ces  séries  est  continue;  donc  si  x  tend  vers  zéro*  jfs 
limites  de  ces  séries  sont  les  mômes  et  par  suite  /?|  =  &i  ;  «t  ainsi  de  suite. 

Cela  étant,  iolif{x)  une  fonction  développable  parla  série  de  Mac-Laurin  ;  si  nous 
supposons  que  toutes  les  dérivées  restent  finies  par  «  =  0,  on  pourra  développer 
également  r(x),  et  Ton  aura  ainsi  : 

/•(*)=/'(o)  +  ar/>(o)  +  f^r(o)+ î! /»)  (0) +..... 

r  (*)  =/•(<>)+«  no-)  + +  -î^  /"'  (0)+-. 

(n  —  ij  I 
On  voit  par  suite  que  la  dérivée  de  la  série 

/•(o) +  .•«/»  (o)+—/»/(o)  + 

s'obtient  en  formant  la  série  des  dérivées  de  ses  termes.  II  e^  facile  de  généraHser 
cette  proposition.  .  ' 

On  peut,  en  effet,  établir  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  série  formée  par  les  dérivées  des  termes  d^une  série  ejitièr*^ 
est  convergente  à  tinlérieur  du  cercle  de  convergence  et  a  pour  somme  la.  dérivée  ac 
a  série  considérée. 

Soit,  en  effet, 

f(x)  =  a«  -f  fli  .T  -f-  Oi  â^  + 4-a^  a^  -{• 

Ona 

r(x  +  h)  =za.  +  ûi  (ar+  A)  -f  «1  (a?  +  *)•  + 4- «„(«  +*)"+•'.. 
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Désignons  par  a„,  p,  p  les  valeurs  absolaes  de  a^,  x  et  A,  et  considérons  les  séries 

«0  '^  *iP  +  «aP*+ +  *iiP*+ 

«•  +  *,  (P  +  P)  +  «1  (P  +  P)'+ +  *.(?  +  B)*  + 

en  supposant  p  et  p  +  P  moindres  que  le  rayon  du  cercle  de  convergence  de 
in  série  proposée,  ces  deux  séries  sont  convergentes;  leur  différence  est  aussi 
convergente.  Cette  différence  est  la  série  : 

*,  P  +  2«,Pp+«iP'+ +«*nP*"'P+ +«.P"+ 

(Jonc  la  série 

a^/i  +  2  ûj  A  a?  +  flj  «*  + +  w  a,  «*"'  h+ +«„«"+ 

est  absolument  convergente  et  représente  /  («  +  ^)  ~~  /(')•  ^^s  on  peut  grouper 
comme  on  veut  les  termes  d'une  série  absolument  convergente,  par  suite  on  peut 
écrire  : 

on  en  conclut 

limOî±Çzii^'=a,  +  8«,«+ +«a,«— +  .... 

quand  h  tend  vers  zéro. 
Cela  posé  soit 

/•  (x)  =  a^  H-  a^  X  +  ûj  x'  4-  ûj  «^  + +  a,,  x'  + 

une  série  entière  convergente.  On  a  d*après  ce  qui  précède 

/"(x)=fl^  +  îajX+  Sfljjc*  -f- -{-na^a^*-^  •  ... 

donc 

on  a  ensuite 

n«)=acj  +  «.8  a^x+ 4-  «(w— Ij-a^**^*  + 

donc 

/v  (0)  =  Sa^      ou      n^  =  '-j-^ 

et  ainsi  de  suite;  on  trouvera,  en  général, 
On  retrouve  ainsi  le  développement  donné  par  la  formule  de  Mac-Laurin,  ce  qui 
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devait  être,  puisque  la  fonction  f{x)  est  finie  et  continue  et  admet  des  dérivées 
elles-mêmes  floies  et  continues  tant  que  le  module  de  x  est  inférieur  au  rayon  du 
cercle  de  convergence. 

477.  Application  de  la  formule  de  Taylor  à  l'étude  de  la 
variation  d'une  fonction  —  Soit  f[x)  une  fonction  continue  et 
supposons  que  pour  x  =  a,  on  ait  : 

f  [a]  =  0      r  {«)  =  0, /(«-*)  [a]  =  0  et  /^»)  (a)  ^  0. 

On  en  déduit,  en  vertu  de  la  formule  de  Taylor  : 

f[a  +  A)  -  f[a)  =  ^    ^'     ^r  [a  +  e  A), 

En  supposant  /^"^  [x]  continue  pour  ar  =  a,  on  peut  déterminer  un 
nombre  positif  a  tel  que  /^"J(a  +  Ô^)  ait  le  même  signe  que  p*^  (a) 
en  supposant 

—  a  -<  A  <  «• 

Si  Ton  suppose  n  =  2/?,  la  différence  f[a-\'h)  —  f[a)  a  le  signe 
de  /^"J  [a]  ;  si  Ton  suppose  /^"^  (a)  >  0,  on  aura  : 

f[a  +  A)  -  f[a)  >  0, 

et  /'(a 4- A)  aura  le  signe  de  A,  et  si,  au  contraire,  on  suppose 

/^«J  (a)  <  0,  alors 

f[a  +  h)-f[a)<Q, 

en  outre  f  [a  +  A)  aura  le  signe  de  —  A  pour  toutes  les  valeurs  de  A 
comprises  entre  —  a  et  +  a. 

Il  en  résulte  que.  dans  le  premier  cas,  la  fonction  f[x)  est 
minimum  pour  x  =  a,  et  qu'elle  est  maximum  dans  le  second  cas» 

Si  n  est  impair,  le  rapport 

f[a^h)-f[a) 
h 

a  le  signe  de  /^"^  (a)  pour  toutes  les  valeurs  de  A  comprises  entre  —  a 
et  +  a,  et  de  plus  /'  [a  +  A)  conservera  dans  cet  intervalle  le  signe 
de  /**  (a)  ;  par  conséquent,  la  fonction  est  croissante  pour  x=:ay  si 
la  première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas  pour  x=2a  est  d'ordre 
impair  et  a  le  signe  -f-  ;  elle  est  décroissante  si  cette  dérivée  d'ordre 
impair  est  négative  pour  x  =  a. 
On  retrouve  ainsi  les  résultats  déjà  obtenus  par  une  autre  voie. 
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Remarque.  -^  Si  toutes  les  dérivées  sont  nulles  pour  :c  =  a.  et  si  la  formule 
de  Taylor  est  applicable  dans  un  intervalle  comprenant  le  nombre  a;  pour  toute 
valeur  a  +  h  appartenant  à  cet  intervalle,  le  développement  se  réduit  au  premier  ■ 
terme,  de  sorte  que 

par  suite  la  fonction  se  réduit,  dans  ce  cas,  à  une  constante. 
478.  La  formule  de  laylor,  arrêtée  au  second  terme,  donne  : 

Il  en  résulte  que  la  différence 

f{x+h)^nx)^hr[x) 

est  du  second  ordre  par  rapport  à  A,  pourvu  que  la  dérivée  seconde  f"  (x)  soit  finie 
dans  l'intervalle  de  x  à  x  +  A. 
Si  Ton  pose  : 

y=r/(x),       As=dr,       Ay=/(x+ A)  — /(«), 

on  voit  que  la  différence 

^y  —  dy 

est,  en  général,  du  second  ordre  par  rapport  à  dx.  C'est  ce  que  nous  avions  annoncé 
au  n*  881. 


EXERCICES 
i.  Développer  en  série  la  fonction 

a  et  A  étant  des  nombres  entiers  donnée. 
2.  Prouver  que 

11»      m+  In  m 

«-5 


«  » 


m>i 

(BOUROUsf.) 

3.  Pronver  que  la  série 

1  1 

est  convergente  pour  a  <  -,  et  divergente  pour  a  ^  - . 

c  c 

(BODRGUKT.) 

4.  Pronverque  la  série 

m      mÇm-f  i)  .    m(m-\-i){m+2) 
n^   nCn  +  l)"^     n(n  +  i(n  +  2)  "^ 

est  convergente  pour  n  —  m  >  i  ;  et  divergente  pour  n^^m^  1. 

(BOURQUBT.) 
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5.  Prouver  que  l'expression 

•;6  cos  *  -  (21  5!ïiS£  +  186  L  ^*  +  65\ 

est  un  infiniment  petit  du  sixième  ordre,  par  rapport  à  x, 

(E.  Catalan.) 

6.  L'expression 

est  un  infiniment  petit  de  septième  ordre,  par  rapport  à  jp. 

(E.  Catalan.) 

7.  Trouver  la  valeur  principale^  de 

a  (a*  —  cos  aï)  +  p  L  (1  +  «)  +  7  sin  « 

X  étant  rinfiniment  petit  principal. 

8.  Démontrer  la  formule 

9.  Démontrer  la  formule 

w^_L(i+^)  +  L(l~a?)  ,   t       1        .              il  1 

^*- 2  "*'L5î'^=T*'3(2a:«-l)>  ^5|2««-iJ»^ J 

10.  Démontrer  la  formule 

L(a?  +  5)  =  L  (a?  4  3)  4-  L(«— 3)  +  h{x  +4)  +  L  (ar—  4)  — L(a?-6}—  2L« 

5>r           72                 1/           72             y  1 

La^— 26x«+72+3\«*— 25a:«  +  72y    ^ J 

11.  Prouver  que  l'expression 

a  une  limite,  quand  n  augpmente  indéfiniment. 
Cette  limite  est  positive  et  moindre  que  1  ;  c'est  la  constante  étEuler, 

12.  Prouver  que. 

1+1+1+  .....+^_!__(|+*+  +±) 

a  pour  limite 

L2  +  limjL(Ç) 

quand  p  et  9  ausnoieotent  indéfiniment. 
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13.  Trouver  la  limite  de 


-i«4-      *       4.  4.      * 


pour  n  infini. 
On  part  de  l'identité 


(B.  GATALàlf.) 

14.  On  considère  une  série  dont  les  termes  sont 

et  Ton  pose 

»,  =  «,- «te, 

démontrer  Tidentité 

Cette  identité  est  la  généralisation  de  celle  qui  se  trouve  au  numéro  13. 
En  supposant  t<^=  X,  en  déduire 

«.L.2-  --_  +  -_  .....  - 1^-.  +  j  +  -  + J 

En  posant  u^z=-^ — i,  a  étant  un  nombre  positif  quelconque,  démontrer  la 
formule  : 

^i9-EM_E(2q)     E(8a)_        i+  (-1)'^»^)     i-K~i)'<*'V    l-K-l>'t'* 
1«  2«    "^    3«        ■'  4.1»  "^         4.2»         "*"         4.8» 


ou 


^r,o_,4EW+(-i)'^-^'^^     4E(2a)~(~i)^*^)     4E(3q)  +  (-1)^**> 
4.1»  4.2«  "^  4.3» 


La  série 


+  i(*'^è  +  è  +  -)- 


*  ■*'  2»  "'"  3«  "^  ••• 


a  pour  valeur  7« 
o 

En  posant 


ir« 


4aL2--^-^X, 
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on  a 


4E 


X  — — H p h.. 

(TCHBBTTCHEFP.) 

15.  Démontrer  la  formule  : 

/(aH-A)-/(û)-Ar(«)-."-  -^/^'^ka)  v*4.n 

1.2...  n       ^'     1.2...  7  /^*^*^(a  +  «A 

ç  {a  +  A) — Ç  (a)  "h  (p'(a)-.. . <p^«>  (a)  t        v  t     / 

1.2...  7  0<0<1 

(Ed.  Roche,  Comptez  rendus^  février  1864.) 

16.  En  posant  7  =  o  et  0 1  =  1,  on  obtient  cette  forme  très  générale  du  resU 
de  la  formule  de  Taylor  : 

Ç^a  +  0A)         1.2...  w 

Si  Ton  pose 

?(4r)  =  (a  +  A-jr)' 
p  étant  positif»  on  retrouve  la  forme,  générale 

_  h^^'  (1  -  er+'"'^  /"+'>  (g  +  ftJb) 
^  1.2... n.p 

En  posant 

©  («)  =  ( jr  -  «y» 

on  trouve  : 

En  supposant   p  >  0,    9  entier  et  inférieur  à  p  : 
On  pourra  faire    9=0,   ce  qui  donne 

1 

on  encore  p  =  9  ^  a,  a  étant  une  fraction,  par  exemple,  a  ^  -  ;  ^n  obtient  ainsi 

1 

1.2 y  ^,  e'(i-e)»-«  „+,  ^^„  (^^ , ^j, 

»      1.2 «*       i.3.5...(î7+l)  ' 
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Si  f^^^^(x)  ne  8*aimale  pas  entre  a  et  a  +  '<i  on  peat  peser  : 

ceqoi  donne 

de  sorte  que  la  valeur  absolue  de  R,  est  au  plus 

1.2  ...  n 


(E.  UOCHE.) 


17.  Si  les  fonctions  f{x)  et©  (j:)  et  leurs  dérivées  f  (*)•  f  (*)f f^*'H*)t 

^  (a?),  ç''  (a?), 9^"\x)  sont  finies  et  déterminées  pour  toutes  les  valeurs  dé  * 

comprises  entre  a  et  a  +  A,  on  a  : 

/(a+A)-/(a)-J/^(«)- -fif^^W   ■_ 


ç  (a  +  A)  -ç  (a)  -  j  ç'  (a)  - -^Ç^'^  W 


(^-hi)V  (n-l)l 


où 


A*"  (i -  Q)**"*  /<**>  (a^^à 
"-  (m-l)I 

» (^TTïTi 

j  étant  compris  entre  0  et  1,  et  en  supposant  fn>p,  n>  g.  ' 
En  posant 

p=:m  —  ii    ç:=n — 1 
on  retrouve  la  formule  de  M.  E.  Roche. 

(P.  GOMBS  TflUIBA.) 

18.  Démontrer  la  formule 

a?» 


/'(«)=Ao)+*/»(«)-^:^  rw  +. 


(Bernoulli.) 

Appliquer  cette  formule  à  (a;  -f  a)"  et  démontrer  directement  le  résultat  obtenu. 
Appliquer  la   même  formule  à  (a?  +  aV^* 
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19.  Développer 


(4  -  2  3X  r  i*i    * 


suivant  les  puissances  de  z. 
En  posant 


prouver  que 

le  signe  D**  Indiquant  la  dérivée  d*ordre  n  de  («>—  1)".  Les  polynômes  Xn 
nomment  :  polynômes  de  Legendro. 
20.  En  posant 


«•=(1^8«4s»)    '* 


vérifier  Jes  identités: 


(Voir,  par  exemple,  E.  Catalan,  Mémoires  kw  Inpolywnnei  X^  de  Legendre.) 
21.  Proaver  que  X„  Térifie  les  identités. 

nX„-(2n-l)arX^,+(n-l)X„^=:0 
ll-««)X;-2«x;  +  n(7i  +  i)x^=0 

(l~««)X«-«(^-.l)*xV+[iO'"-*)(P--«)+«(«  +  *)Jxîr-«r=0 
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CHAPITRE  V 


RÈGLES  DE  L'HOSPITAL 


479.  Trouver  la  limite  d'une  fraction  ^-î-r  dont  les  deux  termes 

tendent  vers  zéro  quand  x  tend  vers  a. 

Nous  supposons  les  fonctions  f(x)f  f{x)  continues  et  pourvues 
de  dérivées,  et  nous  admettons  que  Ton  puisse  trouver  un  nombre 
positif  a  tel  que  dans  Tintervalle  de  a  —  a  à  a  -{-  a  ni  les  fonctions 
considérées  ni  leurs  dérivées  ne  puissent  s'annuler  pour  aucune 
valeur  de  x  autre  que  a;  dans  ces  conditions,  en  supposant  h 
inférieur  à  a  en  valeur  absolue,  on  peut  appliquer  la  formule  du 
n'^431.  On  a  ainsi  : 

,(a  +  A)-,{a)-f  (a  +  eA)  ^   ^    ^    ' 

Mais  par  hypothèse 

/•(a)  =  0.    f(a)  =  0, 


donc 


Or,  si  le  rapport 


,  (a+A)      f'{a+Bh) 


a  une  limite  déterminée  X,  quand  x  tend  vers  a  en  suivant  une  loi 
quelconque,  on  peut  dire  que 

f'(a  +  Bh) 

a  pour  limitée  quand  h  tend  vers  zéro,  donc  il  en  est  de  m^me  dr 

/*(«  +  *)    . 

î-^ — p-77  et  par  suite 

f{a+  h) 

f(x] 
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On  peut  remarquer  que  si '--rT croît  indéfiniment  en  valeur 

o'(x) 

absolue  quand  x  tend  vers  a,  il  en  sera  de  même  de  ^-f ,  car,  dans 

»  (x) 

ce  cas, 

Si  pour  x^=-a^f  (a)  et  f  (a)  sont  nulles,  on  cherchera  la  limite 

de  \  i  [  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  sll  arrive  que  toutes  les 

dérivées  de  f  [x)  et  de  ^  (a?)  soient  nulles  pour  a?  =  a,  jusqu'à 
Tordre  n  —  1,  mais  que  /^"^  (a)  et  yt»)  (a)  ne  soient  pas  nulles  en 
môme  temps,  on  aura  : 

9  (x)      yt"'  (a) 

480.  Soient  f  (a:)  e/  ?  (x)  deua?  fonctions  devenant  infinies  pour  x  =a; 

f(x) 
trouver  la  limite  du  rapport  —-7. 

f  [x] 
Nous  allons   démontrer,  que  sous  certaines  conditions^  si   ,  . 

f  w 

fix) 
a  une  limite  quand  x  tend  vers  a,  le  rapport  ^-7-^  a  la  même  limite. 

Nous  empruntons  la  démonstration  suivante  à  Touvrage  de 
M.  J.  Tannery  :  «  Introduction  à  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  ». 

Supposons  que  x  tende  vers  a  par  des  valeurs  plus  petites  que  a  ; 
l'analyse  serait  toute  semblable  si  x  tendait  vers  a  par  des  valeurs 
plus  grandes  que  a. 

)c  suppose  qu*à  chaque  nombre  positif  A,  quelque  grand  qull 
soit,  corresponde  un  nombre  positifs,  tel  que  les  inégalités 

0  <  a  —  a:  <  « 

entraînent  les  inégalités  : 

\f{x)\>k       |p(a:)|>A. 

Supposons  en  outre  qu'il  existe  un  nombre  6  <  a,  tel  que  dans 
tout  intervalle  limité  d'une  part  par  le  nombre  b,  et  d'autre  part 
par  un  nombre  quelconque  compris  entre  b  et  a,  les  fonctions 


1 
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f  (^))  r  (^)  admettent  des  dérivées  f'{x)^  f  (x)  et  que,  dans  un  pareil 
intervalle,  les  fonctions  /"(a?),  f»  (x),  f  (a?),  f  (a?)  ne  soient  jamais 
nulles;  on  ne  considérera  d*ailleurs  que  des  valeurs  dex  comprises 
entre  h  et  a. 
Dans  ces  conditions,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 
Si  lorsque  x  tend  vers  a  par  des  valeurs  comprises  ent7*e  b  et  a,  le 

rapport-rj—  tend  vers  une  limite  /,  il  en  est  de  mime  du  rapport  ^-)— :. 

Soit,  en  effet,  k  un  nombre  positif  moindre  que  1;  d'après  nos 
hypothèses,  il  existe  un  nombre  a  compris  entre  b  et  a,  tel  que  la 
différence 

4 

soit  en  valeur  absolue  moindre  que  k  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
satisfaisant  aux  inégalités 


x<a.  (1) 

Soit  X  une  quelconque  de  ces  valeurs;  on  aura  : 

/•[«)        /(a^)_/'(^)-/(«)^r(6) 

C  étant  compris  entre  x  et  «,  de  sorte  que  les  inégalités 

«<Ç<« 

soient  vérifiées,  et  que  par  suite  on  puisse  poser  : 

f{«)    ^ 

kf  étant,  en  valeur  absolue,  moindre  que  k. 

D'autre  part,  comme  f  {x)  et  f  (x)  grandissent  indéfiniment 
quand  x  tend  vers  a,  il  existe  un  nombre  p  compris  entre  «  et  a 
et  tel  que  sous  les  conditions 

p<x<a  (2)      ^ 


ri    ■« 
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la  différence 


1  — 


/■(^)_i 


soit,  en  valeur  absolue,  moindre  que  A;  si  x  vérifie  les  inégalités  (2) 
on  peut  donc  poser  : 


4_fl«) 


=  1+** 


f{x\ 

en  désignant  par  k^  un  nombre  dont  la  valeur  absolue  soit  moindre 
que  k;  dès  lors,  en  supposant  remplies  les  conditions  (2),  on  aura  : 

f{x)_l  +  kf 
tix-l+k' 

la  différence 

l+k'     f^a—ifi 
1+r      ~  1  +  *' 

est  moindre,  en  valeur  absolue,  que  ■ 

1—* 

C  désignant  la  valeur  absolue  de  l;  or  le  nombre  positif     . . 

sera  .moindre  qu'un  nombre  positif  9,  si  l'on  suppose  : 

e 


0<A< 


i+f  +  e" 


On  est  donc  parvenu  à  cette  conclusion  :  à  chaqtte   tumbre 
positif  0  correspond  un  nombre  p  tel  que  les  inégalités 

fi<Cx<C.a 

entr<^nent  FinégaUté 


r(«) 


-l 


<9. 


f(x\ 
C'est  dire  que  -j-\  a  pour  limite  /  quand  x  tend  vers  a. 
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En  général  si  f{a)  et  f  (a)  sont  infinis,  il  en  sera  de  même  de 
/"  (a)  et  de  f  (a)  comme  nous  le  montrons  plus  loin.  Il  semble- 
rait donc  que  la  règle  précédente  fût  illusoire  ;  mais  il  peut  arriver 
que/*  (x)  et  y'  (x)  aient  un  facteur  commun  que  Ton  supprimera, 

de  sorte  que  la  limite  de\  )  ^soit  plus  facile  à  trouver  que  celle 

rfx)  r  [x) 

de  — -( .  Si  Ion  ne  peut  pas  trouver  la  limite  de  VM  directement, 

on  appliquera  encore  le  théorème  précédent  et  Ton  cherchera  la 

r  (x) 
limite  de\,  ;  ,,  et  ainsi  de  suite. 

f(x\  0 

481.  Supposons  maintenant  que  ^-—^  se  présente  sous  la  forme - 

00  1 

ou  —quand  x  augmente  indéfiniment.  Posons  x  =  -  ;  on  a  : 


00 


Si  l'on  désigne  /f-j  et  f  f  -  j  par  F(s)et  *(z),  on  cherchera  fa  limite  de 

F(x) 
♦•(*) 

F  (s) 
quand  z  tend   vers  zéro,   et  si  lim    ,  ,  f  =  /,  on  aura  aussi 

Iim  —7-;  =  l' 

♦  (2) 


Mais 


F' (2)  =  r  (a;)  X -^ 


donc 


*'  {*)  -  9'  {«)' 


t  » 
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ar  suilfî. 


o   i.r)  ♦   (s) 

quand  X  augmente  indéfiniment,  c'est-à-dire  quand 2  tend  vers  zéro. 
Donc  on  peut  étendre  la  règle  de  l'Hospital  au  cas  oii  x  grandît 
indéfiniment. 
482.  Exemples.  1^  Trouver  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport 

sin  (a?  —  a) 


sm  X  —  sm  a 


quand  x  tend  vers  a. 
Le  rapport  des  dérivées  des  deux  termes  de  cette  fraction 

cos  {x  —  a) 
cos  X 


•À 


1                                            1 
a  pour  limite quand  x  tend  vers  a: est  donc  la  limite 

^  cos  a  ^  cos  a 

cherchée. 
On  peut  vérifier  le  résultat  obtenu.  En  effet  : 


X  —  a       X  '—  a 
sin  (a?  —  a)  =  2  sin  — 5 —  cos  — 5 — , 

.    X  —  a       X  -f-  a 
sin  X  —  sm  a  =  2  sm  — ^ —  cos 


2 


2     ' 


donc 


sin  (a?  —  a)  __ 
sin  a? — sina~~ 


cos 


X  — a 


cos 


a?  -j-a 


par  suite, 


j.^_sin(x-a)         1 


smx — sma      cos  a 


2«  Trouver  la  limite  de  ar"  L  a:,  quand  x  tend  vers  0,  n  étant  positif. 
On  écrit  : 

La? 


i 


un  COURS  D*ALGËBRE 

00 

y  se  présente  sous  la  forme  — .  Le  rapport  des  dérivées  est  : 

00 

1 


dont  la  limite  est  zéro  ;  donc  lim  y  =  0 

a* 
3<»  Trouoer  la  limite  de  —^  quand  x  augmente  indéfiniment^  m  étant 

positif  et  a  >  1. 

Le  rapport  des  dérivées  est  : 

a*  La 

En  prenant  successivement  les  dérivées  des  deux  termes  on  arrive  à 

g»  (L  a)p 

m  {m  —  i) (m  —  p  -f  *)  •  x"*"'' 

en  supposant  p  plus  grand  que  m,  le  dénominateur  aura  pour 

a* 
limite  zéro,  donc  —  augmente  indéfiniment  avec  x. 

X 

Lx 

4^  Trouver  la  limite  de  -^  quand  x  augmente  indéfiniment^  m  étant 

X 

positif. 
Le  rapport  des  dérivées  est  égal  h 

1 

X  1 


donc  la  limite  est  zéro. 

Nous  avons  déjà  trouvé  ces  résultats  directement. 

_  fl 

e   j^  '   '    • 

5®  Trouver  la  limite  de  —     quand  x  tend  vers  zéro  ^m  étant  positif. 

Xi 

--    1        t 

Le  rapport  des  dérivées  est — r-=-  — rr-,;  par  suite,  pour 

0 
•r  =  0,  ce  rapport  se  présente  sous  la  forme  -  comme   le  rap- 
port donné,  et  il  en  sera  toujours  ainsi  indéfiniment;  par  suite,  il 
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faut  chercher  directement  la  limite  demandée,  que  nous  avons  déjt't 
obtenue  (467)  en  posant —  =  t. 
6®  Soit  à  chercher  la  limile  de 

X  —  sin  ap 

quand  X  augmente  indéfiniment. 
On  peut  écrire  : 

sin  X 

X 

donc 

limy  =1. 

D'autre  part,  le  rapport  des  dérivées  est 

1  —  coso? 
1 

ce  rapport  ne  tend  vers  aucune  limite  déterminée  quand  x  aug- 
mente indéfiniment. 
De  même,  si 

X  —  sino; 

on  voit  encore  que  lim  y  =  1  quand  x  augmente  indéfiniment;  or, 
le  rapport  des  dérivées  est  : 

1  —  cos  X 
1  —  sin  a? 

et  ne  tend  vers  aucune  limite  déterminée. 

Ces  exemples  montrent  qu'il  peut  arriver  que  ' ,]  {  ne  tende  vers 

f  {^) 
aucune  limite  déterminée  et  que,  cependant,  dans  les  mêmes 

conditions,  ^-~  ait  une  limite. 
f(x) 

483.  Remarque.  — Nous  avons  dit  plus  haut  que  si  f{a)  est  in- 
finie, il  en  est  de  même,  en  général,  de/'  (a).  EfTectivement,  soit 

II.   —  B.  HIBWSXOLOWIKI.  ALOéORI.  9 
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—  Appliquer  la  réglo  de   THospital,   puis   vérifier   le    résultat    obtenu   en 
développant  «*  et  «"'  par  la  formule  de  Taylor. 
2.  Trouver,  pai*  la  règle  de  THospital,  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport 

1 

(1 +«)'-« 


quand  x  tend  vers  zéro. 

En  conclure  que  le  numérateur  est  infiniment  petit  du  premier  ordre  par  rap* 
port  d  X. 

3.  Trouver  la  limite  de 


9 


quami  x  augmente  indéfinimimt. 
4.  Limite  de 


i4.JL 

X      ■ 


quand  x  augmente  îndëllniment. 
5.  Limite  de 


Lcosg  * 
Loos3« 


quand  x  tend  vers  zéro. 
6.  Limite  de 


a(<ir"  —  oot:r)+PL(l  +  «)+ltin« 


quand  x  tend  Ters  zéro. 
7.  Trouver  la  limite  de 


quand  x  tend  vers  zéro. 
8.  En  sopposant  que  y  soit  une  fonction  de  x  telle  que 

lim  ^  =  a 

dx 

et 

quand  x  augmente  indéfiniment,  prouver  que  Ton  a  aussi  : 


y 

lim' s  o,    lim  (y — ox)  =  6. 

(Théorie  des  asymptotes.) 
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Posons  : 

I»  =  a?*  —  ^k^u      II  =  ^1  —  ûi      Wt  =  6  —  X,, 


i*» 


A  prenant  toutes  les  valeurs  depuis  1  jusqu'à  f*  +  ^' 
La  fonction  f{x)  étant  limitée,  par  hypothèse,  dans  rintervalic 

(a,  b)  est  limitée  dans  chacun  des  intervalles  U. 
Soient  mt  et  Mk  le  minimum  et  le  maximum  absolus  (330)  def{x] 

dans  Tintervalle  Ij^. 
Je  dis  que  chacune  des  sommes 

2M»  I*  =  M,  I,  +  M,I,  + +  yikh+ +  M^  î^^, 


tend  vers  une  limite  déterminée  quand  chacune  des  parties  dans 
lesquelles  l'intervalle  6  —  a  a  été  partagé,  tend  vers  zéro  et  que, 
par  suite,  le  nombre  de  ces  parties  augmente  indéfiniment. 

Considérons  d'abord  la  somme  S  M*  h. 

L'inégalité  Mj^  >  Â ,  conséquence  des  inégalités  (1),  entraîne 
celle-ci  :       ' 

2M»I»>A(6  — a).  (2) 

Cela  posé,  si  Ton  considère  tous  les  modes  possibles  de  division 
de  l'intervalle  ô  —  a  et  les  sommes  correspondantes  2  M*  I*,  toutes 
ces  sommes  forment  un  ensemble  ;  l'inégalité  (2)  entraîne  l'exis- 
tence d'un  minimum  absolu  L  relatif  à  cet  ensemble  (329).  Quel 
que  soit  le  nombre  positifs,  on  peut  trouver  une  somme  particu- 
lière S  M^  I,^,  que  nous  désignerons  par  S  et  telle  que  l'on  ait  : 

L  <  S  <  L  +  «.  (3) 

Supposons  que  j9  soit  le  nombre  des  moyens  insérés  entre  a  cl  /. 
(|ui  correspondent  à  la  somme  S. 

Cela  étant,  divisons  d'une  manière  quelconque  rintervalic  b  —  a, 
et  soit  : 

en  désignant  par  I^  l'une  des  parties  obtenues  et  par  M^  le  maximum 
absolu  de  f{x)  dans  l'intervalle  I^. 
Parmi  les  intervalles  nouveaux,  il  y  tin  a  un  certain  nombre  qui 
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sont  compris  entier  ornent  à  Vintérieur  d*un  intervalle  I^  de  la 
^omine  S  ;  pour  ceux-là,  M^  est  au  plus  égal  à  M^,  et  par  suite,  la 
partie  correspondante  de  la  somme  S' est  au  plus  égale  a  M^  I^;  si 
tous  les  intervalles  de  la  nouvelle  somme  étaient  dans  ce  cas,  on 
aurait  S'  <  S.  Il  nous  reste  à  considérer  les  intervalles  du  second 
mode  de  division  qui  contiennent  un  ou  plusieurs  points  de  division 
appartenant  au  premier  mode.  Désignons  par  \  le  plus  grand  de 
ces  intervalles.  Leur  nombre  est  au  plus  égal  àp;  par  suite, à  cause 
de  rinégalité  f{x)  <C  B,  la  contribution  apportée  par  ces  nouveaux 
intervalles  à  la  somme  S'  est  moindre  que  Xp  B.  On  a  donc 

S'<S+îl;>B; 

et,  par  conséquent, 

S'<L  +  «  +  >pB.  (4) 

D'ailleurs^  on  a  : 

S'>L. 

Or,  on  peut  supposer  que  dans  ce  nouveau  mode  de  division 
chaque    division    nouvelle  soit   inférieure   à   -^,  de  sorte  que 

p  a 

rinégalité 

ou, 

>pB<« 

sera  vérifiée;  on  aura  ainsi 

L<S'<L+2«,  (5) 

ce  qui  démontre  que  S' a  pour  limite  L*. 

Je  dis  maintenant  que  la  somme  2  mi^U  si  aussi  une  limite.  En 
cftèt,  soit  B'  un  nombre  supérieur  à  B,  et  considérons  la  fonction 

B'-Ax); 

elle  vérifie  les  inégalités 

B'  — B<B'-/*(x)<B'-A; 

*  Cetie  démonitration  est  duo  &  M.  G.  Jordan.  (Voir  :  Coun  d'Analyse  de  t École  /:ohj- 
icchnique,) 
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donc  la  somme  S  (B'  —  mj  l^  a  une  limite  ;  mais 

S  B'  I^  =  B'  {b  —  a). 

Par  suite, 

B'(ô-a)-2m,l, 

ayant  une  limite,  la  somme  Sm^  I^  a  aussi  une  limite. 

Nous  avons  supposé  A  et  B  positifs;  s'il  en  était  autrement,  il 
suffirait  de  considérer  la  fonction  f{x)  +  C,  C  étant  une  constante 
vérifiant  l'inégalité  A  +  C>  0;  les  inégalités  (1)  donneraient  : 

A  +  C<Ax)  +  G<B+C, 

A  -|-  G  et  B  -[-  C  étant  deux  nombres  positifs.  Les  sommes 

2(iM,+  G)I,  et  2(m,  +  B)l, 
ayant  alors  des  limites,  il  en  sera  de  même  des  deux  sommes 

S  M^  I^  et  S  »w^  Ifc- 

Enfin  on  peut  supposer  6  <C  a  de  sorte  que  les  intervalles  I  seront 
négatifs  :  les  conclusions  subsistent  encore 

485.  Définition.  —  On  dit  que  la  fonction  f[x)  est  intégraDlc 

de  X  =  a  à  X  =  6,  si  les  sommes  E  M*  U  et  2  mu  lu  ont  la  môme 
limite. 

486.  Théorème.  —  Toute  fonction  f{x)  continue  dans  Cintervalle 
(a,  b)  est  intégrable  de  a  à  b. 

En  effet,  si  la  fonction  f{x)  est  continue  dans  l'intervalle  de  a  à  6, 
on  peut  partager  cet  intervalle  en  intervalles  assez  petits  pour  que 
dans  chacun  d'eux  l'oscillation  de  la  fonction  soit  moindre  qu'un 
nombre  donné  d'avance;  en  d'autres  termes,  à  tout  nombre  positif  « 
correspond  un  nombre  positif  p  tel  que  l'inégalité 

I*<P 
entraine  lo  suivante  : 

M»— m»<«. 

On  aura,  si  ces  conditions  sont  remplies  : 

c'est-à-dire 

^Mfcljfc — Sm*I*<a(ô  —  a). 

9 
Si  l'on  suppose  a  <  7 ,  9  étant  un  nombre  positif  arbitraire, 
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tend  vers  zéro,  leur  nombre  augmentant  indéfiniment  suivant  une 
loi  quelconque. 

Cette  limite  est  ce  que  Ton  nomme  Yiniégrale  de  a  à  &  et  on  la 
représente  par  la  notation  symbolique 


/ 


r[x)  dx, 


qu'on  lit  :  somme  de  a  a  (?  de  f{x)  dx. 

Remarque.  —  On  peut  remplacer  la  lettre  x  par  toute  autre 
lettre,  et  écrire  par  exemple  : 


£ 


487.  Théorèmo.  —  On  peut  permuter  les  limites  d'une  intégrale 
définie,  pourvu  que  Von  change  le  signe  de  cette  intégrale. 
II  s*agit  de  prouver  Tidentité 


C  f{x)dx=z^  C  f{x)dx. 


En  effet,  la  première  intégrale  est  la  limite  de  la  somme  2  Mi^h, 
définie  plus  haut  ;  la  seconde  intégrale  est  la  limite  de  la  somme 

^jM^r^^  dans  laquelle  I]^  =  Xi^-t  —  Xk^= — Ij^;  ces  deux  sommes 
sont  égales  et  de  signes  contraires,  donc  leurs  limites  "sont  aussi 
égales  et  de  signes  contraires. 

488.  Théorème.  —  On  a  ; 

Ç  f{x)dx=  C  f{x)dx+  C  f(x)dx. 

En  circl,  supposons  d'abord  a  <ic  <^b.  On  peut  partager  Tin- 
tervalle  de  a  &  6  en  intervalles  plus  petits  en  partageant  chacun 
des  intervalles  (a,  c)  et  (c,  b),  de  sorte  que  c  soit  toujours Tun  des 

moyens  compris  entre  a  et  6,  puisque  la  limite  de  la  somme  2)MitU 
est  indépendante  du  mode  do  divisions;  cette  somme  se  composera 
de  deux  parties  ayant  respectivement  pour  limites 


J'nx)dx,    f  f{x)dx; 


ce  qm  démontre  la  proposition. 
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on  a 

/»*  •.*  /»6 

/    f{x)  dx=  I    f  (a?)  dx+  j   ^  [x) dx. 

La  démonstration  n'offre  aucune  difficulté. 
Soit  encore 

f{x)  =  f{x)  +  ii{x), 
en  peut  convenir  de  poser 

r  f{x)  dx  =  jfixjdx  +  t  f  +(a?)  dx. 

On  peut  aussi  considérer  les  sommes 

S(M,+  tM;)I,     et     SK  +  tm;)I^; 
on  suppose  que  les  sommes 

ont  une  limite  commune  L,  et  que  les  sommes 

ont  une  limite  commune  L'  ;  on  peut  donc  définir  l'intégrale 


/  fi')  d*. 


comme  étant  égale  à  L  +  i^'- 

491.  Théorème.  —  L'intégrale  l  f{x)dx,  considérée  comme  fonc- 
tion de  z,  est  continue  et  a  pour  dérivée  f  (z). 

Soit /(a;)  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  de  a  à  6;.  soit  z^ 
un  nombre  compris  entre  a  et  6  :  l'intégrale 


X'«'> 


da 


aune  valeur  bien  déterminée;  si  Ton  suppose  que  z  varie  entre  a 
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d*où  il  résulte  que  si  h  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives 

iimii5î±^::iîiî^=/'(,j. 

De  môme,  de  l'égalité 


on  tire  : 


limîM^^^pi^  =  A».). 


La  proposition  est  donc  démontrée. 
En  remarquant  que 


J  f(x)  dx  =  -ff{x)  dx, 


on  voit  que  si  Ton  pose  : 


♦  (x)=J  f[x)dx, 


on  aura  : 

492.  Théorème.  —  S'il  existe  une  fonction  F  (ar)  ayant  pour  dérivée 
la  fonction  f[x)  continue  dans  l'intervalle  (a»  6),  on  a  ; 


r*/'(x)da?  =  F(*)-F(a). 


En  effet,  pour  éviter  toute  confusion,  désignons  par  z  la  variai)!*- 
indépendante;  on  a,  : 

F{z)  =  f(x). 
Or,  si  l'on  considère  la  fonction  f  (z)  définie  par  l'équation 


?  {*)  =f  f{')d=f, 
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ridentitë 

rf{x]  dx—  r  f{x)dx=i  f  f[x)dx 

montre  que  cela  revient  à  changer  la  constante  G;  pour  cctto 
raison,  on  écrit  simplement 

et  quelquefois  même  on  représente  par 

« 

\  f{x)dx 

la  fonction  primitive  de/'(a'};  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  cette 
fonction  primitive  n'est  déterminée  qu*à  une  constante  près. 

494.  Exemples  de  fonctions  primitives  obtenues  direc- 
tement. —  Nous  avons  calculé  les  dérivées  d*un  certain  nombre 
de  fonctions;  inversement  les  fonctions  obtenues  ont  pour  fonc- 
tions primitives  les  fonctions  données. 

Ainsi,  on  peut  former  le  tableau  suivant  : 

Foliotions.  Fonctions  primitives. 

Aa-  ^^  +  C        (m  +  1  ^  0) 


L.a?-f  C 


1 

X 

sin  X  —  C08  ap  +  C 

ces  X  sin  X  +  G 

1 


cos"  X 

1 

—  sin*  X 


Vl  — ar« 
1 


VI— x» 
1 


tga?  +  C 
cotg  x  +  C 

arcsin  x  +  C 
arccos  a?  +  G 
arctg  x  +  C 


1  +0;» 

Chx  SA  0?  +  C 

SA  Xy  Ch  X  +  <- 

ctc**-«« 
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l 

496.  Problème.  —  Trouvei^  la  fonction  primitive  de  -7-r — «• 

.•C      "y*    Cl 


Si  l*on  pose 


on  peut  écrire  : 


f      i        \a) 


'     a 


1  + 


©■■ 


d*o(i  ]*0D  Ure,  eo  remarquant  que  ^  a  pour  dérivée  -, 

y  =  -arclg  j  +  C, 
En  particulier 


arctg  a  désignant  un  arc  compris  entre  —  -3  et  +  ^ . 
.  Si  «  au^irmente  indéfiniment  : 


/ 


•/V    **  +  û«      2a 

497.  Problème.  —  Trouver  la  fonction  primitive  de  — .     •  '  » 

X 


Si  l'on  pose 

,       Lx 

et 

on  a  r 


t 


(Julie 


f  .  y  r=  .  tt«  +  C 

d'où  en  supposant  a  et  |3  positifs 


_  »  r    ■  »       ». 


II«  — '  >.  KUtriflQIjOWlKl.  «—  ALaiBRS.  tû 
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Si  Ton  pose 


tg2«  =  tti 


on  a  donc 


par  suite 


«' 


sino:       u 


/dx  1        ^ 

-^  =  L.tg-aî  +  G. 
sm  X  2 


On  en  déduit 


500.  Problème.  —  Trouver  ta  fonction  primitive  de 


^x^  -{-px  +  9 


Si  Von  pose 


on  en  tire 


par  soite 


d'oè 


}jx*  -[-  pa:  +  9  =  «  —  Jt, 


»»  —  awî  —  fwt  — ^  =  0; 


2«dz  —  fèwàa  —  2«rf»  —  prf»  =  0 


dz  dx  dx 


dons 


et  par  suite 


J  v/ar«+p*-+9  \        *  / 

dx  -  ^ 

,      v/.r«  +  px  +  7  3j,_|.?-|-\/a:J+p«,  +  ^ 
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en  A  et  B  Taxe  des  x.  Partageons  AB  en  un  nombre  quelconque 
de  parties,  et  soit  P  Q  Tune  de  ces  f  arties,  FM,  QN  étant  les  ordon-  ' 
nées    correspondantes.   Si 
Ton  mène  MR  parallèle  à  y/ 

XX,  Taire  du  parallélo- 
gramme MPQR  a  pour 
mesure  : 

PM.PQ  .sing. 

La  somme  de  tous  ces  pa- 
rallélogrammes, égale  à 
sin92PM.PQ,  a  pour  li- 
mite rintégrale  : 

sin  9 


Fig.  11. 


P'- 


)flte, 


quand  le  nombre  des  parties  telles  que  PQ  augmente  indéfini- 
ment, chacune  de  ces  parties  tendant  vers  zéro.  La  somme  des 
parallélogrammes  tels  que  SNPQ  a  la  même  limite;  cette  limite 
est,  par  définition^  Taire  comprise  entre  Tare  CD,  Taxe  des  x  et  les 
droites  A  G,  BD  menées  parallèlement  à  Taxe  des  y  par  les  extré- 
mités de  Tare. 

On  peut  remplacer  les  parallélogrammes  tels  que  MRPQ,  par 
exemple,  par  d'autres  ayant  même  base  PQ  et  pour  hauteur  la 
distance  à  Taxe  des  x  d'un  point  quelconque  de  Tare  MN. 

Si  Ton  suppose  le  point  A  fixe  et  le  point  B  variable,  Taire  que 
nous  venons  de  considérer  est  une  fonction  de  Tabspisse  du  point  D; 
la  dérivée  de  Tintégrale  ; 


rV(») 


dXy 


par  rapport  à  x  étant  égale  à  y,  si  Ton  désigne  par  A  Taire  consi- 
dérée, on  a  : 

et  si  les  axes  sont  rectangulaires 


dX 

X 


d:-=y 


15a 
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Remarque.  —  On  a  supposé  la  fonction  f(x)  positive  pour  toutes 
los  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b,  S*il  en  était  autrement,  on 

verrait  facilement  que  Tintégrale  i    /'(x)  (/a?  représenterait  la  somme 

des  aires  situées  dans  la  région  des  y  positives  diminuée  de  la 
somme  des  aires  situées  dans  la  région  des  y  négatives. 


503.  Exemples.—  l'Aire  d'un  eefnieBt  de  eerele.  —  Si  Ton  désigne  par 
a;  et  y  les  coordonnées  d'un  point  d*un  cercle  de  rayon  R  rapporté  à  deux  diamètres 
rectangiilaireSi  on  a 

x«  +  y«  =  R«; 

par  suite  Taire  du  segment  compris  entre  la  corde  MM'  parallèle  au  diamètre  of,el 
l'arc  M  A  M'  est  égale  à 


'£^ 


a^  dx 


en  désignant  par  x  Tabscisse  du  milieu  de  la  corde  M  M'  (flg.  13). 
Pour  calculer  l'intégrale  précédente,  prenons  comme  inconnue  Tangle  ?  déterminé 

par  la  formule 

y  «  =  Rcoef; 

si  Ton  pose 

a  :^  R  Oui  Of 

en  remarquant  que 

cCap  =  —  R  sin  f  d  f , 

et  que  si  x  =  R,  on  a  : 

Ç  =  0; 
on  aura  en  désignant  par  A  l'aire  cherchée  : 


c'est-à-dire 


As-  2R'  /    8in«çdç, 


A  =  R*  I    (1  -cot  8rtd«)=R«  r«  -  I  sin  8 «j. 


On  retrouve  ali^si  \%  formule  donnée  en  péoroétrie  élémeptaire,  car  T^rc  MM'  « 
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pour  mesure  3R  «;  3i  l'on  désigne  la  longueur  de  cet  arc  par  /  on  peut  écrire 

A  =  -R(/— Rsinw), 

«  désignant  l'angle  MOM'. 
504.  2*  Aire  d'mn  MgmeBt  d'eUipse.  —  Soit 

f!  -4-  5^—  il 

a**  "^  A**  ~ 

l'équation  d'une  ellipse  rapportée  &  deux  diamètres  conjugués  faisant  un  angle  0. 

L'aire  du  segment  compris  entre  une  parallèle  à  Taxe  des  y  ayant  pour  abscisse 
x^  et  Fore  d'ellipse  passant  par  lo  point  d'abcisse  c^  a  pour  expression 


.       -  6'  sin  0  /      , . 

*0 


Si  l'on  pose  xsn  a*  cos  9,  x»  =  ee  cos  «»  en  remarquant  que  x=:af  quand  «=0* 
on  trouve  immédiatement 


A  ==:  2  a'6'  sin  0  j   sin*  9  d  9 


==:2a'6'8ln  0  /  si 


ou,  en  désignant  par  2  a  et  2  6  les  axes  de  l'ellipse  : 

A=:ab{a  —  ^  sin  2  «  j 

mm 

On  aura  Taire  de  l'ellipse  en  calculant  la  valour  de  A  quand  a  =  •-  et  en  doublant 
le  résultat,  ce  qui  donne 

E=ira6. 


On  peut  remarquer  que  l'angle  «  est  déterminé  quand  -^  est  connu  ;  on  en 

conclut  aisément  ce  théorème  : 

Élant  données  deux  ellipses  homolhétigues  et  concentriques  E,  E',  V ellipse  K 
étant  intérieure  à  Cellipse  E';  toute  corde  de  Pellipse  K  tangente  à  V ellipse  £ 
détermine  dans  Vellipse  E'  un  segment  d'aire  constante,  c'est-à'dire  indépendanie 
de  la  position  de  la  corde. 

505.  30  Aire  d'oa  fletineBt  d'hyperbole.  —  Soit 

a'«       6'«  " 

réquation  d'une  hyperbole  rapportée  4  deoJK  diamôtrei  eonjogoét  faisant  un  angle  6. 
^\  rpp  désipe  par  A  l'dre  du  segment  compris  entre  i|n  i^rc  de  l'hyperbole 
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On  en  conclut  que  l'aire  A'  du  segment  limité  par  un  arc  d'hyperbole  et 
les  rayons  menés  du  centre  aux  extrémités  de  cet  arc,  (la  corde  étant  supposée 
parallèle  à  un  diamètre  imaginaire  pris  pour  at&  des  y,  le  diamètre  coiyugué  étant 
l'axe  des  x)  a  pour  expression 

a* 

506.  Alr^  da  ■•§ ment  limité  par  un  are  d'bjperliole»  vne  asjmptote 
et  les  pamlléles  menées  par  les  extrémités  de  Tare  *  Tantre  asymp* 
(ofe. 

En  désignant  par  x  ei  y  les  coordonnées  asymptotiques  et  par  0  l*ang1e  des 
asymptotes,  Taire  demandée  a  pour  mesure 

A  =  sin 


l'équation  de  l'tiyperbole  étant 


'        4 


Dopt  '[':.. 

.       c»  sine  Pt  t      1 

Si  x^  étant  constant  â?,  augmente  indéfiniment,  A  augmente  indéfiniment. 

L'aire  comprise  entre  un  arc  d'hyperbole  et  l'une  de  ses  asymptotes  est  infinie. 

Cas  particulier.  Si  l'hyperbole  est  équilatère  et  si  l'on  suppose  en  outre  c  =  2 
et  Xo  =  1»  en  remplaçant  X|  par  x^  on  obtient  : 

A=L.x» 

Cette  formule  explique  pourquoi  les  logarithmes  népériens  sont  aussi  appelés 
logarithmes  hyperboliques, 
JXn.  Aire  d'nn  segment  parabolique.  —  Soit 

* 

a:«n=2py 

l'équation  d'une  parabole  rapportée  &  un  dtamètre  et  à  la  tangente  à  l'extrémité  de 
ce  diamètre,  0  étant  l'angle  dç  cqs  deux  droites.  L'aire  d'un  segment  limité  par  la 
tangente  considérée,  un  arc  de  la  parabole  partant  du  point  de  contact  et  une 
ordonnée,  a  pour  expression 


=  sine   r 


A  =  sm  0   I     — -—  =  — - —  =  —2-- — 

2p  6p  3 


on  en  conclut  aisément  que  le  segment  de  parabole  compris  entre  une  corde,  la 
tangente  parallèle  et  les  droites  menées  parallèlement  &  l'axe  parles  extrémités  de  la 
2 

corde,  est  les  -■  du  parallélogramme  formé  par  ces  deux  parallèles,  la  corde  et  la 
s 

tangente. 
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ÉVALUATION  DE  CERTAINS  VOLUMES 

50B.  Considérons  nn  solide  limité  par  une  surface  donnée  S  et  par  deux  plans 
parallèles  A,  B.  Si  Ton  cannait  Taire  de  la  section  faite  dans  la  surface  par  nn  plan 
quelconque  parallèle  aux  plans  A,  B,  on  peut  exprimer  le  Tolume  de  ce  solide  à 
Taide  d'une  intégrale  définie. 

Considérons  un  axe  X'X  que  nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  perpendi- 
culaire au  plan  A  et  prenons  un  point  0,  sur  cet  axe,  comme  origine.  Menons 
un  plan  sécant  P,  à  une  distancer  de  l'origine  et  un  second  plan  P'  à  la  distance 
x-\-dx,  et  WïXf(x)  l'aire  de  la  section  faite  dans  la  surface  S  par  le  plan  P.  Le 
produit  f(x)dx  mesure  le  volume  d'un  cylindre  ayant  pour  base  la  section 
faite  par  le  plan  P  et  pour  hauteur  dx.  Nous  regarderons  le  volume  du  solide 
comme  étant  la  limite  de  la  somme  de  ces  cylindres  élémentaires,  de  sorte  que  ce 
volume  sera  donné  par  la  formule  : 


■/ 


f{*)dm. 


a%%b  étant  les  distances  des  plans  A  et  B  an  point  0. 

En  particulier,  si   le  solide  est  engendré   par  la  râ^otion  d'une  courbe 
autour  de  XT,  en  désignant  par  y  l'ordonnée  d'un  point  de  cette  courbe,  on  aura  : 

et  par  suite 


=•/■ 


y^dx. 


600.  Exemples.  —  i*  Déterminer  le  volume  compris  entre  la  sur/ùee  éTwie 
sphère  et  deux  plans  parallèles  gui  coupent  cette  sphère. 

Soient  a  et  6  les  distances  de  ces  deux  plans  au  centre  de  la  sphère.  Si  l'on 
désigne  par  V  le  volume  compris  entre  la  sphère,  le  plan  situé  &  une  distance  a  et 
le  plan  parallèle  situé  à  une  distance  x  du  centre,  ces  distances  étant  comptées  avec 
le  signe  +  ou  le  signe  —,  suivant  que  ces  plans  sont  d'un  côté  du  centre  ou  de 
l'autre  côté,  on  voit  facilement  que 


=-p*- 


X*)  d«, 


et  par  suite  le  volume  compris  entre  les  deux  plans  donnés  a  pour  mesure 

V=  K  R»  (A  —  «)  —  5  «  (*'  -  a*). 

o 

Si  l'on  désigne  par  p  le  rayon  de  la  section  faite  dans  la  sphère  par  le  plan 
équidistant  des  deux  plans  donnés,  on  a 


,...-("4*/. 


Or  fli  Ton  pose 


INTÉGRALES  DÉFINIES  W 


6  — a=A, 


on  a 


y  =  %h  Fr»  -  |(a"  +  fl6  +  6«)] 


Les  identités 


(a  4-  6)«  +  (a  —  6)«  =  2  a«  +  2  ^« 
(a  +  6)»  — (a  — 6)«=4aô; 


donnent 


a«  +  A»  +a6=  I  (a  +  6)«  +  î  (a  -  6)«  =  8(R«  -  P»)  +  ^* 

par  iolte 

V  =  irA(p«-j5A») 

Cette  formule  est  dne  à  Hao-Laurin. 
S*  Volume  de  rellipsoUle.  —  Soit 

«•       y*      X* 

l'équation  d*un  eUipsoTde. 
En  désignant  le  volume  demandé  par  V,  on  a,  d*apré8  ce  qui  précède 


-r 


«Pi  dx 


P,  f  étant  les  demi-axes  de  la  section  faite  dans  l'ellipsoTde  par  un  plan  perpendicu- 
laire à  l*axe  des  x,  à  la  distance  x  de  Torigine. 
Or  on  voit  immédiatement  que 

de  sorte  que 


V=z9%bel   ^(l-ï|)  rfa?=r  *  ^aôc. 
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Il  est  clair  que  la  formule  subsiste  quand  z  preod  de'»  valeurs  négatives  au  plus 
éfcaies  à  1  en  valeur  absoluOt 
2*  Soit  en  second  lieu 

y  =s  L.  (1  +  «) 

d'où 


dx      i-^-  X 
Multiplions  par  dx  les  deux  membres  de  Tidentité 

,-J-=l -«  +  *•-«*+.... +(-1)» «"-(-!)•  .^ 

1  -f-  X  1  -X"  X 

et  intégrons  de  o  &  i,  s  étant  positif.  Noos  obtenons  ainsi  : 

La  série  ayant  pour  terme  générai 

est  convergente  tant  que  Ton  a  . 

s<i. 

Or,  en  supposant 

o<«^l, 
on  a  : 


X 


r 


1  +  *       n  +  %^ 


et  par  suite  Tintégrale  précédente  a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfini- 
ment, de  sorte  que,  dans  Thypothëse 

o<x<i, 

on  peut  écrire  la  formule  : 

Si  Ton  considère  la  fonction 

y  si  L.  (1  «  s) 
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La  dérivée  de  la  fonction  u  est  donc  bien  déterminée,  excepté  toutefois  pour  les 
irateors  a^^  a^ a^^^  de  x. 

En  effet,  pour  x  =  a  ,  par  exemple,  on  a  : 


on  bien 


««"s^^'^"') 


«»îî='>-'^) 


suivant  que  àx  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives  ou  par  valeurs  négatives.  Oc 
a  ainsi  un  exemple  simple  de  fonction  continue  ayant  pour  certaines  valeuTs  de  la 
variable,  ce  que  Ton  a  appelé  une  dérivée  à  droite  et  une  dérivée  à  gauct  b. 


EXERCICES 
.1.  Calculer  les  intégrales 

sin*  X  dx,    j     cos*  x  dx. 

—  On  trouve  la  même  valeur  :  ic.  Expliquer  ce  résultat. 

2.  Calculer  les  intégrales 

/    «••.cos^dr,    I    e^sinx.dx, 

—  Intégrer  par  parties.  Vérifier  les  résultats  obtenus  en  procédant  de  cette 
manière  :  En  désignant  les  intégrales  cherchées  par  ti  et  v ^  on  a 

3.  Calculer  les  intégrales 


/«  /»H  /•»«  /»>« 

cos^  X  dxj  I    cos*  X .Mx.dXf  j     cos* «•  lin*  x,dx,  j    < 


co6«.sin'«.(i«. 


4.  Calculer 

dx 


r 


l  (i+««r- 


—  On  pose  »  =  tg  f . 
5.  On  pose 


©  =  «©<»)-«  t,'«-*>  +  t /  »<"-*>  -  .  .  +  (-!)"  u^"^^^ 
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V  et  e  étant  des  fonctions  de  x  ;  démontrer  que 


/• 


u  »'•+".  dx 


=  e-{-ir/ 


l  -l 

0   ||(*+*l^   jIjP 


É         t    •    • 


6.  Appliquer  la  formule  précédente  au  calcul  de  Tintégrale 

Çe"P{x)dx 

F  (x)  désignant  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  n, 

7.  Calculer 

« 

F  désignant  une  fonction  entière  par  rapport  à  x  et  aux  exponentielles. 
En  déduire  les  iatégndes 


(IlRRSIITE.) 


l: 


(Ilr.R^nE  ) 


e^cùspxdx^      I  é^'nm  px 


loga;)d«, 


d..    f 


'    h 


cos  ax  F  (x)  dx^      \  sin  ax  F  (x)  djt 


'■/ 


arcsin  x)  dx^       \  F  (x,  arccos  x)  dx, 


la  lettre  F  désignant  toujours  une  fonction  entière. 


(Herhitb.) 


8.  Calculer 


Tx*-*  dx        r        d* 

J      v/fi         *^    J*(nx-(n  +  l)) 


>/R 


en  supposant 


(RÉàUS.) 


9.  Calculer 


/ 


dx  v^i  +  x* 
1  — X*. 


—  On  posera 


(Edlbb.) 


iO.  On  considère  un  cône  de  révolution  rempli  d*une  matière  disposée  en  couches 
planes  homogènes,  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  à  Taxe  du  cône.  Calculer  le 
poids  du  cône,  en  supposant  que  la  densité  soit  proportionnelle  à  la  distance  de 
chaque  couche  au  sommet. 


■« 
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il.  Appliquer  le  calcul  intégral  à  la  détermination  de  la  limite  de 

'  +A-.+ +^ 


n+l      n-h2  2n 


quand  n  augmente  indéflmment. 
—  On  écrit  ainsi  Texpression  précédente  : 


il  1 

T T 


n  n  n 


Llntégrale   I    ^  ,      peut  être  considérée  comme  la  limite  de  la  somme  précé- 
dente, en  prenant  dx  =",  Donc  la  limite  cherché  est  L  2. 
12.  Trouver  la  limite  de  Texpression 

*    +.^+ +    * 


2nH-i    •   2n+3    '  *   4n  +  l 


quand  n  augmente  indéfiniment. 
—  On  écrit  : 


r  2        S  2     n 


Si  Ton  considère  Tlntégrale   I    ,  on  peut,  en  posant  (2^;  =  -,  prendre  pour 


dx 
éléments  de  la  somme  les  valeurs  de  -7-; —   qui   correspondent  au  milieu  de 

1  +  a? 

chaque  intervalle,  ce  qui  donne,  en  remplaçant  x  par  i4-'*>  i-i — f*i  + * 

n  fi  n 

précisément  la  somme  entre  parenthèses.  La  limite  cherchée  est  donc  r*  L  S. 

13.  Soit  f  (x)  une  fonction  positive  et  décroissante  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
supérieures  à  runité.  Prouver  que  la  série 

/'(l)  +  r(2)+.....+/'(n)+ 

est  convergente  ou  divergente  suivant  que  Taire  comprise  entre  Taxe  desx,  la  paral- 
lèle à  l'axe  des  y  ayant  pour  abscisse  l'unité,  et  la  courbe  ayant  pour  équation 
y  =  f  (ji*)«  ®^t  fl'i'C  ^^  infinie  ;  ce  qui  revient  à  dire  que  la  série  est  convergente  ou 
divergente  suivant  que  l'intégrale 


/ 


/  (x)  dx 


est  finie  ou  infinie. 

n.  —  B.  mswiaoLoivni   —  ALoisKt.  ii    ^ 
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—  II  BufBl  de  r»narq-jer  qoe  l'aire  coDsidérie,  limitée  aui  parallèles  A  l'axe  des  •/ 
ajant  pour  abscisses  1  et  n,  est  comprise  entre  les  sommes 

m+ +'/■(«) 


f<.f)+rm  + +  /(«-!). 

Bemarquons  que  si  l'aire  est  finie,  f  (n)  a  pour  limite  tiro  q 
indéfini  ment 
Cette  règle  est  due  k  Cauchf. 
14.  Les  séries  a^ant  pour  terme  général 


etc. 

sent  convergentes  si  k  est  positif  et  divergentes  si  &  est  nul  ou  nâgalir. 

().  Bertrand.) 

—  Appliquer  le  théorème  du  n°  précédent. 

15.  Pour  que  la  TonctioD  f{x),  supposée  limitée,  soit  intëgrable  de  a  A  A,  il  est 
nécessaire  et  suffisant  que  si  l'on  partage  l'intervalle  b  —  a  en  un  nombre  quel- 
conque n  de  parties,  la  somme  des  intervalles  pour  lesquels  l'oscillation  de  la  fouc- 
tiOD  est  supérieure  &  un  nombre  positif  donné  i,  aussi  petit  qu'on  veut,  tende  vers 
léro  quand  n  augmente  indéfiniment. 

(Riemann;  voir  G.  Darboui,  mémoire  sur  les  fonctions  discontinues). 

Ifi.  Etant  donnée  une  séria  dont  le  terme  général  est  une  fonction  inlégrable, 
si  celte  série  est  uniforméjnenl  cuntiergente,  la  série  formée  par  les  intégrales  des 
termes  de  la  série  proposée  est  convergente  et  reprcsenle  l'intégrale  de  la  série. 

17.  Dans  les  mêmes  conditions,  si  la  série  des  dérivées  des  termes  de  la  ïérie 
proposée  est  convergente,  elle  représente  la  dérivée  de  la  série. 

18.  Longueur  d'un  wc  de  courbe.  Considérons  un  arc  AB  de  courbe  plane  ou 

gauche  et  inscrivons  une  brisée  AM,Ui M^B  dans  cet  arc;  si  chaque  câté  de 

la  briiiée  tend  vers  zéro  suivant  une  loi  quelconque,  le  périmètre  de  cette  brisée  a 
une  limite  déterminée  qu'on  nomme  la  longueur  de  l'arc  AB. 

— En  effet,  rapportons  la  courbe,  supo'.'^H^c  plane,  à  deux  arcs  rectangulaire!  ;  w> 
calé  de  la  brisée  aura  pour  longueur 


s/ Al*  +  Av>  =  Ai i/l  +  !  7^  !  , 


y"  étant  la  dérivée  de  y,  et  a  un  infiniment  petit.  La  somme  2idx  «M  égale  A  la 
projection  ds  l'arc  AB  sur  l'arc  des  x\  on  peut  supposer  dx  >  o,  alors 
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e\ 


/b  
x/1  H-  1/K  dx 


Si  la  courbe  est  gauche,  on  verra  de  môme  en  supposant  toujours  les  axes  rectan- 
gulaires, que  le  périmètre  de  la  brisée  a  pour  limite  Tintégrale 


/ 


n/i  +  y*  +  s'»,  dx. 


Si  Ton  nomme  a  l'arc  de  courbe  compté  à  partir  d*un  point  quelconque  de  la 
courbe,  on  a,  si  la  courbe  est  plane, 

et«  dans  le  cas  d*une  courbe  gauche, 

dj«  =  cto«  +  dy^  +  dzK 

Montrer  que  si  \\xa  pose  a;  ==  pcosa,  y  ^  p  sineo,  on  a,  poui  une  courbe  plane 

Dans  le  cas  d*uno  courbe  gauche,  on  posant 

a;  =  p  sin  0  co)  9,     y  ==  p  sin  6  sin  ?,      z  =r  p  cos  0, 

vérifier  la  formule 

rf««  =  dp-  -f-  p«  rfô*  +  p*  sin*  0.  d«*. 

19.  Étant  donnée  une  courbe  plane,  en  appelant  a  Tangle  de  la  tangente  en  un 
point  H  ayant  pour  coordonnées  x,  y^  avec  Taxe  des  x^  et  s  i*arc  de  la  courbe 
compté  à  partir  d*un  point  quelconque,  on  appelle  rayon  de  courbure  au  point  M, 
ta  ligne  définie  par  Téquation 

ds 
aa. 

En  supposant  les  axes  rectangulaires!  démontrer  la  formuie 

s 

o-..(i±yl)* 

y'' 


En  supposant 


^  érifier  la  formule 


y>  =:=  2p  X  +  9  ^*i 


tN  étant  a  longueur  de  la  normale. 
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CHAPITRE  VU 

FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPENDANTES 

512.  Théorème.  —  Le  réntltat  du  calcul  de  plusieurs  dérivées 
successives  Sune  fonction  par  rapport  aux  variables  dont  elle  dépend 
est  toujours  le  mêmcy  quel  que  soit  V ordre  suivi. 

Considérons  d*abord  une  fonction  rationnelle  et  entière  d'un 
nombre  quelconque  de  variables,  par  exemple,  de  trois  variables 
X,  y,  z;  cette  fonction  est  la  somme  d*un  nombre  déterminé  de 
termes  tels  que  : 

ti  =  A  a^y^z^' 

Si  l'on  calcule  la  dérivée  de  u  par  rapport  à  or,  on  obtient 

t*]p  =  a  A  X*-*  y>  «T. 

Si  Ton  calcule  la  dérivée  de  Ua  par  rapport  à  y,  on  obtient 

De  même  la  dérivée  de  ul^  par  rapport  à  s,  que  nous  repré- 
senterons par  ul^  sera  donnée  par  la  formule 

Il  est  évident  que  Ton  aurait  obtenu  le  même  résultat  si  l'on  avait 
interverti  Tordre  dans  lequel  on  a  calculé  ces  dérivées  ;  en  d'autres 

termes,  si  l'on  représente  par  ttJJ^,  «^ les  résultats  obtenus  en 

calculant  la  dérivée  de  u  successivement  par  rapport  aux  trois 
variables  dans  l'ordre  indiqué  par  les  indices,  on  a 


«If»  ~~  ^ysx  —     Mxy  —  ••••• 


Plus  généralement,  si  Ton  calcule  dans  un  ordre  quelconque  la 
dérivée  de  u,  p  fois  par  rapport  kx,  q  fois  par  rapport  à  y,  r  fois 
par  rapport  à  z,  on  aura  une  dérivée  d'ordre  p  -f  ?  +  **»  fl^®  ^'^^ 
pourra  représenter  par  la  notation 
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et  qui  sera  égale  à 

«(«-i)...(«-;?+i)P(p-i)...(/5-g+i)T(T-i)...(r-''+i)Ax*-y-^z^"^ 

Le  résultat  obtenu  est  donc  indépendant  de  Tordre  suivi.  Pou:* 
avoir  la  dérivée  correspondante  de  f  (a?,  y,  z),  il  faudra  faire  la 
somme  des  résultats  obtenus  sur  chacun  de  ses  termes;  on 
représente  cette  somme  par 

et  le  résultat  est  toujours  le  même  quel  que  soit  Vordre  suivU 
Nous  allons  prouver  qu'il  en  est  toujours  ainsi  quelle  que  soit  la 

fonction  considérée. 
Il  suffit  évidemment  de  considérer  deux  variables  et  de  prouver 

que 

c'est-à-dire  que  la  dérivée  par  rapport  à  y  de  la  dérivée  f^  est 
égale  à  la  dérivée  par  rapport  kx  de  fy.  Pour  cela  nous  établirons 
le  lemme  suivant  : 
Si  l'on  désigne  par 

Kf  (a;,  y) 

C  accroissement 

f{x  +  h,y)  —  f{x,y) 

de  f  (x,  y),  quand  on  donne  à  xun  accroissement  h  ;  et  par 

a;  aï  /  (X,  y) 

C  accroissement  que  prend  aJ  f{x,  y),  quand  on  donne  à  y  Caeerox*- 
sèment  k,  on  a 

Aî  a;  n^,  y)  =  a;  aï  nx,  y). 

En  effet,  on  a  : 

Aï  Aj  nx,  y)  =  Aï  {/{x,  y  +  A)  -  /(x,  y)] 
=  /(^  +  /'.  y  +  k)  -f  {x+  h,  y)  -f{x,  y  +  *)  +  /  {»,y) 
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et 


K  ^x  f{^>  y)  =  A*,  [f{x  +  h.y)-  f{x,  y)] 

=  f[^+Ky  +  k)^  f{x,  y  +  k)-^f{x+  h,  y)  +  f[x.  y). 

Les  deux  expressions  obtenues  sont  identiques. 

Cela  posé,  A  et  â  étant  des  constantes  données, 
on  a 


'^4 


Posons  : 


a;  f{x,  y)  =  /Xx,  y  +  A)  -  f(x.  tr 


n^.y  +  k)-f{x,y)  =  9{x,y) 


on  aura 


AÎ  AÎ  f{x,  y)  =  f{x  +  A,  y)  -  ?  (X,  y) 


et  par  suite,  en  vertu  du  théorème  des  accroissements  finis, 
AÎ  A'fix,  y)=hf,{x  +  eh,  y)       (0  <9  <1) 


u 


a;  à),  f[x.  y)  =  A[/;  [X  +  9A,  y  +  A)  -  f^[x  +  9A,  y)\ 

Or  la  différence  placée  entre  crochets,  est  Taccroissement  que 
prend  la  fonction 

quand  on  donne  à  y  l'accroissement  k. 
Si  l'on  pose  : 


on  a 


*(»  +  9A,  y+  *)-♦(«  +  9A, y)  =A+;(«  +  9A,  y+  6'  A), 

étant  compris  entre  0  et  1. 
Or, 


J 
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el 

désigne  ce  que  devient  /^  (x,  y)  quand  on  y  remplace  x  par  x  +  6/: 
et  y  par  y  +  ff  k;  nous  représenterons  ce  résultat  par 

On  a  ainsi 

On  trouverait  de  même 

a;  aï  f(x,  y)=khf'^{x  +  9" A,  y+r  h) 

9'  et  V"  étant  compris  entre  0  et  1. 
Mais  nous  avons  établi  que 

AiA;A^,y)=A;AÎ/-(x,y); 

donc 

r^  {x+n,  y  +  0'*)  =/;.  (^  +  9"  A,  y  +  0"*). 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  A  et  A;  tendent  vers  zéro,  et  que 
les  dérivées  partielles  fl^(x,y)  et/Ç^(â7,y)  soient  continues,  on  voit 
que  Ton  aura,  à  la  limite, 

r^(^,y)=/;,(a?,y). 

La  démonstration  précédente  est  due  à  M.  G.  Bonnet. 

Ainsi /yV^l (^9  yi  2)  désigne  le  résultat  obtenu  en  calculant  les 
dérivées  de  f{x,  y,  z)  successivement  par  rapport  kx.y^z  de  telle 
façon  que  la  variable  x  soit  employée  p  fois,  y,  q  fois  et  z,  r  fois;  et 
cela  dans  tel  ordre  que  Ton  veut.  On  emploie  aussi  la  notation  : 

cP'^^^+V(a?,  y,z) 
da^  dy^  dz'' 

FONCTIONS  HOMOGÈNES.  THÉORÈME  D'EULER. 

613.  Déflnition.  —  On  dit  qu'une  fonction  f{x,  y,  2, )  eti 

homogène  et  de  degré  m  si  ton  a  identiquement^  quel  que  soit  f , 

f{tx,ty,tz, )^t^f[x.y,z, ). 
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Pour  abréger  récriture,  nous  supposerons  dans  la  suite  qu'il 
n'y  ait  que  trois  variables  x,  y,  z  ;  ce  qui  ne  changera  en  rien  les 
démonstrations. 

Un  polynôme  homogène  satisfait  à  la  définition  précédente;  en 
cfl'et,  un  pareil  polynôme  est  la  somme  de  termes  tels  que 

A  a?»  yP  5T 

avec  la  condition 

m  étant  le  degré  du  polynôme.  Or  si  l'on  remplace  x^  y,  z,  par 
ta,  ty^  tz  respectivement,  le  terme  considéré  sera  évidemment 
remplacé  par 

A  ar»  yP  2T  X  r», 

et  il  en  sera  de  même  pour  tous  les  termes  du  polynôme. 

On  démontre  sans  difficulté  que  la  somme  algébrique  d'un 
nombre  déterminé  de  fonctions  homogènes  du  même  degré  m  esl 
une  fonction  homogène  de  degré  m;  le  produit  de  deux  ou  plusieurs 
fonctions  homogènes  est  une  fonction  homogène  dont  le  degré 

est  la  somme  des  degrés  respectifs  des  fonctions  données,  etc.. 

1 
Si  Ton  remplace  t  par-,  l'identité  (1)  devient 


d'où 


en  particulier  si  Ton  prend  ii  =  z, 

/(..y,z)^.v(f.f.l)-^"'<?(f.f). 

Réciproquement,  si  fon  multiplie  par  z"*  une  fonction  quelconque 

X  y 
des  rapports  7  ♦  - ,  on  obtient  une  fonction  homogène  de  degré  m,  des 

vanaàles  x,  y,  s. 
514.  Théorème.  —  Les  dérivées  d'ordre  p  d'une  fonction  homogène 
e  degré  m  sont  des  fonctions  homogènes  et  de  degré  m  —  p. 
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Soit,  en  effet,  /"(x,  y,  z)  une  fonction  homogène  de  degré  ?«.  On  a. 
par  hypothèse  : 

f(lx,ty,tz)  =  V-f{x,y,z)  (1) 

Considérons, par  exemple, la  dérivée  du  premier  ordre:  f^^x^y^z] 
et  désignons-la  par 

l'identité  (1),  donne,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  p;  r 
rapport  à  x, 

/;(to,  ty,te)X<  =  r/,'(x,y,z), 

c'est-à-dire 

f  (tx,  ty,  tz)  =  f"-*  f{x,  y,  z); 

ce  qui  démontre  que  /^  est  homogène  et  de  degré  m  —  1.  Il  en  est 
de  même  de  f'^  et  de/*,.  On  en  conclut  que  les  dérivées  du  second 
ordre,  qui  sont  les  dérivées  du  premier  ordre  de  f^j  y^,  /*,',  sont 
homogènes  et  du  degré  m  —  2  d*homogénéité.  Et  ainsi  de  suite, 
si  Ton  admet  que  les  dérivées  d^ordre  p  —  1  sont  homogènes  et 
de  degré  m  — p  -{-  \^  on  voit  que  les  dérivées  d'ordre  p  sont 
encore  homogènes  et  du  degré  m  —  p  d'homogénéité  ;  donc  le 
théorème  est  général. 

Il  est  évident  que  la  réciproque  n'est  pas  vraie;  car  /,', /J,  ^» 
par  exemple,  sont  aussi  les  dérivées  de  f[x,y,  z)  -f-  G,  G  désignant 
une  constante. 

515.  Théorème  d'Euler.  —  Toute  fonction  f{x,  y,  2),  homogène 
et  de  degré  m,  vérifie  Videntité 

''f^+yfy+'ru^rnf(x,y,t).  (1) 

En  effet, 

f{tx,  ty,  tz)  =  t"  f{x,  y,  z). 

Prenons  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  !  ;  en 
appliquant  le  théorème  des  fonctions  composées,  on  trouve  : 

X  fû  (te,  ty  tz)  +  y  /,;  (te,  ty,  Iz)  +zf;,{lx,  ty,  tz)  =  mr-'  f{x,  y,  z). 
Si  l'on  remplace  t  par  1  dans  cette  identité,  on  obtient 
a?/;  {x,  y.  ']  -hyfy  (^,  y,  *)  +  «/.'(a^.  y-  '''^m/(x,  y,  z). 
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Remarque.  —  On  vérifie  immédiatement  »a  proposition  dans 
le  cas  d'un  polynôme  entier  homogène;  il  suffit  évidemment  de 
considérer  un  terme 

or, 
(Voix 

^  ««i  +  y  «i  +  2 1^;  =  («  + 13  +  t)  w  =  mtt, 

et  en  ajoutant  les  résultats  relatifs  à  tous  les  termes,  on  aura 
ridentité  (1). 

516.  Réciproque. —  Toute  fonction  f{x^y,z)  qui  vérifie  riden- 
tité (1)  est  homogène  et  de  degré  m. 

En  effet,  supposons qu*on  ait: 

^fz  (a?,  y,  z)  +  yf;{x,  y,  z)  +  zf'^[x,  y,  z)  =m/(ar,y,z). 

Remplaçons  dans  cette  identité  x,  y,  2,  par  tx^  ty,  tz;  on  en 
déduit 

^  fL  (^3?,  ty,  tz)  +  y  /,;  (to,  ty,  tz)  +  z  fj^  (to,  ty,  tz)  _  m 

f{tx,ty,tz)  c' 

ou 

^'  (0  _  m 
9  (0  ~  t 

en  posant 

^{t)^f[tx,iy,tz). 

Les  deux  fonctions  cp (/)  et  t"^  ayant  môme  dérivée  logarithmique, 
on  en  conclut  que  leur  rapport  est  constant. 
On  peut  donc  poser  : 

C  désignant  une  constante.  Si  Ton  fait  ^  =:  1,  on  a 

<P(1)-G 

donc 

9  (<)  =  ("•  9(1), 
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c'est-à-dire 

f(tx,ty,iz)^i-^f{x,y,z). 

La  proposition  est  ainsi  établie. 

517.  Si  l'on  applique  le  théorème  d'EuIer  aux  dérivées  du  pre- 
mier ordre /;[,  /J,  f^  qui  sont  homogènes  et  de  degré  m — 1,  comme 
nous  l'avons  vu,  on  obtient  : 

*y^  +  y/*'»  +  ^^.  =  ("*  —  1)  /ï 

«^ + y/;. +«/:.  =  (»»- 1) /: 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  identité  par  x, 
les  membres  de  la  seconde  par  y,  ceux  de  la  troisième  par  z  et 
qu'on  ajoute,  on  obtient,  en  tenant  compte  de  l'identité  (1)  : 

*'/.«  +  y'/;''+ïY;.  +2  «y/.;  +  -Zy*  /;';+2zar/;  =  m(m-l)  f{x,y,z) 

identité  que  l'on  écrit  symboliquement  : 

(V.'  +  y/;  +  ^A  ^  "»  ("  -  *)  f'  (2) 

M8.  D*une  manière  générale  on  a  : 

(*/;  +  y/J+«/;),sm(iii-l) (m -p  +  i) /•  (x,  y,  1)        (3) 

en  désignant  par 

(x/;  +  y/',' +»/-.), 

le  résultat  que  Ton  obtient  en  développant  la  puissance  f^  de 

et  en  remplaçant  chaque  terme  de  la  forme 
par 

ou,  comme 
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par 

>) 

*•  yP  »T 

I 
4 

Pour  démontrer  cette  relation,  nous  la  supposerons  vraie  pour  p,  et  nous  montre- 
rons qu'elle  est  encore  vraie  quand  on  remplace  p  par  p  -{-i. 
Nous  avons  donc  par  hypothèse 

(«/^,+  y /^y  +  5/*,)^  =  m  (m  - 1) ...  (m-  p  +  1)/". 

Prenons  la  dérivée  des  deux  membres  successivement  par  rapport  k  x^y,  z  et  ajou- 
tons les  résultats  obtenus  multipliés  respectivement  par  x,  y,  s  ;  autrement  dit  sou- 
mettons les  deux  membres  à  Topération 

Ox  Oy  Oz 

Pour  cela,  si  Ton  considère  un  terme 

a=  Ax^y^stf  F,  y,  «)  (a -f  P  +Y  =  P) 

du  premier  membre,  nous  prendrons  sa  dérivée  par  rapport  à  «  et  nous  la  multi- 
plierons par  X,  ce  qui  donnera  deux  termes  : 


(p+i)  JP) 

iy 

yP 

Nous  aurons  de  même  pour  y  : 


(p+  *)  1»^^ 

Aa:«+*yP«T    /  (ar,  y,  «)  +  a  A a:«  yMT    /   (a?,  y,  «} 


Aa'«uP+*zï  /^  (a:,  y,  «)  +  p  A  «•  y^  «^  A     (^»  V.  «) 
VyP+*«T  VifP«T 


et  pour  X 


/^P+*)  (P) 

A  «•  yP  zT^*  /    1*1  y.  *)  +  Y  A«»  yf  zT  /  (a:,  y.  s) 

*«  yP  »T+*  *•  yP  «Y 

en  ajoutant  ces  résultats,  on  obtient 

a{xf^-\-  yf^  "^  *^»)i  désignant  le  produit  symbolique  de  a  par 

^Z'^  +  y^z  +  ^A.. 

En  ajoutant  les  résultats  obtenus  pour  tous  les  termes,  on  aura 

(«/;  +  y/^y  +  =/';)^.(x/i  +  y/';  +  2/';)i+p.m(m-l) (m-p-^-)/ 

=  m(m-l)  ...  (m-  p  +1)  (ay/Tj  +  y/;  +  z/;') 


lu  COUKS  D*ALGÊURE 

'où 

fORMDLE  DE  TATLOK  POUR  UNE  FONCTION  DE  PLUSIEURS  VARIABLES 

519.  Soit 

tine    fonction   de    plusieurs   variables;  il    s*agit   de   développer 
/(x  +  A,  y  +  *»  «  +  0»  suivant  les  puissances  croissantes  de  A,  &,  /. 
Nous  supposerons  que  cette  fonction  admette  des  dérivées  finies 
et  continues.  Si  Ton  considère  la  fonction 

^{t)  =  f[x  +  ht,    y  +  kt,    x+U), 

on  a  : 

Il  suffit  donc  de  développer  ç  {t)  par  la  formule  de  Mac-Laurm 
suivant  les  puissances  croissantes  de  ^  et  de  supposer  ensuite  t  =  \; 
or, 

?  (0  =  t(0)  +  «  t  (0)  +  ^  9"  (0)  + ...  +  ^72^— ii  ^''*'(") + ^- 

par  suite 

?(!)  =  ? (0)  +  T  (0)  +  ^  t" (0)  + +  073Ï  •'"'  (^)  +  "- 

R',  désignant  le  résultat  obtenu  en  remplaçant  (  par  1,  dans  R..  Il 
•'agit  donc  de  calculer  ^f^  (0). 
En  appliquant  le  théorème  des  fonctions  composées,  on  obtient  ; 

ç'(0  =  A/;(x  +  Af,  y  +  kt,  t-\-lt)-\-kf^(x  +  ht,  y+kl,  z  +  li) 

+  lf^{x+kt,  y  +  kt,  z  +  lt) 

d'où 

?'  (o)  =  A  /"i  (a;,  y.  *)  +  */;  (a;,  y,  2)  +  If,  {X,  y,  :) 

On  tro  ivera  de  la  même  manière  : 

,f'{t)  =  h*f^t(x  +  ht,    y+kt,    i+ll) 
4  'Lhkr^[x  +  ht,  y+kt,    z  +  U)+..., 
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d'où  l'on  tire 

?"(0)  =  (/!/;+ A  ;;+//-.), 

D'une  manière  générale, 

î'"(0)  =  (AA+ */;+'/;),. 

Pour  vérifier  cette  formule,  il  suffit  de  prouver  que  si  elle  est 
vraie  jusqu'à  jo,  elle  sera  vraie  pour  jo  +  1,  puisqu'elle  est  vérifiée 
parp  =  1  etjD  =  2. 

Or,  un  terme  de  f^^{t)  étant  de  la  forme 

AA«*P/T/JW^^^(a,+  A/,    y+kt,    z  +  lt), 

pour  calculer  ç<'+*'(0>  il  faudra  faire  la  somme  des  dérivées  de 
chaque  terme  par  rapport  kx  -{-  ht^y  -{-ht,  z  -\-  It,  ces  dérivées 
étant  multipliées  respectivement  par  h,  k,  l;  le  terme  considéré 
donnera  : 

kh^kHtf^}^^^[x  +  ht,  y  +  kt,  z  +  lt) 

+  kh-1^[^'f^^,^i{x  +  ht,  y  +  kt,z  +  lt), 
et  quand  on  fera  ^  ==  0 

(P+i)  (H-i)  (H-i) 

c*est-à-dire  symboliquement 

Aft-AP^Aiy,z)(A/;-i-t/;'+//;), 

on  aura  donc  bien,  en  ajoutant  tous  les  résultats  relatifs  aux  diff^f^- 
rents  termes  de  9^*(0), 

9w-*)(o) = (p(P)(o)  {hf,+kfy  +  if:i=[hf,  +  kfy  +  ir.Ui. 

Un  a  donc 

nx  +  h,y+k,z  +  l)  =  f{x,y,z)  +  {hf,  +  kf;+in) 


CORS  blïMlf.E 


S;  iCm  a  ponr  MmlUt  zéro  qnand  ii  augmecte  icde^siment,  oa  aura 
:-^  d^eioppein<;Dt  d^ 

en  f^e  ordonnée  sahant  les  paissances  eroissaotes  de  I.  (.  /. 
Si  l'on  fait 

«  =  f  =  x  =  0, 
<-t  «i  ea«aite  on  remplace  A,  i,  /  par  x,  y.  :  respeetïTement,  on  aum 

/■>.  y.  «)  =  /(o.  ».  «y  + 1*  'yr,t  -i-  y  TT".  -r  s  y.?*]  ^ 

en  indiquant  par  les  indices  o  que  Ton  doit,  après  avoir  calculé  les 
différentes  dentées,  ;  remplacer  les  variables  par  zéro. 

Si  f(Xf  y,  z)  est  un  polynôme  entier,  on  retrouve  les  formules 
que  nous  avons  déjà  établies  plus  baut  '1S7). 
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52U«  ^  Contidéront  n  fonctions  de  n  variables.  On  nomme  déterminant  fonc- 
tionna;! de  en  n  fonctions,  le  déterminant  formé  avec  les  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  de  ces  fonctions  par  rapport  aux  variables  dont  elles  dépendent. 

Pour  plus  de  simplicité  nous  considérerons  seulement  trois  fonctions 

f  {^f  y,  «),    9  (*.  y.  »).    ♦  (*i  y.  ')- 

Lear  d^'terminant  fonctionnel  est  le  déterminant 


^r 

ix 

-if 

3y 

Iz 

do 

3ç 
3» 

57 

621.  Théorème  de  M.  J,  Bertrand. 

La  théorie  des  déterminants  fonctionnels  a  été  créée  par  Jacobi  ;  mais  Ton  doit  à 
M.  J.  Bertrand  le  théorème  suivant  qui  peut  être  considéré  comme  fondamental. 
Soient 

dfX  d\y  diZ 
d^x  dffj  d^x 
diX       diy       dut 
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ITI 


trois  systèmes  (Vaceroissements  arbih*aires  des  variables  x,  y^g  9t 


dtf 
d,f 


cfi9 

<^9 
efi9 


les  différentielles  totales  correspondantes  des  fonctions  considét^ées.  On  a: 


^x 

3» 

dif 

ài9 

*+ 

dtx^ 

dxy 

d,t 

2)9 

Dç 

â? 

1)9 

31 

=r 

àtf 

diif 

df^ 

• 
• 

dfX 

d%y 

d,x 

d<|> 

3y 

51 

d,r 

dtf 

M 

dgx 

d%y 

dut 

en  supposant  que  le  déterminant  des  accroissements  des  variables  x^  y,  x»  sait 
différent  de  zéro. 
En  tenant  compte  des  identités 


V 


^r 


3/ 


dif  =  ^-d,x  +  ^d,y  +  ^d,z 

Tif  "bf  T^f 

ox  oy  oz 

ôx  ùy  oz 

Jx  Oy  oz 


on  voit  que  Ton  peut  écrire,  en  appliquant  la  règle  de   la  multiplication  des 
déterminants, 


V  ^  ^ 

"bx    "by    bz 

^9     Dç     b^ 
bx     by     bz 

X 

b^     b^     b^ 
bx     by     bz 

diX    diy 

dit 

diX    dty 

d^z 

— 

diX    d^y 

dtz 

dxf  d^f  d,f 
di9  d^9  (2g9 
di^  dt'^   di^ 


Ce  qui  démontre  le  théorème  de  M.  J.  Bertrand. 

D'après  cela,  on  représente  le  déterminant  fonctionnel  de  n  fonctions  f^  A- 
des  variables  x^^  x^^ x^  par  la  notation 

D  [fu  A.  fn) 


U.  ~  ■.  inBtnnrai.oirfKi.  — 


D  \xy,  a:,, 

AUltBIll. 


> 
'  4 
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le  déterminant  fonctionnel  des  variables  anciennes  «i,  â^,.. 
nonYcUes  variables,  n'est  pas  autre  chose  que  le  détermkumt 


X   par  n^ppoit  aux 


'1 


On  voit  que  le  théorème  de  M.  J.  Bertrand  rend  la  démonstration  des  tnéorenK 
précédents  pour  ainsi  dire  inutile. 


EXERaCES 


1.  Étant  donnas  les  équations  : 


si  Ton  en  tire 


<  =  /•(*•  y) 

ti=F(a?,if); 


vérifier  directement  Tidentité 
2.  Développer  par  la  formule  de  Mac-Laurin  la  fonction 


on  trouve  : 


1  +  v/l-xv/r^y' 


*  +  5(*  +  y)  +  5^  (3ar*  +  xy  +  3y*)-i- 


oa 


1.3.5 (gp—  1).  1.3.5 (2y  —  I)  ^j    , 

«.4.6 2(p4-7)  '   ^ 


3.  Développer  la  fonction 


1  r 


v/1 


I— y-i-  vî— «* 


on  trouve: 


i+|y  +  ^.(2''Ty»)  + 
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CHAPITRE  VIII 

FORMES    QUADRATIQUES 

524.  Définition.  —  On  appelle  forme  quadratique  un  poly- 
nôme homogène  du  second  degré  composé  avec  un  nombre  quel- 
conque de  variables  x^.x^, x^*  Un  pareil  polynôme  ne  peut 

contenir  que  les  carrés  des  variables  et  leurs  produits  deux  à  deux, 
de  sorte  qu'en  le  désignant  par  /,  on  a  : 

f^a\x\-\-  'la\x^x^-{-  ^a\x^x^-\' +  2a"a?ja?^ 

x\  désignant  le  carré  de  la  variable  x^,  et  al  désignant  un  coefficient 
Si  Ton  convient  que  a*  =  aj,  on  pourra  représenter  f  par  le 
symbole  : 

jLk      2j     ^1»  ^i»  '^V 

En  effet,  si  p  =  g,  le  terme  a^XpXg  devient  a^x*;  sip  est  différent 
de  q^  p  et  q  étant  des  entiers  déterminés,  chacun  au  plus  égal  à  n, 
on  aura  deux  termes  correspondants  formant  la  somme 

fl_  Xp  Xq  "^  Og  XpX  q  —    Z  fljj  Xp  Xq» 

On  obtiendra  ainsi  tous  les  termes  du  polynôme  /,  en  faisant 
varier,  dans  la  somme  précédente,  p  et  q  de  i  k  n. 

525.  Théorème.  —  Une  forme  quadratique  à  n  variables  est  égale 
à  une  somme  de  carrés  de  formes  linéaires  distinctes,  composées  des 
m£mes  variables  et  dont  le  nombre  est  au  plus  égal  à  n. 

Méthode  de  Gaass.  —  Supposons  que  la  forme  donnée  freit^ 
ferme  au  moins  un  carré,  de  sorte  que  Ton  ait,  en  supposant  par 
exemple  a}  ^  0, 

f=a\x]  +  2fx,  +  Q 

P  étant  une  forme  linéaire  indépendante  de  a?^  et  Q  une  forme 
quadratique  indépendante  de  la  même  variable  or^. 
On  a  identiquement  : 
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Si  Ton  convient  de  représenter  par  f^  la  demi-dérivée  de  f  prise 
par  rapport  à  2>,  soit  : 


on  peut  écrire 


1  P* 


P* 
Q 1  désigne  une  nouvelle  forme  quadratique  renfermant  au 


ai 


plus  n  —  i  variables;  supposons  que  cette  seconde  forme  con- 
tienne le  carré  de  x^\  on  la  traitera  de  la  môme  manière  que  /*,  et 
en  continuant  ainsi,  on  effectuera  une  suite  de  transformations 
remplaçant  chaque  fois  une  forme  quadratique  par  la  somme  d'un 
carré  et  d*une  nouvelle  forme  quadratique  renfermant  une  variable 
de  moins  que  la  précédente,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  carré,  de 
sorte  que,  finalement,  on  obtiendra 

/s«,p;  +  «,p;+ +  «,pj. 

Pi,  P, Pp  désignant  des  formes  linéaires  dont  le  nombre  p  sera 

évidemment  au  plus  égal  à  n  et«p«j , «»  étant  des  constantes. 

En  admettant  les  notations  disposées  de  manière  que  les  réductions 
soient  opérées  successivement  par  rapport  à  x^^  x^^  ...  a?^,  les 
polynômes  P  seront  définis  par  les  identités  : 


P,=  iîa?,  +  iîar,  + +  6^* 

p,=     +a;x,+ +Arx, 


ni 


les  coefficients  6|,  h\y ô^  étant  supposés  tous  différents  de  zéro 

Je  dis  que  ces  polynômes  sont  indépendants  ;  en  effet,  le  déter- 
minant des  coefficients  des  variables  x^,  a?„ x^  est  égal  à 

à'A *;, 

et  ce  produit  de  p  facteurs  tous  différents  de  zéro  est  lui-même 
4iflréreiit  de  ^érOt 
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Remarque. —  Il  était  évident  a  priori  que  l'on  ne  pourrait  trouver 
plus  de  n  carrés  de  polynômes  indépendants,  puisque,  comme  on 
Ta  vu,  avec  n  variables  on  peut  former  au  plus  n  polynômes  homo- 
gènes et  linéaires  qui  soient  indépendants. 

On  peut  encore  remarquer  que  P^  est,  à  un  facteur  près,  la  racine 
carrée  de  /  considérée  comme  polynôme  entier  en  a?4,  P,  la  racine 
carrée  du  reste  considéré  comme  polynôme  entier  en  x^,  et  ainsi 
de  suite. 

526.  La  méthode  précédente  tombera  en  défaut  lorsqu'on  arri- 
vera à  une  forme  quadratique  ne  renfermant  aucun  carré;  la  forme 
proposée  pouvant,  d'ailleurs  elle-même,  se  trouver  dans  ce  cas. 

Soit  f  une  forme  quadratique  ne  renfermant  que  des  doubles 
produits,  etsoientx,  y  deux  des  variables  dont  dépend  cette  forme; 
on  peut  écrire  : 

f=axy+Vx+Qy  +  K 

a  étant  une  constante,  P  et  Q  étant  deux  formes  linéaires,  R  une 
forme  quadratique,  les  formes  P,  Q,  R  étant  indépendantes  de  x  et 
dey. 
Or,  on  a  identiquement  : 

çsî(a^  +  Q)(ay  +  P)  +  R-^ 
et,  par  suite  : 

9=i-(ax  +  ay  +  P  +  Q)*-^(a^-ay  +  Q-P)»  +  R~^. 

On  transforme  ainsi  f  en  une  somme  composée  de 'deux  carrés 

renfermant  chacun  ar  et  y  et  d'une  forme  quadratique  renfermant 

PQ 
au  moins  deux  variables   de   moins    que  f,  puisque   R 

est  indépendante  de  x  et  de  y.  Cette  dernière  forme  peut  contenir 
ou  non  des  carrés  des  variables  dont  elle  dépend;  on  lui  appli- 
quera donc  la  première  ou  la  seconde  méthode,  et  Ton  aura  dans 
tous  les  cas  remplacé  la  forme  proposée  f  par  une  somme  de  p  carrés 
p  étant  au  plus  égal  à  n;  il  ne  reste  plus  qu'à  prouver  que  tes  carrés 
obtenus  sont  indépendants,  dans  tous  les  cas.  Admettons  que  les 
transformations  successives  aient  porté  successivement  sur  les 
variables  ar,,  a:,,  ...a?;,;  dans  le  déterminant  des  coefficients  ie  ces 
variables,  il  y  aura  au  moins  deux  lignes  consécutives  formées  ainsi  - 


0      0 0      a        a 

0      P 0      a  —  a 


f  •  •  t  « 
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mais  sans  changer  ce  déterminant,  on  peut  remplacer  la  seconde  de 
ces  deux  lignes  par  le  résultat  obtenu  en  retranchant  de  cette  ligne 
les  éléments  correspondants  de  la  précédente;  ce  qui  donne  : 

(»      0      0 G      a        a      

0      0      0 0      0  —  2a 

et,  par  suite,  en  faisant  autant  de  fois  qu'il  sera  nécessaire  cette 
transformation,  le  déterminant  obtenu  se  réduira  à  son  terme 
principal,  qui  est  nécessairement  différent  de  zéro. 
Ainsi,  dans  tous  les  cas,  on  peut  poser 

p  étant  inférieur  ou  égal  à  n,  et  P^,  P^, Vp  étant  des  polynômes 

homogènes  du  premier  degré  et  indépendants. 
527.  Discriminant  de  la  forme.  —  En  supposant  : 

les  demi-dérivées  de  f  par  rapport  aux  variables  x^,  x^^  ...•  ^r»  sont 
définies  par  les  identités 

/i = ûi  ^1 + A  ^%  + +  «r  ^«» 

f%=  ûî  ^i  +  O*  ^2  + +  «?  »n» 


fn=  <  X,  +  a\  X,  + +  al  X, 


«• 


Le  déterminant 


A=: 


"1     "1 


a? 


<    aï 


se  nomme  le  discriminant  de  la  forme  /*. 

Ce  déterminant  est  symétrique,  puisque  a*  =  oj. 

Réciproquement,  tout  déterminant  symétrique  peut  être  considéré 
comme  un  discriminant.  En  effet,  si  Ton  considère  le  déterminant  A 
dans  lequel  on  suppose  a^  =  o^,  quels  que  soient  les  nombres  p 
et  9;  ce  déterminant  est  le  discriminant  de  la  forme 
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528.  Théorème.  —  Pour  que  la  forme  quadratique  f{x^y  0?^,  ...  x^ 
soit  la  somme  de  p  carrés  indépendants,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  Von  puisse  former  avec  p  lignes  du  discriminant  A  et  avec  les  p 
colonnes  de  mêmes  rangs  que  ces  lignes  respectivement,  un  détermi" 
nant  mineur  d'ordre  n  —  p  différent  de  zéro,  tous  les  mineurs  d'ordre 
n  —  p  —  1  étanl  nuls. 

Soit  en  effet 


et  soient 


p. 
p. 


/'^«.pî +«,?.'+ +«pPi 

6ia;,  +  6îar,  +  ...  +  *;a?p+  ...-\-b^Xn 


(l) 


P,sé;ar,  +  6>,  + . . .  +  èj3Cp+ . . .  +  ô;  aj. 


(2) 


Les  polynômes  P^,  P„ P^  étant  supposés  indépendants,  on 

peut  former  avec  les  coefficients  des  variables  un  déterminant 
d'ordre  p  différent  de  zéro.  Nous  pouvons  toujours  supposer  les 
notations  disposées  de  telle  façon  que  ce  déterminant  soit  celui  des 
variables  a?^,  rp,, Xp,  c'est-à-dire  que  le  déterminant 


D  = 


àï    b\ 
bi    bl 


bî 
bl 


bl    bl 


soit  différent  de  zéro. 
Gela  posé,  l'identité  (1)  donne  : 


*; 


/;  s«,AiP,  +  «.éi  p,  + +«p6;p, 

fi  =«.*ÎPi  +    »,b]  P,  +  +  «péJP, 

/;s«j6?p.  +  a,*?  p,  + +«p6î:Pp 

/H^s«.e'p.+«,6î^*p.+ +  «P«jr*-'p, 


(3) 


/;-i«,irp,  +  «,*?p.  + +  «,  *î  p,  / 
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Les  dérivées  f^,  /*,, ^  sont  donc  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes des  polynômes  Pj,  P,, P,. 

Or,  si  Ton  considère  les  p  premières  équations  (3),  en  regardant 

Pp  P„ Pj,  comme  des  inconnues,  on  voit  que  le  déterminant 

des  coefficients  est  égal  à 

et  par  suite  est  différent  de  zéro;  donc  les  polynômes 

p».  p.,  p, 

sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  f^^  f^ fp. 

Il  résulte  de  là  que  les  deux  sjrstèmes  d'équations  linéaires  et 
homogènes  : 

P,  =  0,    P,  =  0,    Pi»  =  0,  (4) 

et 

A=0,    /;  =  0,    /;=0,  i5) 

sont  équivalents  et  par  suite  les  p  dérivées  /"««  A» fp  sont 

distinctes. 

D'ailleurs  P^,  P„ Pp  étant  des  fonctions  linéaires  et  homogènes 

de  ^,  ^, ff,  les  équations  (3)  montrent  que  les  n—p  dérivées 

fj^if  fy^tt  .•••  /*«  sont  aussi  des  fonctions  linéaires  et  homogènes 
desp  premières. 

Ainsi,  lorsque  la  forme  f  est  la  somme  de  p  carrés  distincts, 
p  dérivées  sont  distinctes  et  les  n  —  p  autres  dérivées  s'expriment 
en  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  ces  p  dérivées  distinctes  ;  en 
d'autres  termes,  le  degré  du  déterminant  principal  du  tableau  formé 
par  les  éléments  du  discriminant  de  la  forme  est  précisément  égal  au 
nombre  des  carrés  distinctx. 

Donc,  pour  qu'une  forme  quadratique  à  n  variables  soit  la  somme 
de  p  carrés  indépendants^  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  mineurs  que 
ton  peut  former  avec  les  éléments  appartenant  à  p  -{■•  i  lignes  et  à 
p-\-i  colonnes  du  discriminant  de  la  forme  soient  nuls  et  qu'il  y  ait  au 
moins  un  mineur  formé  avec  les  éléments  communs  à  p  lignes  et  a  p 
colonnes^  qui  soit  différent  de  zéro. 

Il  importe  d'ajouter  qu'il  doit  y  avoir  au  moins  un  mineur  formé 
avec  les  éléments  appartenant  à  p  lignes  et  p  colonnes  portant  les 
mêmes  numéros,  qui  soit  différent  de  zéro.  En  effet,  en  conservant 
les  notations  précédentes,  les  deux  systèmes  (4)  et  (5)  étant  équi- 
valents, on  voit  que  pour  résoudre  le  système  (5),  on  doit  donner 
aux  variables  Xj,  a;,, arides  valeurs  déterminées  en  fonction  de^ 
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n  —  p  autres  variables  qui  peuvent  recevoir  des  valeurs  arbitraires, 

donc    le    déterminant   des    coefficients    de  a?|,  or,, Xp    dans 

/i,  /*„ fp  est  différent  de  zéro.  D'une  manière  générale,  il  doit 

y  avoir  y  dans  le  cas  présent,  p  dérivées  ditiinctes,  et  le  déterminant 
des  coefficients  des  variables  par  rapport  auxquelles  on  a  pris  tes  dér'r 
vées  doit  être  différent  de  zéro,  1 

Il  résulte  Bn  particulier  du  théorème  précédent  que  la  condi- 
Hon  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  forme  donnée  soit  la  somme 
d'autant  de  cadrés  de  formes  linéaires  indépendantes  qu'elle  renfei^me 
de  variables  est  que  son  discriminant  soit  différent  de  zéro;  pour  quelle 
soit  la  somme  d*un  nombre  moindre  de  carrés,  il  faut  et  il  suffit  que 
son  discriminant  soit  nul;  de  même  pour  que  la  forme  donnée  soit  un 
carré  par  fait  y  il  faut  et  il  suffit  que  l'un  au  moins  des  coefficients  des 
carrés  des  variables  soit  différent  de  zéro,  et  que  tous  les  mineurs  à  deux 
lignes  et  deux  colonnes  du  discriminant  soient  nuls,  ou  ce  qui  revient 
au  môme,  que  ses  dérivées  soient  proportionnelles. 

529.  n  est  facile  d*étabUr  directement  Cbtte  dernière  proposition. 
Soit  en  effet 

en  supposant 

P  ^aiXi  +  a^a^  +  ... +a„«^, 

on  aura 

/i  =  aa,P,      ft^aot  P, /;  =  aa„P, 

donc  les  dérivées  2fu  2  /*«  2/*^  sont  proportionnelles  à  un  même  polynôme  P. 

Réciproquement,  supposons  que  Ton  ait 

A  =  6iP,    /«  =  ^P,    /"«^^iP- 

En  vertu  du  théorème  d'Euler  : 

/^=ar,/l+a;, /14-    +««A, 

donc 

/'sP.(6,a:,  +  ô,«,+    +ô„a?„)=P.  Q. 

De  cette  dernière  identité,  on  tire 

-i-s2/i  =  PÔ4+  a,  Q. 

-i.=2/i  =  P6,+  a,Q. 


sr  =2/;=P6.+  a.Q. 
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On  doit  Bapposer  Tun  des  nombres  Oi,  a, a^  différent  de  zéro,  sans  quoi/ 

serait  identiquement  nalle  ;  soit  par  exemple  ai  ^0:  en  remarquant  que  fi  r=  P|%, 
on  a  : 

d'où 
donc 

on  a  d'ailleurs  b^  ^  0,  sans  quoi  f  serait  identiquement  nul,  ce  qui  est  impos 
sibie  puisqu'on  a  supposé  Oi  ^^  0.  La  proposition  est  donc  établie. 

On  peut  remarquer  que  les  coefficients  ^i,  U, b^  sont  nécessairement  propor« 

tionnels  aux  coefficients  Oi,  Oi,  a^  du  polynôme  P  auquel  se  réduisent  toute 

les  dérivées. 

530.  Remarque.—  Si  l'on  sait  seulement  qu'il  existe  un  mineur  à  p  lignes  et  à  p 
colonnes  du  discriminant,  qui  soit  différent  de  zéro  et  en  outre  que  tous  les  mineurs 
à  p  +  i  colonnes  soient  nuls,  la  forme  sera  nécessairement  une  somme  de  p  carrés, 
et  par  suite  on  pourra  former  avec  les  éléments  de  A  au  moins  un  mineur  à  p  lignes 
et  p  colonnes  portant  les  mômes  numéros,  qui  soit  différent  de  zéro  ;  or  tout  déter- 
minant symétrique  est  un  discriminant,  donc  on  peut  énoncer  la  propriété  sui- 
vante des  déterminants  symétriques. 

Étant  donné  un  déterminant  symétriqtte  quelconque  ;  »Hl  existe  un  mineur  de 
degré  p  différent  de  zéro,  tous  les  mineurs  de  degré  p  +  i  étant  nuls,  il  existe  au 
moins  un  mineur  de  degré  p,  formé  par  les  éléments  de  A  pris  dansp  lignes  et  dans 
p  colonnes  portant  les  mêmes  numéros,  qui  soit  différent  de  zéro. 

531.  IVoiBbr«  de  eondltioiui  ■éeeeealres  et  snifteantes  pour  qnnne 
forme  quadratique  f  (Xi,  x^^ x^\  soit  la  somme  de  p  earrés  indé- 


Nous  savons  déjà  (538)  qu'il  faut  exprimer  que  p  dérivées  sont  distinctes  et  que 
les  n  —  p  autres  sont  des  fonctions  linéaires  des  premières.  En  supposant  les  nota- 
tions convenablement  disposées,  on  aura  la  solution  la  plus  générale  du  système 
linéaire 

A  =  o  A  =  o /;  =  o 

en  donnant  à  ^^^i»  ^p^i^  —  ^n  ^^^  valeurs  arbitraires,  les  inconnues  Xi,  x^^, ...  x 
étant  déterminées  au  moyen  des  n—p  autres  par  les  p  premières  équations.  Pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  (207)  que  le  déterminant  8  des  coefficients  des 
inconnues  Xt,  x^ x^  dans  les  formes  /i,  /a, f^  soit  différent  de  zéro  et 

que  tous  les  mineurs  de  degré  p  +  i  du  discriminant,  obtenus  en  bordant  le  déter- 
minant 8  avec  les  éléments  appartenant  à  chacune  des  lignes  et  des  colonnes  du 
discriminant  autres  que  les  p  premières,  soient  tous  nuls.  Or  la  ligne  de  rang  p-\'  k 
et  la  colonne  de  rang  p-\-  k'  donneront  le  même  mineur  que  la  ligne  de  rang  p  +  ^' 
et  la  colonne  de  rangp  +  k,  tant  que  At'sera  différent  de  Ar,  puisque  le  discriminant  est 
symétrique  ;  on  aura  donc  à  considérer  d'une  part  n  —p  mineurs  obtenus  en  bordant  8 
avec  des  éléments  pris  successivement  dans  chacune  des  lignes  et  des  colonnes 

portant  un  même  numéro  et  seulement — r •  mineurs  obtenus  en 

s» 

bordant  8  avec  des  éléments  appartenant  à  une  ligne  et  à  une  colonne  portant  des 
numéros  différents,  ce  qui  fait  en  tout 

(n-p)  (n  — p-i)        (n-p)  (n-p  +  i) 
»-P+ 5 ou 
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c'est-à-dire  R'.^  conditions  qui  seront  distinctes,  5i  les  coefficients  de  la  forme 

proposée  sont  arbitraires. 

D'ailleurs  on  peut  vérifier  facilement  ce  résultat,  car  si  en  appliquant  la  méthode 
générale  de  réduction  en  carrés,  on  extrait  de  la  forme  donnée  la  somme  de  p  carrés, 

il  restera  une  forme  quadratique  kn  —  p  variables,  contenant  R^_^  coefficients  et 

cette  dernière  forme  devra  être  identiquement  nulle,  ce  qui  fournit  K^.^  conditions 

obtenues  en  écrivant  que  ses  coefficients  sont  tous  nuls. 

Par  exemple,  pour  que  la  forme 
Ax*  +  A'y»  -}-  A"i»  +  2  By«  +  2  B'sa?  +  3  B"xy  -\-2Cxt+^(Xyt  +  2  C'zt  +  D/« 
soit  la  somme  de  deux  carrés,  en  supposant  que  le  mineur  AA'  —  B"*  soit  différent 
de  zéro,  il  faut  et  il  suffit  que  les  trois  conditions  suivantes  soient  vérifiées,  savoir  : 


A 

B" 

B' 

B" 

A' 

B 

B' 

B 

A" 

=  0 


A 
B" 
B' 


B" 
A' 
B 


C 
C 


=  0 


A 

B" 

C 

B" 

A' 

C 

C 

G 

D 

=  0. 


532.  Transformation  de  M.  ELronecker.  —  Soit 

une  forme  quadratique  à  n  variables,  que  nous  supposerons  réduc- 
tible à  une  somme  de  p  carrés  indépendants,  de  sorte  que  p  déri- 
vées de  f  soient  distinctes  ;  supposons  que  ce  soient  lesp  premières  : 
Al  A»  ••••  fp'  D'après  ce  qui  précède,  pour  résoudre  les  équations, 

/;  =  o,  /;=o, /p  =  o  (1) 

on  peut  se  donner   arbitrairement  Xp^i^  Xp^, Xn  puisque  le 

déterminant  des  coefficients  des  p  premières  variables  x^,  a;,,...  x^, 
est  supposé  différent  de  zéro.  Posons 

et  désignons  par 


Xn  X. 


X 


1» 


X 


I' 


X. 


>» 


les  expressions  de  ar^  x^  Xn  en  fonctions   homogènes    de 

Xf  ^.1, a?„,  tirées  des  équations  (1). 

Cela  posé,  faisons  un  changement  de  variables  défini  par  les 

équations  : 

«j  =  A|  +  a?| 

Xj  =  Aj  -j-  X, 


Xp   —  Xp  +  x^ 


Xp^i= 


X, 


>ft 


x«  = 
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de  sorte  que 

f{x^,  a?„  ...  oTn)  =/'(Xj+  a?;,  X,  +  a?,,  ...  X;,  +  ar^,  0  +«iH-it  •••  O+.7/ 

on  aura,  eu  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 

A^o  ^«. arn)  =/(X,.  X„ X„0,  0, 0). 


En  effet,  l'ensemble  des  termes  du  premier  degré  en  Xj,  X„ 

est 


X, 


OXi  oX% 


+x. 


^Xp' 


expression  identiquement  nulle,  puisque  x\,  x\y ...  xj,,  ar^i,  •..  x„, 

mises  à  la  place  de  a?p  a:,, x^  annulent  f^^  /„  ....,  fp\  enfin  Ten- 

semble  des  termes  indépendants  de  Xj,  X,, \p  est  égal  à 


/  (^lï  ^«» *n)> 


c'est-à-dire 


et  par  suite  est  également  nul. 

Il  en  résulte  que  f{x^,  a:,, a?„)  est  remplacée  par  une  forme 

quadratique  à  p  variables  qui  sont  les  suivantes 

Aj  =  a?j      Xj,  ikf  =  a?|      a?!, X^  =  ar^—  a?^. 

533.  Application. —  Soit  la  forme  quadratique  : 

/•(a?,  y,  «)  =  Aa?»  +  A  y*  +  A"  s*  +2  B.yz  +  IVzx  +  2B'jy 

et  supposons  le  discriminant  nul, 


A    B'  B' 
B'  A   B 

B'   B   A' 


=  0 


mais  supposons  A  A  —  B"*  ^  0. 
Si  Ton  considère  les  demi-dérivées  par  rapport  à  a?  et  y 


FORMES  QUADRATIQUES  IPI 

on  peut  résoiidre  le  système 

kx  +  B'y  +  B'z  =  0 
B"a?  +  A  y  +  Bz  =  0, 

en  donnant  à  z  une  valeur  arbitraire  z^;  soient  07^,^0  les  valeurs 
correspondantes  de  or  et  de  y;  on  aura  identiquement 

et  Ton  pourra  mettre  fix^  y^  z)  sous  la  forme  d*une  somme  de  deux 
carrés. 

534.  Formes  à  coefficients  réels.  —  Jusqu'ici  nous  avons 
supposé  les  coefficients  a^  quelconques:  supposons-les  réels;  alors 
on  pourra  réduire  la  forme  donnée  à  une  somme  algébrique  de 
carrés  de  polynômes  à  coefficients  réels  et  si  Ton  a  : 

/^«,Pî  +  «,Pî  + +  ^K 

parmi  les  coefficients  «j,  a,,  op  quelques-uns  pourront  être 

positifs,  les  autres  négatifs.  Si  par  exemple  a^  est  positif  on  pourra 

remplacer  a^  P}  par  (v/otj  P,)*  ;  si  a,  est  négatif,  on  pourra  écrire 

—  {yj — a,  Pj)*  au  lieu  de  «,  PJ,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  Ton 
aura  : 

/•=xf  +  xî  + +  xî^-Yî-Yî- -y; 

X^,  X), Xa,  Y|,  Ys, Y*  étant  des  polynômes  à  coefficients 

réels.  Nous  dirons  que  f  est  la  somme  de  h  carrés  positifs  et  de  k 
carrés  négatifs. 

535.  Théorème  (loi  dlnertie).  —  Quel  que  soit  le  mode  de 
décomposition  d^une  forme  quadratique  à  coefficients  réels  en  carrés 
indépendants^  le  nombre  des  carrés  positifs  et  le  nombre  des  cai^és 
négatifs  sont  invariables. 

Celle  proposition,  nommée  par  H.  Sylvester  loi  d'inertie  a  été 
trouvée  par  M.  Hermite. 

Supposons  que  la  forme  quadratique  f{x^,  or,,  ar„],  à  coeffi- 
cients réels,  étant  décomposée  en  carrés  indépendants  on  ait  : 

/'SXÎ  +  XÎ+ +XÎ-ÏÏ-ÏÎ- -Y»         (1) 

le  nombre  des  carrés  positifs  étant  égal  à  fc  et  le  nombre  des 
carrés  négatifs  égal  à  k. 
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Supposons  qu'on  ait  trouvé  une  autre  décomposition 

f^Z\+Z\  + +  Zî,  ^  Tï  -  T;  - -Tî,      (2) 

les  polynômes  Zj,  Z„ Zv,  T^,  T„  .....  T**  étant  indépendants  ou 

non.  Je  dis  que  Ton  a  A'  ^  A. 
En  effet,  supposons  h'  <ih;  dans  ce  cas  on  a  : 

h'  +  k<h  +  k, 

et  par  suite 

A'  +  *  <  n. 

On  pourra  donc  trouver  une  infinité  de  solutions  des  équationi 
Z,  =  0,  Z,  =0,  .....  Z,,  =  0,  Y,  =  0,  Y,=  0, Y*  =  0.      (3) 

Or  les  polynômes 

étant  indépendants  et  en  nombre  supérieur  à  A'  -|-  A-,  on  sait  (223) 
que  parmi  les  solutions  des  équations  (3)  il  s'en  trouve  nécessai- 
rement qui  n'annulent  pas  tous  ces  polynômes,  et  par  suite  n'annu- 
lent pas  tous  les  polynômes 

A.i^  Ajï  ..•••  AA* 

Remplaçons  Xp  x^,  x„par  les  nombres  appartenant  à  une 

de  ces  solutions.  En  vertu  de  l'identité  (1),  la  forme  f  deviendra 
égale  à  un  nombre  positifs  tandis  qu'en  vertu  de  l'identité  (2)  elle 
devrait  prendre  une  valeur  négative  ou  nulle.  Il  y  a  donc  impossi- 
bilité à  supposer  A'  <C  A  ;  donc  on  a 

A>A. 

On  démontrera  de  même  que  l'on  a  A*'  >  ft  ;  d'ailleurs  il  suffirait 
d'appliquer  le  raisonnement  précédente  la  forme  — /l 

Supposons  maintenant  les  carrés  correspondants  à  la  seconde 
décomposition  également  indépendants,  on  aura  aussi  : 

donc  on  doit  avoir  dans  ce  cas 

h=K,k  =  k\ 
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536.  Propriété  fondamentale  du  discriminant,  -r  Consi- 
dérons une  forme  quadratique  /"(ay^o?,, Xn)  dont  le  discrimi- 
nant soit  différent  de  zéro.  Cette  forme  est  décomposable  en  une 
somme  de  n  carrés  indépendants;  nous  pouvons  poser  : 


/•=pr+pr+.....+p: 


k      •      • 


Soient 


P,  =  *}x.  +  b\x,  +  +  i»ar. 


(1) 


*     •     • 


Ces  polynômes  étant  indépendants,  leur  déterminant 


D  = 


ai    b\     ...    *» 

àj  *;  ...  *; 

Ai    *2    ...    « 

est  différent  de  zéro. 
Or  on  déduit  de  l'identité  (1) 

/;  s  b\  P.  +  *î  P,  + 
A  s  6Î  P.  +  6Î  P.  + 


+  *iP, 

+    «    Pn 


A=ôrPi  +  6?p,  + +  6;;Pn 


(2) 


i\ 


(3) 


Si  Ton  regarde /*!, /s, /*»  comme  des  fonctions  des  variables 

Pj,  Pj,  P„,   le  déterminant  de  ces  formes  est  égal  à  D,*  si 

Ton  fait  la  substitution  linéaire  représentée  par  les  formules  (2),  le 

déterminant  des  coefficients  des  variables  nouvelles  x^,  or,, x» 

sera  égal  à  D  x  D  ou  D'  (226).  Or  le  déterminant  obtenu  n*est  pas 
autre  chose  que  A,  puisqu^on  aura  ainsi  exprimé  les  fonctions 
/i,  fi, fn  au  moyen  de  ar^,  ar„ a:„,  donc  on  a  : 


A  =  D> 


.^4^ 


II.  —  1.  MiMwamjowmi,  •»  alaésm. 
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Cela  posé,  si  Ton  fait  la  substitution  linéaire 

^1  =  c\yt  +  c^y,  + +  ^9n 


^n  =  cly,+cly,  + +c2y« 


en  supposant  le  module  de  la  substitution, 


F  = 


e 
c 


Ci 


•       w 


différent  de  zéro,  la  îorme  f(x^,  a?„ x«)  se  transformera  en  une 

forme  quadratique  composée  avec  les  variables  nouvelles,  de  sorte 
qu*on  aura  : 


et 


A^i»  »r ^n)  Si  <y  (yj,  y„ y,), 


î(yi,  yr î/")  =^  Qi  +  Qî  + +  Qi, 


en  désignant  par  Qt,  Q,, Q»  ce  que  deviennent  les  polynômes 

Pi,P,,  ...P„,respectivement,  après  la  substitution. Or  le  déterminant 
des  coefficients  des  polynômes  Q|,  Q,, Qn  est  égal  à 

donc,  si  Ton  nomme  A'  le  discriminant  de  la  forme  transformée 


A'  =  (D.  t^y 


c*est-à-dire  : 


A'  =  A.  fi', 


on  exprime  cette  propriété  du  discriminant  en  disant  que  le  dis- 
criminant d*une  forme  quadratique  est  un  invariant  de  cette  forme 
637.  On  appelle  vivariant  d'une  forme,  toute  fonction  F  des  coeffi- 
cients de  cette  forme,  telle  que  ¥'  désignant  la  même  fonction  des  coef" 
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fidents  de  la  forme  f  obtenue  en  effectuant   sur  les  variables  dont 
dépend  la  forme  donnée  f  une  substitution  linéaire  de  module  fA,  on  ait  : 

F'=F.  fi* 
h  étant  une  constante. 


Il  est  évident  que  toute  puissance  du  discriminant  d*une  fonne  quadratique  scr 
aoBsi  un  invariant  de  cette  forme: il  est  facile  de  prouver  qu*elle  n*en  a  pas  d'autres. 
En  effet,  soit  : 

/=:p;  +  PÎ-f....  +  i^ 

une  forme  quadratique  à  n  variables  dont  le  discriminant  A  est  différent  do  zéro, 
et  soit  I  un  invariant  de  cette  forme.  Les  polynômes  P  ,  P^, . . .  P^  étant  indépcn< 
dants,  on  peut  exprimer  ^.i  ^^  •  •  •  ^«  ^^  fonctions  de  P  ,  P  ...  P^  que  nous  regar- 
derons comme  de  nouvelles  variables.  Or,  par  rapport  à  ces  variables,  le  discrimi  • 
nant  est  égal  à  1,  de  sorte  que  si  {&  est  le  module  de  la  substitution  : 

P  =  I.|i* 

ùf  =  A.  |A«. 

D'où,  en  remarquant  que  A  s  f ,  et  que  V  est  un  nombre, 

I«  =  1'*A* 

Cette  équation  exprime  que  (  est  proportionnel  à  une  puissance  de  A. 

On  peut  donc  dire  qu'une  forme  quadratique  n'a  pas  d'autre  invariant  que  son 
discriminant, 

538.  Hesaien.  —  On  nomme  Hessien  *  d*une  fonction  homogène  d'un  nombre 
quelconque  de  variables,  le  déterminant  formé  avec  les  dérivées  secondes  de  cette 
fonction  par  rapport  à  ces  variables.  Ainsi  dans  le  cas  de  trois  variables,  le  déter- 
minant : 


6 

c 

c 

c 

<« 

c 

c 

c 

^« 

est  le  Hessien  de  la  forme  homogène  f  («,  y,  z). 

On  voit  que  le  Hessien  n'est  pas  autre  chose  que  le  déterminant  fonctionnel  de? 
dérivées  du  premier  ordre  de  la  fonction. 

Le  discriminant  d'une  forme  quadratique  n'est  pas  autre  chose  que  le  Hessien  de 
cette  forme. 

539.  Propriété  fondamentale  du  Heselea.  —  Soit  une  fonction  de  n  varia- 
bles f  (ofj,  «,,...  a?^)  et  désignons  par  f^,  /,,...  f^  ses  dérivées  par  rapport  aux 
variables  x^^  x^^  ...  x^  respectivement,  et  supposons  que  l'on  fasse  une  snbstitutiou 

1.  Da  nom  da  mathématioion  O.  Hesse.  élève  de  JaoobL 
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linéaire  : 


'i  =  «î^i +  «!»!+ •••  +  «?  Vn  +  û?*"* 


de    module  (t  différent  de  zéro.   La  forme  donnée  deviendra   une  fonction 
F  (Vj,  y^,  ...  f/^)  des  nouvelles  variables;  soient  F^,  F^,  ...  F^  les  dérivées  par 

rapport  à  ces  variables,  on  a  : 

0(^4»  y,.  •••  y„)     ï>(/;»  /;» ...  Ai)'  ï>(*i,«,i...«n)'  P(yi'y»»  •••  y») 


Or,  les  équations 


r—  r^  - —  a,   +  -—  a,  +  .  .,  +  — -    0 
Î^F        V    ,    ,    2^/^    .   .  .    ^r    . 


- —  =  -—  a^  -f  r—  a»  +  . . .  +  r—  fl„ 


montrent  que 


D(F,.F,....g,) 


^  »^. 


On  a  ensuite  : 


D  (a?^,  a?^,  > . .  g,)  _ 

0(^1»  y,i ...  y») 

Donc,  en  appelant  H'  le  Hessien  de  la  forme  F  Çy^,  y^,  . , ,  y^^  on  a  s 

H'  =  H  .  jt* 

En  général,  H  est  une  fonction  des  coefficients  et, des  variables  de  la  forme  fi  On 
exprime  la  propriété  précédente  en  disant  que  le  He$sien  esi  tm  eovariant. 
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640.  F^netfoB  adjointe.  ^  Soit  : 


ir 


en  posant 


oom 


coft 


âironpoM 


1  ^f 


i^f 


z--/     c:^-/     *!r-/ 

â^,"^*'     s^y-^»'      2^*""^" 


a*  4-  *"y+  b's: 
*'«  +  6y  +  a"y: 


a 
6" 

t' 

.r 

1 


y' 

a' 
b 

u 


b' 

b 
a" 

fi 


fi 
A 
A 


A 
A 
A 


6' 


6' 
6 


6^ 

b 


=  0. 


fl) 


en  remarquant  qne  Téquation  (2)  peut  être  écrit  ainti  : 


a 

b" 

b' 

A 


6" 

b 
A 


6' 
a" 

A 


A  +  o 
A  +  o 
A  +  o 
0  +  r 


-0, 


ona: 


M  =  - 


b' 
A 


6" 
b 

A 


6' 

a 

A 


r» 


A 
A 
A 

0 


Si  l*on  désigne  par  A»  A',  A",  B,  B',  B"  les  coefficients  des  éléments  de  ^,  on  a,  en 
dôyeloppant  le  second  membre  de  Téquation  précédente  : 

A*=Arî  +  A7î  +  A'7î  +  »B/;/;+2B'/;/;  +  »B"/^/;     (s) 


Désignions  ce  polynôme  en  Ai  A»  A  par  ?. 
On  tire  des  équations  (i)  : 

A  A  4-  B"A+  B'A 
«Y,  +  A'A+  BA 
B'  A  +  B  A  +  AT. 


=  8  .  y   J 

=  a  .  f  ) 


W 


on  peut  poser 
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Ajî*  +  A'iy»  f  2  W'xy  =  9  (ox  +  ôy)«  +  •»  (tf  a?  +  l^y)K 


Montrer  que  Ton  peut  déterminer  c  et  c'  de  sorte  que 


f^tiflx  +  6y  +  czy  -f-  e*  {dx-^Vy  +  c'a)»  +  A",*» 


calculer  A^. 
2.  Soit 


19» 


F  =  A  a?«  +  A'y»  +  A's*  +  2  By»  +  2  B' sa:  +  2  B'jry  +  2  /  (C«  +  Cy  +  0'«)  +  D/». 


En  supposant 


A  B*  B* 
B*  A'  B 
B'       B       A' 


¥^0, 


on  a 

.  AdP*+AV«  +  A'a«  +  2By«+2B'saî+îB"«y 

^  e  (ojc  +  6y  +  ex)» +  «' (ûTo? -f- 6'y  4- cx)« +  «•(«•«  + y  y  +  «•«)•. 

Montrer  que  Ton  peut  déterminer  d,  cf,  (T  tels  que 

calculer  D|. 
3.  Soit 


une  forme  quadratique  ;  on  applique  la  méthode  de  Gauss  pour  la  réduire  à  une 
somme  de  carrés  ;  soit 


r=ejXÎ+«,XÎ+ +e.X* 


et  supposons 


,M-» 


A+î 


x*=«A+  «r  *A+i  +  «A  *A+î  + +  *;* 


montrer  que  l*on  a 


A  A,      _  A, 

A|  A, 


•  •  •  •     *n  ^^     4 


OÙ  A4  désire  le  Hessien  de  la  forme 


f  (^,.  *,» 


x^,  0,  0, 


(Cb.  HKRMrrB.) 
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4.  En  gardant  les  mêmes  notations,  et  en  posant 


.*-l 


=  Afc  et    Al  5=/;, 


A 


/t.  A 


/"^  étant  les  demi-dériyées  de  la  forme  f\  montrer  que 


de  sorte  que 


/  ^  -i  +  _L  4.  — 1-  4. 

'         A.AA         AA 


a: 


^hA^I 


(Jacobl) 


5.  Soient /et  9  deux  formes  quadratiques  à  n  variables.  Le  discriminant  de 
/  +  X  ?  est  un  invariant.  En  conclure  que  les  coef ûcients  des  différentes  puissances 
de  X  sont  des  invariants  simultanés  des  deux  formes/* et  9.  Donner  l'expression  de 
ces  invariants. 

Si  Ton  égale  à  zéro  ïe  discriminant  de/'-f  X  9,  on  obtient  une  équation  qui  exprime 
que  /*  +  X9  se  réduit  à  une  somme  de  moins  de  n  carrés;  les  coefficients  de  cette 
équation  étant  des  invariants,on  en  conclut  que  les  racines  deTéquation  en  X  ne  chan- 
gent pas  quand  on  effectue  sur  les  variables  x^^  Xi,...  arnune  substitution  linéaire. 

6.  Âlontrer  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 

A  x»  +  A'y  »  +  A"  X  «  +  2  B  y  s  +  2  B'  «  jr  +  2  B''  «  y 

soit  un  carré  parfait,  sont  les  suivantes  : 

AA'  — B"^  =  o,  AA"  — B^  =  o    AB  — B'B''  =  o 

en  supposant  k^  0, 

On  écrit  que  les  dérivées  par  rapport  à  y  et  à  s  sont  proportionnelies  &  la 
dérivée  par  rapporta  » 

7.  Décomposer  en  une  somme  de  n  carrés,  l'expression 

/'=(xt  +  j?,+ +«n)*  +  W+^î+ +*î)a 

Désignons  la  somme  X|  +  Xt  +  . . .  +  x^  par  u  ;  on  peut  poser 
rs(xi+Xi/)*  -f-(a:i  +  Xtt)*+ +(«n  +  ^«)* 

déterminer  le  facteur  numérique  X 
Examiner  si  les  carrés  obtenus  sont  distincts. 
Lorsque  a^=.-~-n^  faire  voir  que  Ton  a  : 


f<o. 


: 
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8.  Trouver  la  conditioD  pour  que  le  flessien  de  la  forme 

a  jf*  +  8  bx^  y  i- 3  c  ay*  +  rf.y • 

soit  un  carré  parfait. 

9.  Soit  . 

/"(**,  *A^-i/ •  •  *n) 
Il  lie  forme  quadratique  ne  renfermant  pas  x\,  de  sorte  que. 

■      •  • 
et  soit  a  ^  0.  On  pose 

et  Ton  tire  Xj^  de  Téquation  précédente  ;  prouver  que 
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x\  étant  de  la  forme  : 


*  jL  ^—   â?jL   "T   A  Jr^  I  a    "T"   tJ  ^JL  i  f   T     •  •  • 


M-1 


VM 


En  écrivant  ainsi  la  forme  donnée  : 


/"=**  {««H^ +Mh-« +  -"  +  ^*n) +*M-i  ("iM"«  +  **/'^»  +  '-0+*i(*H-«."-^ 


montrer  que 


(J.  Kronecker.) 

10.  Soit    /'(«,«,»•••  «n)    '^'^^  fonction  de  n  variables,  et  soient    ç^,  9,,  - . .  Çj^ 
ft  fonctions  de  ces  mêmes  variables;  prouver  que  le  déterminant 


H 

^9, 
^       ••  • 

'b9k 

3«» 

0     .. 

•  •  •  ^ 

•  •  •  • 

3ç 

!  0 

...    0 

•     *      •      « 

i9k 

•  •  •  • 

3ç, 

ï   0 

• 

0     .. 

...     0 

FORMES  QUADRATIQUES 
Montrer  que  le  déterminant 


lût 


H^ 

• 

^*1 

.  ..       r 

Oyi 

2)yn 

Hk 

•    •   •               -V 

^9, 

■    0 

i 

0 

■  •  < 
"bxi 

>  •  •  • 

0 

0 

0 

est  un  invariant;  ç  ,  <p ,. . .  ç*  désignant  ft  fonctions  des  variables  x^,  Jf^-  -  «„  ^^ 
*4.  *,,...  *»,  *  fonctions  des  variables  y^,  y,,. . .  y«.  Enfin  H^  étant  le  Hessien 
généralisé  relatif  à 

On  considérera  la  fonction 

%  =  f(x^,x^,...  »„,y^.y,,  ...y„)  +  «^i4't+*H^+8+-  •+*»+*** 

on  formera  le  Ery  relatif  à  d  et  on  posera  : 


«,+i  =  «»ft*--    ^«n44  =  î'ii+t- VMi  •••  ""^M^""^' 


14.  Soit 


/•(«..«,.  ...  «^,  yi,y«    ••  yj,»«i-  *•  •••  S) 


prouver  qae 


D(*ti  *!,...  aî^i  Vf  Jhi  •••  y,) 
(if      if  IL     IL.     IL. 

°    \§"^'  â^'  ••'  a^»'  ay,'  3 y,' 

D(«„  «1,  ...  a„,  s,.  «,.  ...  «,) 


) 


IB.  Si  Ton  fait  sur  les  y  et  sur  les  z,  puis  sur  les  x  des  substitutions  linéaires,  le 
déterminant  précédent  se  reproduit  multiplié  par  le  produit  des  modules  des  subs- 
titutions. . 

i6.   Montrer  que  Ton  peut  ajouter  aux  variables  x  des  fonctions  linéaire^ 
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d'aatres  variables,  sans  changer  le  déterminant  proposé,  en  posant  par  exemple  : 


yi=y'i 


•  •  f  •  • 

Vb ^  Va» 


ÏL  Soit 


/^(«if«i.  ...  *-) 


one  fonction  de  n  variables  et  soit 


on  considère  le  déterminant 


/ae     de  do  n 

D(«l,  ^    ...««,   S|,  Stf    •••    «p) 


et  Ton  fait  ensuite 


En  conclure  que  le  déterminant 


^i  ^9p 


. 

H 

te 

Î>t4 

H. 

3*.  •••• 

'K 

•  •  ^   • 

^, 

3*, 

»*,  "  • 

•5^: 

^ —  •  •  • 

à9, 

—     ••• 

Ô9p 

0    0.. 

...  0 

0    0  0 


est  an  invariant 

Remarque.  —  Ces  propriétés  da  Hessien  généralisé  ont  été  expojiées  par 
M.  6.  Darboux  dans  son  cours,  à  la  Sorbonne. 


FORMES  OUADRATIQOBS 
18.  BzeihpXas.  -^  Soit 

/SB  Aâf»  +  2  Bary  +  Cy  •  +  2  D*  +  2  Ey  +  F, 
m  considère  les  dëtenninants 


0  = 


A  B  D  « 

B  G  E  9 

D  E  F  10 

Il  0  19  0 


01  = 


À  B  D  11 

B  G  E  9 

D  E  F  10 

u'  xf  10'  0 


a= 


A. 

B, 

D, 

tt 

U* 

B 

G 

E 

9 

V' 

D 

B 

F 

19 

w' 

u 

9 

«0 

0 

0 

tC 

xt 

19' 

0 

0 

L'équation  f  (x,  y,  s)  =  0  représente  une  conique.  Quelle  est  la  signification  des 
équations  e  =  0;  Oi  =  0;  di  =  0. 
Soit 

A' a?»  +  2  B'xy  +  C'y»  +  2  IX*  +  «  E'y  +  F'  x=  0, 
^équation  d'une  seconde  conique  ;  on  développe 


A  +  XA' 

B  +  XB' 

D  +  XD' 

u 

B  +  XB' 

C  +  XC 

E+XE* 

9 

D  +  XD* 

E  +  XE' 

F  +  XT 

10 

u 

9 

10 

0 

suivant  les  puissances  deX.  Les  coefficients  du  développement  sont  des  in  variants. 
Montrer  qu'en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  X  on  obtient  la  condition  pour  que 
la  droite  ayant  pour  équation 

ux  +  9y +  10  =  0 

coupe  harmoniquement  les  deux  ix)niques.  Trouver  Teuveloppe  de  cette  droite. 
Étendre  ces  considérations  au  cas  des  surfaces  du  second  degré. 

19.  Soient 


f  (*t>  *i *«)  «^  9  (*n  ^ 


'.) 


deux  formes  quadratiques. 
Supposons  la  forme  9  définie,  c'est-à-dire  ne  pouvant  s'annuler  que  si  Ton  pose 

Xi  zs  x^  =  .  •  • .  •  =  x^  s=  0* 

On  forme  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de 

/-S9. 

Prouver  que  l'équation  obtenue  n'a  aucune  racine  imaginaire,  en  supposant  lei> 
coefficients  de  /  et  9  réels. 
—  Si  a  +  pi  était  une  racine  de  l'équation  considérée,  l'expression 

/'-(a  +  pt)9 
serait  une  somme  de  moins  de  n  carrés,  de  sorte  que  l'on  aurait  : 


/•- (a+  pi)9  =  (P,  +  Qji)*  +  (P,  +  Q«i)«  + +(Pa  -r  0,  i)' 
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h  étant  moindre  que  n.  On  peut  trouTer  des  nomlms  yuy% y^^  non  tous  nuls 

et  tels  qu*en  posant 

^i^yu   «i  =  yti   ^n  =  yn 

on  ait: 

Qi  =  0,     Q,=0,     Qa  =  0. 

donc,  en  faisant  jcette  substitution  dans  le  second  membre  de  1* identité  précédente* 

on  aurait  un  résultat  réel,  tandis  que  dans  le  premier  membre  le  coefficient  de  ç 

est  égal  à  —  Pçi,  çi  étant  ce  que  devient  9  ;  mais  91  est  différent  de  zéro,  donc  p  =  0 

20.  Soit  f{xif  Xf^y xj  une  fonction  entière  homogène  d'un  degré  quelconque. 

Le  Hessien  H  est  un  invariant.  Si  l'on  fait  une  substitution  linéaire,  il  se  reproduit, 
multiplié  par  le  carré  du  module. 

Si  H  =  0,  on  peut  trouver  une  substitution  linéaire  qui  ramène  la  fonction  à  ne 
dépendre  que  de  n  ^  1  variables  au  plus. 

En  particulier  si  n  =  4,  et  si  Xi,  x,,  otj,  x^  sont  des  coordonnées,  H  =  0  exprime  la 
condition  pour  que  /*=  0  représente  un  cône  (voir  Brioschi,  Théorie  des  déterminants, 
p.  129  et  suiv.y  ou  Journal  de  Crelle,  tome  XLII,  1851)» 


LIVRE  IV 

THÉORIE    DES    ÉQUATIONS 


CHAPITRE   PREMIER 

THÉORÈME  DE  DALEMBERT.  RELATIONS  ENTRE  LES  COEFFICIENTS 
ET  LES  RACINES  D'UNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE 

541.  On  appelle  équation  algébrique  à  une  inconnue,  toute  équa- 
tion pouvant  se  ramener  à  la  forme 

A.z'»  +  A^z^'  + +  Apz"-'  + +  A«.,  z  +  Am  =  0, 

Âq,  A|, kp, Am  étant  des  nombres  donnés,  réels  ou  imagi* 

n aires,  s  désignant  Tinconnue  et  m  étant  un  nombre  entier  que 
Ton  nomme  le  degré  de  Téquation. 

Si  Ton  représente  le  premier  membre  de  cette  équation  par  f[z)y 
on  dit  que  «  -}~  ^^  ^^^  racine  de  Téquation  proposée,  lorsque,  en 
remplaçant  z  par  «c  +  ^^  dans  le  polynôme  f{z)j  et  appliquant  les 
règles  du  calcul  des  imaginaires,  on  trouve  : 

/•(«  +  pi)  =  0. 

En  général,  si  Ton  remplace  z  par  ol  -{-  ^i,  a  et  p  étant  des  nombres 
réels  arbitraires,  on  obtiendra,  comme  nous  Tavons  déjà  VU|  un 
résultat  de  la  forme 

P+Qi. 

Dire  que  «  -f-j^t  est  racine  de  Téquation  proposée,  c*est  dire  que 
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Ton  a  : 

P  =  0    et    Q  =  0. 

Résoudre  une  équation,  c'est  trouver  toutes  ses  racines. 
342.  Nous  savons  déjà  que  s\  «c  +  P  ^  ^st  racine  de  l'équation 

le  polynôme  f{z)  est  divisible  par 

D^une  manière  générale,  si  Ton  désigne  par  a  un  nombre  réel  ou 
imaginaire,  on  dit  que  a  est  racine  d*ordre  p  de  multiplicité  de 
réquation 

si  le  polynôme  f{x)  est  divisible  par  (z  —  a)',  de  sorte  que 

9  (z)  étant  un  polynôme  entier  en  z,  non  divisible  par  x  —  a.  En 
d'autres  termes,  si  f{z)  et  ?(z)  sont  des  polynômes  entiers  en  z, 
ridentité  (1)  exprime  que  a  est  racine  d'ordre  p  de  multiplicité  de 
réquation 

m = 0 

si  Ton  a 

^(fl)y  0. 

Nous  avons  trouvé  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
poui'  qu'il  en  soit  ainsi,  sont  les  suivantes  : 

/(a)=0,    ria)  =  0,     r(«)=0.     />-')(a)  =  0,    /W(o)^0. 

543.  Théorème  fondaiiieiitel  (Dalembert). 

Toute  équation  algébrique  entière^  à  coefficients  réels  ou  imaginaires^  a  au  moim 
une  racine  réelle  ou  imaginaire. 
SoU; 

/'W^A.j^-fAjs'»-»  +...  +A„  =  0. 

I 

réquation  proposée.  Donnons  à  z  une  valeur  arUtraire  i«  et  posons 

/*  (3ç)  ==  R,  (cos  a«  +  «  sin  a«). 


i 
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Donnons  à  z  une  autre  valeur  :Zf\-  h  et  soit  : 

nz,  +  A)  s/(ïj  +  LfW  (ï.)  +  JL^  /H-i)(,,)  + ...  +  ^,  /<->  w. 

Le  dernier  terme  n'est  autre  que  Ao  h^  ;  il  peut  se  faire  que  quelques-unes  des 
dérivées  successives  de /* (5)  soient  nulles  pourjK  =  2o;  supposons  que  la  première 

qui  ne  s'annule  pas  soit  f^'^  {z^)  et  posons  : 

A  =  p  (cos  ?  +  <  8in  9) 
'-^  =  r,(co««, +  ism«,) 


m 


—  =  Ao  =  'm  (COS  «m  +  » 8^*^ ««)» 


de  sorte  que  : 

/(s^+A)  =  R^(cos«^+jsin«^)  +  r^  e''[(cos(P9+%)  +  «sin  (pç  + %)]  + ... 

+  ''m  P"*  [(cos  (»«  9  +  «m)  +  *  sin  (w  ç  +  «„)] . 

Par  suite,  en  désignant  par  Ri  le  module  de  /'(fo  +  '0  : 

rJ  =  [R^cosa^,  +  r^p'cos  (p 9  +  a^)  -}-  . . .  4-  ' «  p"*  cos  (m  ç  +  ««)]' 
+  [RoSin«o+'>p''sin(p?  +  a^)  +  ...  + ''„  p"*  sin(m9  +  «„)]* 

d'où: 

RÎ=RÎ+2R^r^p''co8(p9  +  a^-ao)  +  ...+rî.p*'". 

L*angle  9  est  arbitraire  ;  on  peut  toqjours  supposer  l'argument  p  9  +  a^  —  a 

choisi  de  telle  façon  que  son  cosinus  soit  négatif;  par  exemple,  on  pourrait  poser 

*„  —  ««+« 
9=  Ji ~ ce  cosinus  serait  alors  égal  à  —  1  ;  en  outre,  on  peut  trouver  un 

P 
nombre  0,  tel  que,  en  supposant  p  <  0,  le  polynôme 

2R^  r^pP  cos  (p9+a^-«o)+  ••'  +  ^m  P*" 

ait  le  signe  de  son  premier  terme,  et,  par  suite,  soit  négatif.  En  supposant  p  et  c 
choisis  de  cette  manière,  on  aura  : 

rî<r; 

et,  par  conséquent  : 

mod  f  (So  +  W  <  mod  f  (rJ. 

11  convient  de  remarquer  qu'il  en  sera  ainsi,  quel  que  soit  le  module  de  A  pourvu 
que  ce  module  soit  inférieur  à  0,  et  que  Targument  de  A  soit  convenablement 
choiiL 

H.   —  B.  ir»WBIiaLOWIEI.    —  ALOÉBEI.  44 
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Gela  posé,  soit  Zi  une  valeur  déterminée  de  z,  et  supposons  que  le  module  de  /*(si) 
ait  une  valeur  A  diff'îrente  de  ziîro.  On  peut  trouver  un  nombre  B  tel  que  l'inégalité 

mod  s  ^  B 

entraîne  la  suivante  : 

mod  f  (z)  >  A. 

L'équation  f{z)  =  o  ne  peut  avoir  aucune  racine  dont  le  module  soit  égal  ou 
supérieur  &  B  ;  supposons  qu'elle  n'ait  aucune  racine  dont  le  module  soit  inférieur 
à  B;  nous  allons  prouver  que  cette  hypothèse  est  ioadmi<isible.  En  effet,  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  ayant  un  module  inférieur  à  B,  on  aura,  si  Thypothèse  ^^t 
justifiée: 

mod  f  (z)  >  o. 

11  en  sera  de  même  pour  toutes  les  valeurs  de  z  vérifiant  les  inégalités  : 

—  B  <  X-  <  B 
-B<y<B 

en  supposant  : 

Les  modules  correspondants  de  f  {z)  forment  alors  un  ensemble  limité  inférieure- 
ment,  et  par  suite,  ayant  un  minimum  absolu  R^. 
Considérons  d'une  part  les  valeurs  de  z  satisfaisant  aux  inégalités 

-B<y<B 

et  de  l'autre,  les  valeurs  satisfaisant  aux  inégalités 

-B<y<B 
o<a:<B 

Dans  l'un  an  moins  de  ces  systèmes,  le  minimum  absolu  de  mod  f  (z)  sera  R^  ; 

supposons,  par  exemple,  que  ce  soit  dans  le  second.  Partageons  en  deux  l'intervalle 

B  B 

dans  lequel  varie  x  :  de  0  à  -  ei  de  -  à  B  et  ainsi  de  suite  ;  en  procédant  comme 

nous  l'avons  déjà  fait  pour  une  seule  variable,  nous  obtiendrons  une  suite  d'en- 
sembles de  valeurs  de  z  satisfaisant  aux  inégalités. 

— B<y<B 

a„  <  X  <  a^j, 

les  nombres  a^^  a^^^  ayant  une  limite  commune  x^.  Cela  fait,  nous  traiterons 

l'intervalle  relatif  à  j^  de  la  même  façon  et  nous  arriverons  ainsi  à  un  ensemble 
de  valeurs  de  z  vérifiant  les  conditions 

i>,<y<i>,^, 
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^n  ®^  ^n+i  ^7^^^  ^^^  limite  commune  y^^  comme  a^  et  a^^  ont  déjà  pour  limite  x^ 
Soit  a  un  nombre  positif  arbitraire;  on  peut  déterminer  un  nombre  positif  k  tel 
que  les  inégalités 


entraînent  celles-ci  : 


Rp<mod/(»)<Rt  +  a  (2) 


Posons 


^#=^•4  yo«; 


!•  module  de  f(z)  étant  une  fonction  continue  de  x  et  de  y,  on  peut  déterminer 
un  nombre  positif  p  tel  que  Tinégalilé 

entraine  : 

|mod/(»)--mod /(!,)!<*  (3) 

de  sorte  que  les  inégalités  (2)  et  (3)  donnent  : 

|mod/'(2,)-Rol<a«, 

mais  a  est  arbitraire  tandis  que  f  {z^)  et  Ro  sont  des  nombres  déterminés  ;  donc 
on  a: 

mod^(«o)==Ro. 

D^ailleurs  on  a  nécessairement 

mod  2«  <  B. 

En  effet,  s'il  en  était  autrement,  on  aurait  mod  f(z^)  >  A,  c'est-à-dire  Ro  >  A  ; 
or  A  est  le  module  de  f  (jsi)  et  comme  zi  appartient  à  Tensemblc  des  valeurs  de  z  que 
nous  avons  considérées,  on  a  Ro  ^  A. 

Cela  posé,  on  peut  trouver  une  valeur  de  x,  s,  +  h  différant  de  s^  d'aussi  peu 
qu'on  veut  et  par  suite  ayant  un  module  inférieur  à  B,  et  telle  que  Ton  ait  : 

mod /'(«o  +  A)<  mod /(«o) 

donc,  Ro  ne  serait  pas  le  minimum  absolu  de  mod  f(z). 

L'hypothèse  que  nous  avons  faite  est  donc  impossible 

Il  en  résulte  qu'il  y  a  nécessairement  parmi  les  valeurs  do  z  dont  le  module  est 
inférieur  à  B,  au  moins  une  valeur  Jb'  telle  que  l'on  ait 

mod/(*')  =  0 

Ç9  qui  démontre  la  propositioii. 
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CONSÉQUENCES  DU  THÉORÈME  DE  DALEMDERT 

544.    Théorème.   —  La   nombre   des    racines    (Tune    équation 
algébrique  est  égal  à  son  degré» 
Soit 

f(z)  =  0 

une  équation  algébrique  de  degré  m.  D'après  le  théorème  pré- 
cédent, cette  équation  a  au  moins  une  racine  réelle  ou  imaginaire 
que  nous  désignerons  par  a^.  On  a  par  suite 

f{z)^{z-a,)f,{z), 

fi(z)  étant  un  polynôme  entier  à  coefficienls  réels  ou  imaginaires, 
comme  /*{z),  mais  de  degré  m  —  1.  L'équation  /i(2)  =  0  admet  à 
son  tour,  au  moins  une  racine  a^,  réelle  ou  imaginaire,  pouvant 
être  identique  à  a^  ou  en  différer;  dans  tous  les  cas 

/i(z)  étant  un  polynôme  entier  de  degré  m  —  2,  et  ainsi  de  suite. 
On  arrivera  en  continuant  ce  raisonnement,  à  un  polynôme  fm^i{3), 
du  premier  degré,  que  l'on  pourra  mettre  sous  la  forme 

/m  désignant  une  constante.  On  aura  donc  ainsi  : 

/;(z)^(z~a,)/;(z), 

/;(z)^(z-a,)/;(z), 


f^^t  (z)  =  (s  —  a«-i)/m^i(z), 
/m-i  (z)  =  (Z  —  a„)  f^ 


d*où,  en  multipliant  membre  à  membre  toutes  ces  identités 

/*(*)  =  («  —  ûi)  (*  —  «2)  («  —  «a) («  —  am-i)(«  —  a^O/m. 

Les  deux  membres  sont  des  polynômes  entiers  en  z  qui  doivent 
être  égaux  pour  toutes  les  valeurs  de  z;  les  coefficients  des  puis- 
sances semblables  de  z  doivent  être  égaux,  comme  on  Ta  vu;  si 
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l'on  désigne  par  Ao  le  coefficient  de  z™  dans  f[z)^  on  doît  donc 
avoir  : 

fm  =  A^, 

et  par  suite,  on  obtient  cette  identité  fondamentale  : 

f[z)  =  Ao(2  -  a,)  (s  —  O,) (Z  —  dm)  (l) 

Si  tous  les  nombres  a^,  a,, am  sont  inégaux,  Téquation 

aura  m  racines  distinctes;  si  quelques-uns  de  ces  nombres  sont 
égaux  entre  eux,  l'équation  aura  des  racines  égales;  en  général,  on 
pourra  poser 

f[z)  ^  A,{z  -  aY{z  -  by (z  -  /)'  (2) 

avec  la  condition 

«  +  |3  + +  >  =  m. 

De  sorte  que  a  est,  dans  ce  cas,  racine  d'ordre  «  de  multipHcilé, 
b  racine  d'ordre  p,  et  ainsi  de  suite. 

Je  dis  maintenant  que  Véquation  f{z)  =0  ne  peut  avoir  plus  de  m 
racines,  chaque  racine  étant  comptée  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  son  ordre  de  multiplicité. 

En  effet,  supposons  qu'il  existe  une  racine  z  différente  de  chacun 

des  nombres  a,  byC, /.  Les  deux  membres  de  l'identité  (2)  étant 

égaux  pour  toutes  les  valeurs  de  2,  le  second  membre  doit  s'annuler 
comme  le  premier  quand  on  remplace  z  par  z  ;  mais  le  produit  de 
facteurs  réels  ou  imaginaires 

A,[z'^aY{z^bY (z'-O" 

ne  peut  être  nul  que  si  l'un  au  moins  de  ses  facteurs  est  nul  ;  or, 

chacun  des  facteurs  z  —  a,z  ^-  b, z  —  /  étant  supposé  différent 

de  zéro,  on  doit  avoir 

Ao=0; 

lo  second  membre  de  l'identité  (2)  serait  nul  pour  toutes  les  valeurs 
de  2,  et  par  suite  on  aurait  : 
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On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Toute  équaiian  algébrique  de  degré  m,  a  m  racines ^  distinctes  ou  non; 
elle  ne  peut  en  avoir  davantage  sans  que  son  premier  membre  soit  nul 
identiquement. 

Corollaire.  —  Si  deux  polynômes  entiers  en  z,  f{z)  et  (f  (z),  prennent 
des  valeurs  égales  pour  des  valeurs  de  z  en  nombre  supérieur  à  leurs 
degrés^  ces  polynômes  sont  identiques. 

En  effet  Inéquation  f{z)  —  •(z)  =  0  ayant,  par  hypothèse, 
plus  de  racines  qu'il  n  y  a  d'unités  dans  son  degré,  son  premier 
membre  est  nul  identiquement. 

Cette  remarque  est  souvent  utile  pour  la  vérification  d'identités 
dont  les  deux  membres  sont  entiers. 

545.  Déflnitions.  —  Nous  appellerons  facteur  'premier  d'un 
polynôme  f{z)  tout  diviseur  du  premier  degré  de  /"(z),  tel  que  s  —  a. 

II  résulte  de  ce  qui  précède  que  : 

Théorème.  —  Tout  polynôme  entier  f{z)  peut  être  décomposé  en 
un  produit  de  facteurs  premiers. 

Les  facteurs  premiers  correspondant  aux  racines  de  Téquation 
f{i)  =  0,  on  peut  regarder  comme  évident  que  la  décomposition 
précédente  n'est  possible  que  d'une  seule  manière.  Nous  allons  néan- 
moins établir  directement  cette  proposition. 

Supposons  que  Ton  ait  identiquement  : 

A(z  —  a^){z  —  a,) {z  —  aj  ^  B(z  —  é,)(z  —  i,) (z  —  bm). 

Le  premier  membre  étant  nul  pour  z  =  a^  il  doit  en  être  de 
même  du  second;  donc  Tun  des  facteurs  de  ce  second  membre, 
z  —  b^  par  exemple,  s'annule  pour  z  =^ai;  et  par  conséquent  : 
^1  =  a^.  Les  deux  membres  sont  donc  divisibles  par  z  —  a^;  or  les 
quotients  de  deux  polynômes  identiques  par  z  —  a,  sont  iden- 
tiques  ;  donc  on  a  : 

A(s  —  a,) («  —  a«)  =  B(z—  *,) (z  —  bm), 

On  démontrera  comme  plus  haut  que  Tun  des  nombres  A,, bm 

est  égal  à  a,,  supposons  que  ce  soit  (,;  on  en  conclut  : 

A(z  —  a,) (z  —  Om)  =  B(z  —  63) (z  —  a«), 

et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  ainsi  à  Tidentité 

A(z-a«)^B(z-6m) 
d'où  : 

A  =  B    et    bn,—  a„,. 
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La  décomposition  ne  peut  donc  se  faire  que  d'une  seule  manière  ; 

si    quelques-uns  des  nombres  a,,  a, Om  sont  égaux,   si  par 

exemple 

«1  =  ^  =  ^» 
on  aura  aussi  : 

de  sorte  que,  dans  les  deux  membres,  les  facteurs  premiers  doivent 
être  les  mêmes  et  doivent  être  affectés  des  mêmes  exposants. 

546.  Corollaire. —  Un  polynôme  entie?*  homogène  y  de  degré  m,  à  deux 
valables  ar,  y,  peut  être  décomposé  d'une  seule  manière  en  un  produit 
de  facteurs  linéaires  homogènes. 

Soit 

f[x,  y)  =  AoX"  +  Al  a?™-';/  + +  A„-i  ary"»-*  +  A^y"», 

et  supposons 

Si  Ton  pose 

on  obtient 

/•(a?,y)=îr(AoZ"'  +  A,r^  + +  A«-,x-fA«). 

Le  polynôme  du  degré  m  Qn  z  que  nous  obtenons  ainsi  peut  être 
décomposé  en  facteurs  du  premier  degré  ;  ce  qui  donne  : 

A^»  y)  =  A^y'"(«  — ai)(2—  Oa) (2  —  a«). 

et  par  suite 

f(x,  y)  =  k^{x'-a^y){x  —  a^y) (a?  — a«y). 

Si  Ton  décompose  Âq  arbitrairement  en  un  produit  de  m  facteurs  : 

tri  posant: 
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on  peut  écrire  : 

f{x,  y)  ES  [fi,x  +  p,y){9L^x  +  fty) (««3?  +  p,„y)        (1) 

Si  Ao,  A|, Ap.i  sont  nuls,  on  aura 

f(x,  y)  =  Ap  x^-f'y^  +  A^-i  ai^^'  y^'  +  .....  +  A„.i  xy--'  +  A«  y" 
=  y  (  Aj,  a:"»-'»  +  Ap_,  x^'^'  y  +•  -  •+  A«-i  a:y"'-'-  +  A«  y"»"^), 

cl  par  suite,  en  décomposant  le  polynôme  entre  parenthèses  en 
facteurs  linéaires,  on  a  : 

Cette  formule  se  déduit  de  la  précédente,  en  supposant 
aij=:a,  = =  ttp  ^  0      et      Pj  =  p,  = =  Pp  =  l. 

On  peut  donc  regarder  la  formule  (1)  comme  générale. 
Je  dis  maintenant  que  la  décompostUon  n'est  possible  que  d*une  seule 
manière. 
Supposons  en  effet  qu*on  ait  identiquement  : 

(«jar+p,y)(«^+/3jy). .  '{cimX+fi^y)={a^x+b^y){a^x+b^).. .  {àmX-\-bmy)     (3) 

Le  premier  membre  est  nul  quand  on  suppose 

^  =  Pi>    y  =  —  «11 

il  doit  en  être  de  même  du  second;  par  suite  Tun  des  facteurs  du 
second  membre  est  nul  quand  on  remplace  x  par  P,  et  y  par  —  «,  ; 
supposons  que  ce  soit  le  premier  facteur,  alors  : 

ajP^  —  ija,  =  0. 

Le  déterminant  des  deux  formes  linéaires  «i a?  +  i3i  y  et  CjO?  +  *iy 
est  donc  nul  ;  par  suite  : 

«i«  +  *iy  =  *(«!«  +  Pi  y)» 

h  étant  une  constante.  En  divisant  les  deux  membres  de  Tidcn- 
tité  (3),  par  a^x  -{-  b^y,  on  obtient  une  nouvelle  identité  : 

=  h[a^x  +  b^y)  {a^x  +  b^y) [an^x  +  b^y). 
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On  voit  de  môme  que  Tun  des  facteurs  du  second  membre  est 
identique  à  a,ar  -}-^i.V  ^  un  facteur  constant  près;  supposons  que 
ce  soit  ttjX  +  à^y]  et  posons 

on  aura  identiquement  : 

(«»ar  +  |?3y) ...  [^mX  ^pmy)  =  hh'[a^x  +  *,y) (a„+  6«y), 

et  ainsi  de  suite.  Les  facteurs  du  second  membre  sont  donc  respec- 
tivement identiques  à  ceux  du  premier  à  un  facteur  constant  près. 

547.  Conditions  nécessaires  et  safOsantes  pour  que 
deux  équations  aient  les  mêmes  racines,  chacune  avec 
le  même  degrré  de  multiplicité  respectivement.  —  Si  une 
équation  f{z)  =  0  de  degré  m  a  pour  racines 

a,    à,     /, 

avec  des  degrés  de  multiplicité  respectivement  égaux  à 

K  f  I    •  •  •  •  •  •  Aa 

et  si  Ton  suppose 

on  aura,  d'après  ce  qui  précède, 

f[z)  =  A  (z  -  aY[z  -  bY [z  -  /)'• 

A  étant  une  constante. 

Soit  (j  (z)  =  0  une  équation  de  même  degré  admettant  les 
mêmes  racines  que  la  première,  avec  les  mêmes  degrés  de  multi- 
plicité respectivement,  on  aura 

<f(«)  ^  B  (z  —  aY{z  —  bf (s  —  tf- 

par  suite  : 

,  (z)  ^  ?  f[z). 

Le  polynôme  <f  (s)  ne  diffère  donc  de  f[z)  que  par  un  facteur 
indépendant  de  z. 


; 
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Réciproquement,  il  est  évident  que  si  H  désigne  une  constante, 
l'équation 

Ef{z)  =  0 

les  mêmes  racines  que  l'équation  f(z)  =  0,  et  avec  les  mêmes 
degrés  de  multiplicité,  respectivement. 

Remarque.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  Ton  peut  former 
toutes  les  équations  algébriques  ayant  pour  racines  des  nombres 
donnés,  ces  racines,  ayant  des  degrés  de  multiplicité  donnés 
d'avance.  Toute  équation  ayant  pour  racinesa  avec  le  degré  a,  ù  avec 
le  degré  j3 /  avec  le  degré  X,  est  de  la  forme  : 

A  (ar  —  a)*  (a?  —  b)^ (x—  /)^  =  0 

548.  Trouver  les  conditions  ponr  que  deux  équations  à 
deux  ou  plusieurs  variables  aient  les  mêmes  solutions.  — 

Considérons  Téquation  : 

f(x.  y)  =  0  (1) 

si  Ton  donne  à  y  une  valeur  arbitraire  y^,  on  aura  à  résoudre 
réquation 

f  (^,  yo)  =  0  (2) 

Si  cette  équation  est  de  degré  m  en  x,  elle  aura  m  racines;  «i  a;,  ki^i 
Tune  d'elles,  on  dit  que  le  système  : 

est  une  solution  de  Téquation  proposée. 
Soit: 

9  (a:,  y)  =  0  (3) 

une  deuxième  équation  ;  si  y  =  ^qi  ^°  ^^^^  résoudre  Téquation 

<P  Gr,  yo)  =  0.  (4) 

Nous  cherchons  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  les  équations  (1)  et  (3)  soient  équivalentes. 

S'il  en  est  ainsi,  les  équations  (2)  et  (4)  à  une  inconnue  x  admet- 
tant les  mêmes  solutions,  avec  les  mêmes  degrés  de  multiplicité, 
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quelle  que  soit  la  valeur  yo  attribuée  à  y,  on  doit  avoir  identi- 
quement 

>.o  étant  indépendant  de  x;  et  il  doit  en  être  ainsi  quel  que  soit  ;/o 
cela  revient  à  dire  que  Ton  a 

fix,  y)  =  mx,y)  (5) 

).  ne  dépendant  que  de  y. 

Mais  en  reprenant  le  même  raisonnement  en  sens  inverse,  c  est- 
à-dire  en  attribuant  à  x  une  valeur  arbitraire  o^o,  et  exprimant  que 
les  équations 

/*(a?o,y)=0      (f{x,,y)  =0 

sont  équivalentes,  on  arrive  à  cotte  conclusion  que  le  rapport  des 
deux  polynômes  /*(x,  y)  et  f  (x,  y)  est  indépendant  de  y  ;  donc  X  doit 
être  une  constante  indépendante  de  x  et  de  y.  Par  suite,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  coefficients  des  termes  de  f{x,  y)  soient  proportionnels 
aux  coefficients  des  termes  semblables  de  9  (x,  y),  de  sorte  que  Ton 
ait  identiquement 

/'(x,y)s>(p(x,  y). 


649.  Oénéraliuulon.  — 5t  Véquation  f{x^  y)  =  0  admet  toutes  lu  solutions  de 
t équation  9  (or,  ^)  =  0,  le  polynôme  /*(x,  2^)  est  exactement  divisible  par  9  [x^  y). 
Donnons  à  y  une  valeur  arbitraire  y^  ;  nous  supposons  que  Téquation 

admette  toutes  les  racines  de  Téquation 

9  (*,  y»)  =  0, 

avec  les  mêmes  degrés  de  multiplicité  respectivement.  Ordonnons  ç  (jt,  y)  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  x,  et  soit 

9(a?,y)=ar'9,(y)  +  aJ^*?,(.y)  +  a:''"*<|>»(y)+ f  y  9,-,  (v)  +  9^  (y)- 

Il  peut  S(9  faire  que  le  coofficient  de  x^  soit  indépendant  de  ;/  ;  admettons  qu'il  on 
soit  autrement  et  supposons  que  y^  no  soit  pas  racine  de  90  (y)=  0.  Ayant  de  mCruc 
ordonné  f(Xt  y)  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  divisons 

fix.y^)    par    9  («.yt)* 
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Noiu  obtiendrons  : 

4^  (^«  y»)  0^  ft  (^t  S/f)  ^^Qt  <^^  polynômes  entiers  par  rapport  aux  lettres  x  et  y«,  le 
dernier  étant  le  degré  p- 1  au  plus  par  rapport  à  x.  Quant  à  6  (y»)  et  6j  (y^),  ce  sont 
des  polynômes  entiers  par  rapport  à  y»,  et  différents  de  zéro  tant  que  Ton  suppose 
?f  (y«)  différent  de  zéro,  puisque  la  division  ne  peut  introduire  en  dénominateur  que 
des  puissances  du  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur. 
En  multipliant  les  deux  membres  de  l'identité  précédente  par 

0  (yt )  Oi  (y«) 
on  obtient  : 

*'  M'  f[x,  y%)  s  9  (jc,  y,).  +1  («,  yt)  +  fi  (X,  y,).  0  (y«)  ; 

on  a  posé  : 

Ô  (y»)-  9i  (yt)  =  P  (y»)  et  <p  (x,  y,).  6,  (y,)  =  «î;,  (x,  y,). 

Or,  Tidentité  obtenue  a  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs  de  y«,  puisque  l'on  n^exclut 
que  les  racines  de  l'équation 

9»(y)=0; 
donc  on  peut  écrire 

P  (y)-  f  (a^»  y)  =  9  (^.  y)-  +i  (*.  y)  +  A  {^,  y)  o  (y) 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  y.    ' 

Cela  posé,  donnons  de  nouveau  à  y  une  valeur  arbitraire  y»,  n'annulant  pas  toute- 
fois 0  (y).  Si  9  (x^  y,)  est  divisible  par  (x  —  a)%  il  en  est  de  même,  par  hypothèse  de 

f  (^f  yt)»  et  par  suite  aussi,  le  polynôme  fx  (x,y«}  sera  divisible  par  (x  —  a)*,  en  vertu 
de  ridenlilé  précédente  dans  laquelle  y  est  remplacé  par  y,,  Or,  le  degré  de 
/î  (-^1  yo)  est  inférieur  À  celui  de  9  (x,  y«)  et  Ton  vient  de  voir  que  Téquation 

fi  (*.  y»)  =  0 

admet  toutes  les  racines  de  l'équation 

9  («I  y*)» 

au  moins  avec  les  mdmes  degrés  de  multiplicité,  donc  on  a  identiq  jement 

A  (*»  y.)  =  0 

9t  par  suite,  comme  cela  a  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs  de  y,  on  a  identiquement 

fx  (Jc,  y)  =  0, 
quels  que  soient  s  et  y.  Donc 

F  (y)-/  (^.  y)  =  9  («f  y)-  +i  (*»  y)- 
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Supposons  que  les  polynômes 

<p»  (y)i?i(y)f 9,  (y) 

soient  premiers  entre  eux,  si 

F(yJ=rO, 
on  ne  peut  supposer 

quel  que  soit  x,  car  on  devrait  avoir  en  même  temps 

9i(yi)  =  0    <p,(yO  =  0,     9^(y,)  =  0; 

donc  F  {y)  est  premier  avec  9  (â;,  y)  ;  il  en  résulte  que  F  (y)  divisant  le  produit 
divise 

si  (h  (x,  y)  désigne  le  quotient  de  ^i  (x,  y)  par  F  (y),  on  a  : 

et  la  proposition  est  établie. 

La  démonstration  se  simplifie  beaucoup  quand  90  {y)  est  indépendant  de  y. 

Remarque.  —  Si  les  polynômes  9»  (y),  91  (y)  ...  9^  (y)  ont  un  diviseur  comioun 
)t  (y),  de  sorte  que 

9(«,y)  =  9i(«,y)X(y>f 

réquation 

9(*,  y)=o 
admet  toutes  les  racines  de  Téquation 

X(y)  =  0; 

on  en  conclut  qu*il  en  est  de  même  de 

f(ar,y)=0 

et  par  suite  que  f{x,  y)  est  divisible  parx  (y)i  puisqu'on  peut  supposer  que  x  a  une 
valeur  déterminée  x»;  de  sorte  que 

f{x,y)=fi{x,y)x{y); 

on  démontrera  ensuite  que  fi  {x,  y)  est  divisible  par  91  (x,  y). 
Les  théorèmes  précédents  s*étendent  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 
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ÉQUATIONS  A  COEFFICIENTS  RÉEI^ 

550.  Théorème.  —  Si  a  -f-  pi  es/  raekie  (Tordre  de  multiplicité 
égal  à  p,  de  Féguation  algébrique  et  entière  à  coeffiewats  réels  :f[x)  =  0, 
rimaginaire  conjuguée  «  —  pi  est  racine  du  même  oindre  de  multiplicité 
de  r équation  proposée. 

Nous  savons  que  si  Ton  remplace  x  par  deux  imaginaires  conju- 
guées dans  un  polynôme  entier  à  coefficients  réels  f{x)^  on  obtient 
des  résultats  imaginaires  conjugués.  On  a  donc  : 

/•(«  +  pi)  =  P+Qi,     f(a^pi)=?-Qi. 

Si  «  -f  pi  est  racine  de  Téquation  f{x)  =  0,  on  a  en  même  temps 

P  =  0,    Q  =  0 

donc  «  —  pi  est  aussi  racine  de  /(ar)  =  0. 
De  plus  les  dérivées 

r(^).r(^), /<^M«),/^M*) 

sont  des  polynômes  à  coefficients  réels,  donc  si  Ton  a  : 
on  aura  aussi,  en  vertu  du  même  raisonnement 

n«-pi)  =  0,  f'{a^  pt)  =0-..  /^»)  («  -  Pi)  =  0  /W(«-PO  ^  0 

donc  a  -^fAeta^  pi  sont  racines  du  même  ordre  de  multiplicité 
de  f{x)  =  0. 

Le  polynôme  f{x)  est  alors  divisible  par  [(a:—  «)*  +/3"]'';  en 
effet, /(x)  est  divisible  par(x— «  —  jSi)'' et  par  (x  —  •^piy  donc 
il  est  divisible  par  leur  produit,  c'est-à-dire  par 

[(x  — «  — pi)(aj-«+pi)]' 
ou 

[(x^c^y+^p 

Autre  démonstration.  —  Si  a  +  pt  est  racine  d*ordre  p  de  multiplicité  d> 
f{x)  ==  0,  à  coefûcients  réels,  on  a  identiquement  : 
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9  ix]  et  ^)x)  étant  deux  polynômes  entiers  à  coefficients  réels.  Or  on  sait  que  si  une 
identité  est  vérifiée,  l'identité  co;i;K^t/ée  qu'on  obtient  en  changeant  i  en  —  t  est  aussi 
vérifiée;  par  suite: 

/W  =  («-- a  +  pi/ [ç  (ar)-t  ^/ (:r)] 

Ce  qui  prouve  que  a  —  pt  est  racine  de  Téquation  f)x)=0,  et  que  Tordre  d 
multiplicité  de  cette  racine  est  au  moins  égal  à  p.  Cet  ordre  de  multiplicité  ne  peu; 
être  supérieur  à  p,  sans  quoi  le  raisonnement  précédent  appliqué  à  la  racine  a  —  p 
prouverait  que  Tordre  de  multiplicité  de  a  +  pi  est  supérieur  à  p.  Donc  la  propo 
sition  est  établie. 

Remarques.  —  1*  Lorsque  Téquation  donnée  est  à  coefficients  imaginaires,  le 
théorème  précédent  n'est  plus  exact.  Dans  ce  cas,  on  peut  mettre  Téquation  sous  la 
forme  suivante  : 

9  {x)  et  ^  (x)  étant  deux  polynômes  à  coefficients  réels.  Si  a  +  pi  est  racine  de 
cette  équation,  a  —  pt  est  racine  de  Téquation  cotyuguée 

ç  (x)  —  { <|;  (x)  =  0. 
En  effet,  les  expressions 

ç(«  +  pi)  +  i'K«+Pfl 

et 

ç(a-pi)-ii!;(a-pt) 

sont  conjuguées  ;  donc  si  Tune  d'elle  est  nulle,  il  en  est  de  môme  de  la  seconàe,  de 
plus  les  dérivées  du  même  ordre  de  o  {x)  +  i^  {x)  et  de  <f(x)  —  i^  {x\  étant  respec-^ 
tivement  conjuguées,  on  en  conclut  que  Tordre  de  multiplicité  de  a  +  pi  est  respecti- 
vement le  même  que  celui  de  a  —  pt.  On  peut  ajouter  ceci  : 

ç(a?)+i+(ar)  =  0 

admet  les  racine»  a  +  pt  et  a  —  pt  au  même  degré  de  multiplicilé,  il  en  tera  de 
même  de  Véqualion 

9(x)-t*(x)  =  0, 

et  les  polynômes  9  (x)  et  ^  (x)  seront  divisibles  Cun  et  Vautre  par 

[(X  -  «)•  +  p»]'. 
En  effet,  par  hypothèse 

9  {X)  +  i*  («)  =  [(«  -  a)«  +  p«r  [9, (x)  + 1 +, (x)l 
par  suite 

9  {X)  -  i^(x)  s  [(x  -  «)«  +  p«p  [91  W-t>, {x)] 

on  en  conclut 

9(x)  =  [(x-.«)«  +  P«]'9i(*) 
et 

^  (x)  s  [(x-a)«  +  P*f  *!(*)• 


Viî4  COUltS  DAU.ÊBKF 

551.  ïhéorcnie.  —  Tout  polynôme  f{x)  à  coefficients  réels  peut 
être  décomposé  en  un  produit  de  fadeurs  du  premier  ou  du  second  degré 
à  coefficients  réels. 

En  effet,  soient  a, ^, /  les  racines  réelles  et  a-fpi,    a  —pi; 

y-f**!  7 — '*î ^+f**»  ^ — f**»  l^s  racines  imaginaires  conjuguées 

deux  à  deux  (350)  de  Téquation  f{x)  =  0,  on  a  identiquement  : 

f(x)  =  k.{x^a)(a--b) (a:-0["^?^^  +P*][î^+««]  [î^^  +  fi« 

INDICATION  FOURNIE  PAR  LES  SIGNES  DES  RÉSULTATS  OBTENUS 

EN  SUBSTITUANT  A  x  DEUX  NOMBRES  RÉELS  a,  p 

DANS   UN    POLYNOME  l\x)  A   COEFFICIENTS   RÉELS 

552.  Nous  savons  qu'un  polynôme  f{x)  à  coefficients  réels  est 
continu  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  D'après  cela,  soient  aot/3 
deux  nombres  réels;  si  Ton  a  : 

A«).m<o 

l'équation  f{x)  =  0  a  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre 
a  et  j3. 
Je  dis  que  Téquation  proposée 

a  un  nombre  impair  de  racines  comprises  entre  «  et  p,  si  l'on  a  : 

m.m  <  0- 

et  un  nombre  pair^  si  Ton  a  au  contraire  : 

/^w.  m  >  0. 

En  effet,  soient  a,  bj  c, /  toutes  les  racines  comprises  entre 

tt  et  Mo  sorte  que  : 

f{x)  =  (x—  a)  (a:  —  b) (x—  Z)  (f{x)  (1) 

Téquation  (f  (x)  ==  0  n*ayant  aucune  racine  comprise  entre  «  et /S. 

Si  l'équation  /(a?)  =  0  admet  une  racine  a  d'ordre  p  de  multi- 
plicité, nous  conserverons  l'identité  (1),  en  supposant  que  p  des 

lettres  a,  6,  aient  des  valeurs  égales,  et  pareillement  pour 

toutes  les  racines  multiples,  s'il  y  en  a. 

Gela  fait,  on  déduit  de  l'équation  (1),  en  supposant  que  «  ni  M<î 
soient  racines  de  l'équation  f{x)  =  0  : 

/w.m=[(«-«)(P-«)]-[(«-*)(P-*)i-[(«-ooî-o]-<ï(«)-<f(p) 
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Le  produit  cf  (a).  <p(P)  est  positif,  sans  quoi  Téquation  cy  (a?)  =  0 
aurait  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  «  et  P,  ce  qui  est 
contraire  à  notre  hypothèse. 

Gela  posé,  le  produit 

(«-j;){P-a:) 

est  négatif  ou  positif,  suivant  que  x  est  compris  entre  «  et  P,  ou  au 
contraire  n'est  pas  compris  entre  a  et  /3  ;  par  suite,  le  nombre  de 
a^ochets  négatifs  est  égal  au  nombre  de  racines  comprises  entre 
«  et  /3,  chaque  racine  étant  comptée  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  son  degré  de  multiplicité;  on  aura  donc  : 

A-)-  m  <  0 

si  le  nombre  de  racines  réelles  comprises  entre  a  et  p  est  impair,  et 

siréquation  f{x)  =  0  n'a  aucune  racine  réelle  comprise  entre  a  et  A 
ou  si  elle  en  a  un  nombre  pair. 

653.  Remarque.  —  On  peut  démontrer  autrement  le  théorème  précédent,  en 
s'appuyant  tttr  le  théorème  de  Dalemberl. 

Soient  a,  b, /  les  racines  réelles  de  Téquation  proposée  et  soient  jr;o,xi  deux 

nombres  réels;  on  voit  immédiatement  en  s'appuyant  sur  Fidentité  écrite  au 
numéro  551  : 

f{x)  =  A{x^a)(x^  6)...(ar— fl[J^=rj;*+  pi][ir=^«+  ô*]...[â^=7  +  H-*] 

que  le  produit  f(x^»f{xi)  a  le  même  signe  que 

[(xo  —  a)  (jp,  —  a)]  [(«0  —  b)  (x,  ~  6)] . . . .  [(x,  —  /)  (a?,  —  /)] . 

Donc  le  nombre  de  racines  réelles  comprises  entre  x^  et  X|  est  pair  ou  impair 
suivant  que  le  produit  /*(x,).  f(x^  a  le  signe  +  ou  le  signe  — .  Ce  qui  démontre  la 
proposition. 

664.  Exemples.  •-  i*  Soit  Téquation 

.3  b      ^ 

X* a?+-  =  0 

4      ^4 

en  supposant 

-  1<6<1. 

Désignons  par  f{x)  le  premier  membre  de  Téquation  proposée,  et  soDstituons  é.  x 

II.  —  B.  MuwmaijOTraKi.  — -  asaAbu.  15 
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!es  nombres  taivants  : 


-4.    -5.    +5.    +1  (1) 


6  +  i 


on  trouve  : 

en  lupposant 

-  I< 6 <  +  1. 

Ces  résaltats  ont  respectiTement  les  signes  : 

-,     +     ,-.+ 

donc  réquation  a  une  racine  réelle  dans  chacun  des  intenralles  formés  par  la 
suite  (t);  ses  trois  racines  sont  donc  réelles  et  inégales  et,  comme  on  a  formé  des 
intervalles  renfermant  chacun  une  seule  racine,  on  dit  que  ces  racines  sont  séparées 
par  les  nombres  de  la  suite  (i). 

Supposons  maintenant  6=1.  Dans  ce  cas  —  iet  -  sont  racines.  Si  Ton  divise 


x«— jjc+j  par«-fi. 


on  trouve 


«•  -  j«  +  j=(ar  +  i)  (x«  -ar  +  î)=  (X  +  1)  («-  ly 
réquation  proposée  a  donc  une  racine  simple  égale  à  i,  et  une  racine  double  égale 

'I- 

On  trouve  de  même,  pour  6  =  —  i, 

3«  On  verra  de  la  même  manière  que  réquation 

X»  ^3«  +  a(l  — 3x*)  =  0, 

a  étant  supposé  différent  de  zéro,  a  ses  trois  racines  réelles  inégales  et  séparées  par 
la  suite 

de  sorte  qu'en  appelant  x  ^x",  x'*'  ces  racines,  on  a  : 

«'  <  -  -t-  <  X"  <  4=  <  ^"* 

V3  v^ 
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3*  Ck>iisidérons  Téquation  du  second  degré 

(A-S)  (C-S)  — B*  =  0. 

En  désignant  par  f  (S)  le  premier  membre,  on  iroit  que  ^(—  oo  )  et  (/'+«)  ont  le 
ngne  +,  tandis  que  /  (A)  et  /(G)  ont  le  signe  —,  en  supposant  B  ^^  0.  Donc  l'équa- 
tion proposée  a  une  racine  réelle  plus  petite  que  le  plus  petit  des  deux  nombres 
A  et  G,  et  une  racine  réelle  plus  grande  que  le  plus  grand. 

4«  Considérons  Téquation  : 


/(8)  = 


A  —  S  B"  B* 

B"         A'  -  S  B 

B*  B  A"  —  S 


=  0. 


on  a: 


/(S)  =  (A  -  •  S)  [(A'  —  S)  (A"  -  S)  -  B«]  —  [B'»  (A'  —  S)  —  2  BB'  B"  +  B '■  (A"-S)J. 

Supposons    B,  B\  B"    différents  de  zéro.  D'après  ce  qui  précède,  Téquaiion 

(A'  —  S)  (A"  —  S)  -  B«  =  0 

a   deux  racines  réelles  et  inégales  :    ai  p.  Substituons  à  S  dans  f  (S),  succes- 
sivement : 


—  «     »      a     ,       p     ,      +00 


en  supposant   a  <  p. 


fir-^)    a  lo  signe  +,    /■(+«)   a  le  signe  —  ;  reste  à  calculer    /"(a)  et  /(P). 
On  a  : 

^(a)  =  -  [B'«  (A'  -  a)  -  2B  B*  B"  +  B"»  (A"  -  a)]; 


or 


{A'-«)(A"-p)  =  B« 


On  peut  donc  écrire 


(A*  -  a).  /(a)=-  [B'«  (A'  -  a)»  -  2  B  B'  B"  (A—  a)  +  B»  B"»J=— [B'  (A'  -  a)  -  B  B"]«, 


Or  on  sait  que  Ton  a 


donc  on  a 


A'  -a  >0. 


'(a)<0; 


on  trouve  de  même 


(A'  -  p}  /•(?)  =  -  [B' (A'  -  p)-  BB  !«; 


et  comme  on  a  : 


A  -  p<U 
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on  en  déduit 

On  a  donc  le  tableau  suiTant  : 

8    I  -00    ,     a   ,     p   ,     +«  I 
Signe  de   ^(8)    |     +  -       +  -    I 

Par  suite  Téquation  ^(S)  =  0  a  une  racine  réelle  dans  chacun  des  intervalles 
formés  par  la  suite 

—  00,  «t  Pi  +00. 

Ses  racines  sont  séparées  par  les  nombres  de  cette  suite. 
Cette  conclusion  suppose  que  les  nombres 

B'CA'— «)-BB"    et    B'(A'— p)— BB" 

soient  différents  de  zéro.  Si  le  premier  est  nul  par  exemple,  a  est  racine  de  l'équa- 
tion /(S)  =  0;  cette  équation  a  encore  une  racine  réelle  comprise  entre  p  et  +  co  • 
On  en  conclut  que  la  troisième  racine  est  réelle. 
On  discutera  aisément  les  cas  où  les  coefficients  B,  B',  B"  deviennent  nuls. 

5*  Soient  A,  B,  C  des  nombres  de  même  signe  et  a,  à,  c  autant  de  nombre  réels 
quelconques;  et  soit  Téquation 


^        +     -^    +    -^-.  =  0. 


X  —  a  X  —  b  X  —  c 

Supposons 

a<h<c. 

Si  Ton  pose 

x—a     *     x—b     ^    X— c 

on  définit  une  fonction  continue  dans  chacun  des  intervalles 

(— «,    a),     (a,     b\     (6,     c),     (c,     +00) 

....  A 


A.<VtOt|UV     •»       I^IAU       «CID 

«  —  a 

ibsolue;  la  somme  : 

B                C 

x—h  "■"  «— c 

a  pour  limite 

B                 C 

augmente  indéfiniment  en  valeur 


—  1 


a  —  t  u  —  s; 
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Si  Ton  désigne  celte  limite  par  L  et  si  M  désigne  un  nombre  positif  sopérieur 
t  la  Taleur  absolue  de  L,  on  peut  trouver  un  nombre  a  tel  que  les  inégalités 

a— a<  X  K^a-^-a 
entraînent  les  suivantes  : 


I  x  —  a 
et 

I     B  G 


>ll 


X  —  h       X — c 


—  1 


<  M 


par  suite,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprisef  entre  a  —  a  et  a  +  a,  /'(:r)  aura  le 

signe  de    . 

B 


De  môme  on  peut  trouver  un  nombre  positif  p,  tel  que/  (x)  ait  le  signe  de 


X —  b 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  6  —  p  et  6  +  p,  et  enfin  un  nombre 

Q 

positif  Yt  tel  que  f  [x)  ait  le  signe  de pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 

entre  c—f  et  c  +Y' 

Désignons  par  h  le  plus  petit  des  trois  nombres  a,  p,  y»  ot  supposons  par  exemple 
A,  B,  C,  positifs. 

Substituons  à  x  les  nombres 

—  00,  a  —  A, a  +  A,  6— A,  6  +  ^iC  — A,  c+  A,  4*  <>o; 

on  obtiendra  les  résultats  suivants  : 

X     I  —00      a  — A    I  «  +  A     6  — A  1  6+A      c— A  1  c-fA      -f oo 
SignederW  I-        -1+         -1+  -1+  - 

Donc  f(x)=.Oa.  une  racine  dans  chacun  des  trois  intervalles 

de  a  +  h  à  b — A,  de  A  +  A  A  c  — A,  etde  c-)- A  à  +  oo, 

e'esl-à-dire,  une  racine  réelle  entre  a  et  6,  une  seconde  racme  réelle  entre  6  et  c,  et 
une  troisième  racine  réelle  plus  grande  que  c  ;  on  verrait  de  même  que  si  Ton  sup- 
pose A,  B,  C,  négatifs,  l'équation  f{x)  =  0  a  une  racine  réelle  inférieure  A  a,  une 
racine  comprise  entre  a  et  6  et  enfin  une  racine  comprise  entre  b  et  c. 
Remarques.  —  I.  De  l'inégalité 

f{a^h)f(a  +  h)<0 

on  ne  peut  pas  conclure  que  f(x)=0  ait  une  racine  comprise  entre  a  —  A  et  a  +  /', 
car  dans  Tintervalle  de  a  —  A  à  4  +  A  ,  /(x)  est  discontinue  ;  quand  x  atteint  et 
dépasse  la  valeur  a,  f  (x)  passe  de  --  oo  A  4-  oo ,  en  supposant  A  positif. 

Même  remarque  pour  l'intervalle  do  6  —  A  à  6  +  A,  et  pour  celui  dec— Aà  c+  A. 

IL.  Si  l'on  réduit  les  fractions 

A  B  C 
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an  fn6me  dénominalear,  on  a  : 

L*éqiiation  /  (x)  =  0  est  équivalente  à  Téquation  : 
A  (dr— 6)(ar  ~  c)+ B(«~c)(a:  — «) +C{«— a)  (x  — 6)  — (a:  — a)(x— 6)(jr  —  c)  =  0 

comme  on  s'en  assure  aisément  en  supposant  a^  b  ^  e.  Or  on  reconnaît  immé- 
diatement, en  substituant  dans  Je  premier  membre  de  cette  dernière  équation  la 
suite 

—  00,      «,      *,      C,     +00 

que  les  racines  sont  séparées  par  les  termes  de  cette  suite. 

On  voit  de  plus  que  si  a  =  6,  Téquation  précédente  a  une  racine  égale  à  a  et  deux 
autres  racines  réelles;  si  a  =  6  =  c,  elle  a  une  racine  double  égale  à  a;  il  n*e£ 
serait  plus  de  même  de  Téquation  proposée,  qui  devient  dans  ces  hypothèses 

X  —  a     x  —  c 

ou 

A  +  B4-  C 


X—  a 


—  1=0 


Enfin,  on  peut  prouver  directement  que  Téquation  proposée  ne  peut  avoir  de 
racines  imaginaires. 

En  effet,  supposons  que  a  -f-  pt  soit  une  racine  de  l'équation  f(x)  =  0,  si  Ton 
chasse  les  dénominateurs,  on  aura  une  équation  à  coefficients  réels;  donc  a  —  pi 
est  aussi  racine;  on  aura  donc 


a  +  P»  —  fl      a  +  pi  —  6       a  •{-  f^i  —  c 

'      +— L_.  +  — a-.-i=« 


o  —  pi  —  o      a  —  pi  —6      a  —  pi  —  c 
d'où,  en  retranchant  membre  à  membre  : 

i  r  A  B  C  ]  _ 

L(a  -a)«  +  pi  "*■(«  -  6)«  +  p«  ■*"(«  -  c)«  4-  P«J  "" 

or  la  quantité  entre  crochets  est  différente  de  zéro,  puisque  A,  B,  C  sont  supposés 
de  même  signe;  donc  p=:0. 
R«maniae.  —  Soit 

?  (t)  et  <p  (x)  étant  deux  polynômes  entiers  premiers  entre  eux  ;  on  a  : 
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Si  x^  est  une  racine  multiple  de  Téquation  ^(x)  =  0,  on  aura  : 

par  suite 

Dans  l'exemple  précédent,  on  voit  que  f  (x)  garde  un  signe  invariable  ;  donc  on 
peut  affirmer  que  la  fonction  f{x)  ne  peut  8*annuler  qu'une  fois  au  plus  dans  chacun 
des  intervalles  que  nous  avons  considérés,  puisque  dans  chacun  d'eux  elle  est  tou- 
jours décroissante  si  A  est  négatif  et  toujours  croissante  si  A  est  positif;  de  plus, 
chacune  di;s  racines  trouvées  est  simple  ;  c*est  ce  que  nous  avons  d'ailleurs  vérifié 
en  rendant  l'équation  entière. 

6*  On  traiterait  d'une  manière  analogue  l'équation, 

fix)^ + + 1  =  0 

en  remarquant  que  la  dérivée  de  f  (x)  conserve  un  signe  constant,  si  l'on  suppose 
encore  A,  B,  C  de  même  signe  ;  si  par  exemple  A  est  positif,  on  verra  que  l'équation 
proposée  a  une  racine  réelle  et  une  seule  dans  chacun  des  intervalles 

de  a  à  6,    de  6  à  c,    de    c  à  +  oc . 

1^  Soit  encore  l'équation  transcendante 

/•  (a?)  =  g  —  2  sin  a?  =  0 

Elle  admet  la  solution 

«  =  0. 
on  a: 

^(«)  =  |_,<o. 

/-     (,C)     =  7C  >   0. 

donc  l'équation  a  une  racine  comprise  entre  -  et  ic. 
En  outre: 

/•  (ar)  =  1  —  3  cos  âB 

par  suite,  si  x  croît  de  0  à  -,  on  a  /"  (a:)<0  ;  et  si  ar  croît  de  -  à  2  ic,  /"  (x)  >  0  ; 
d'ailleurs  f  \V\  =0  ;  la  fraction  f  (j?)  passe  par  un  minimum  pour  *  =  g  »  eï*e  P^n 

de  «éro,  décroît  jusqu'à  ^  —  \^3",  puis  quand  a?  croit  de  -  à  2ic,  /"  (a?)  fcrolt  de 

o  o 

;  —  V^S"  à  2ir;  donc  l'équation  /(x)  =  0  a  une  seule  racine  comprise  entre  ~  et  ic. 


6 


S 
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555.  Variation  da  slg^no  d'an  polynôme  entier  f{x)  à 
coefficients  réels,  qoand  x  traverse  une  racine  réelle  a 

de  réqaaiion  f{x)  =  0. 

Soit  a  une  racine  réelle  de  Téquation  f{x)  =  0  ;  supposons  que  le 
degré  de  multiplicité  de  cette  racine  soit  égal  à  p  ;  on  peut  déter- 
miner un  nombre  positif  «  tel  que  Téquation  f{x)  =  0  n'ait  aucune 
racine  réelle  comprise  entre  a  —  «  et  a  -f  «;  dans  cet  intervalle, 
Féquation  f(x)  =  0  a  />  racines  égales  à  a,  donc  en  supposant  A  <«, 
le  produit  /{a  —  h),  f{a  +  h)  aura  le  signe  +  ou  le  signe  —, 
suivant  que  p  sera  pair  ou  impair. 

Démonstration  directe.  —  Si  Ton  pose  : 

f[x)  =  (x  —  ay^[x) 

<f  'x)  sera  un  polynôme  entier  en  x^  non  divisible  par  x  —  a. 
Donc  on  peut  déterminer  un  nombre  «  tel  que  <p  [x)  ne  s*annu1e 
pour  aucune  valeur  de  x  comprise  entre  a  —  «  et  a  +  «;  par  suite, 
dans  Tintervalle  de  a  —  «  à  a  -j-  «»  9  W  aura  le  môme  signe  que 
<f  (a),  de  sorte  que,  en  supposant  A  <  «,  on  aura  : 

/(a  + A)  =  AP9(a  +  A) 

f[a  —  A)  et  /"(a  +  A)  seront  donc  de  môme  signe  ou  de  signes 
contraires  suivant  que  f  sera  pair  ou  impair. 

Donc,  quand  x  travene  une  racine  de  Véquation  f{x)  =  0,  le 
polynôme  f{x)  s*annule^  en  changeant  de  signe^  quand  cette  racine  est 
d*ordre  impair  de  multiplicité  et  réciproquement, 

556.  Théorème.  —  l""  Toute  équation  algébrique  de  degré  pair,  à 
coefficients  réels  dans  laquelle  les  coefficients  du  premier  et  du  dernier 
terme  ont  des  signes  contraires,  a  au  moins  une  racine  positive  et  une 
racine  négative. 

2^  Foute  équation  de  degré  impair,  à  coefficients  réels,  a  au  moins 
une  racine  réelle. 
1^  Soit,  m  étant  pair  : 


A^ar^  +  A^a-»-*  + +A«-i  x  +  A« 


0 


une  équation  algébrique  dans  laquelle  nous  supposons  Ao  Am  <;0« 
Si  Ton  substitue  : 

—  00,    0,   -f  00 
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on  obtient  des  résultats  ayant  respectivement  les  signes  des 
coefficients  : 

A^f  Aflif  A^ 

kç  et  Am  ayant  des  signes  contraires,  Téquation  a  au  moins  une 
racine  entre  — oo  et  0  et  au  moins  une  racine  entre  0  -j-^- 
2<»  En  supposant  Âm  t^^  0  et  m  impair,  substituons 

00,    0,    +00 

les  résultats  auront  les  mêmes  signes  que 

"""  A^i  Am,  A^ 

si  Ao  et  Am  ont  le  même  signe,  Téquation  aura  au  moins  une 
racine  négative,  puisque  /*(—  oo)  et  f\0)  auront  dans  ce  cas  des 
signes  contraires;  si  Ao  et  Am  ont  des  signes  contraires,  Téquation 
aura  au  moins  une  racine  positive,  car  alors  f{0)  et  /'(>{'  <x>)  auront 
des  signes  contraires. 

Remarque.  —  Nous  pouvons  toujours  supposer  le  dernier  terme 
Am  différent  de  zéro,  sans  quoi  f(x)  serait  divisible  par  une 
certaine  puissance  de  a?,  par  exemple  sf^;  en  posant 

f{x)  =  a?P<f(ar) 

il  suffirait  de  considérer  Téquation  (f(x)=0,  le  polynôme  (f(x) 
aurait  un  terme  indépendant  de  x  et  par  suite  on  pourrait  lui 
appliquer  le  raisonnement  précédent. 

Corollaire.  —  Les  seules  équations  à  coefficients  réels  pouvant 
avoir  toutes  leurs  racines  imaginaires  sont  celles  dont  le  degré  est 
pair  et  dont  les  coefficients  du  premier  et  du  dernier  terme 
(supposé  indépendant  de  x)  ont  le  même  signe. 
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ALGÉBRIQUE. 

557.  —  Soit  : 

A^  +A|af^*  +A,a?"-*  + +A,x»-p  + +Am-i  ar+Am=0 

une  équation  algébrique  à  coefficients  réels  ou  imaginaires.   Si 
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Ton  désigne  par  f{x)  le  premier  membre,  et  si  Ton  appelle 

a,  6,c, / 

es  m  racines,  réelles  ou  imaginaires,  distinctes  ou  égales,  de  Téqua- 
tion  f[x)  =  0  on  a 

f[x)  =  Ao  (ar  -  a)  [x  -  b) [x  ^  l) 

Par  suite,  en  appelant  Sp  la  somme  des  produits  des  racines 
p  à  p: 

d*où  Ton  conclut  : 


S,=(-i)'|^ 


(1) 


S„  =  (-  1)"  ^ 

558.  Il  est  naturel  de  se  demander  si  à  Taide  de  ces  relations,  il 
ne  serait  pas  possible  de  résoudre  l'équation  proposée.  Or  si  Ton 
cherche  la  valeur  d*une  quelconque  des  racines  a  par  exemple,  il 
faudra  éliminer  les  m  —  1  autres  racines  entre  les  équations  précé- 
dentes. Mais  si  Ton  remarque  que  les  relations  (1)  sont  symétriques 
par  rapport  à  toutes  les  racines,  il  est  clair  que  Téquation  en  a  à 
laquelle  on  parviendra,   aura  pour  racines  chacune  des  racines 

a^  à,  c, /de  l'équation  proposée.  C'est  d'ailleurs  ce  qu'il  est 

facile  de  vérifier.  En  effet,  si  l'on  nomme  Cp  la  somme  des  pro- 
duits p  àp  de  toutes  les  racines  autres  que  a,  on  pourra  écrire  les 
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équations  précédentes  de  la  manière  suivante  : 

A, 

«  »I  +  *1  =  +  T^ 

A, 

a  »i  +  'j  =  —  T 


(2) 


En  effet,  si  Ton  considère  par  exemple  la  somme  S|»,  cette  somme 
se  compose  de  deux  parties  ;  la  première  renfermant  les  produits 
php  qui  contiennent  a  et  dont  la  somme  est  évidemment  a  a^  .  i  ; 
la  deuxième  partie  étant  formée  des  produits  p  k  p  des  racines 
autres  que  a. 

Gela  étant,  multiplions  les  deux  membres  de  la  première  des 
équations  (2)  par  a"*--',  les  deux  membres  de  la  seconde  par  —  a"*-' 
et  en  général,  les  deux  membres  de  lap*  par  —  ( — 1)'  o"-',  la  der- 
nière, par  —  ( —  !)"•;  enfin,  ajoutons  membre  à  membre;  on 
obtient  : 


^m  ---       A,  g"^'  +  A,  o"--'  + +  Ap  a"^  + +  A» 


c  est-à-dire  : 

Néanmoins,  dans  certains  cas  particuliers,  on  peut  trouver  les 
formules  de  résolution  à  Taide  des  identités  (1);  c'est  ce  qui  arrive 
dans  le  cas  du  second  degré;  soit  en  effet  Téquation  : 

0?'  +pap  4"  9  =0 
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on  a,  en  désignant  ses  racines  par  aelù: 


on  en  déduit  : 


a  -f-  ^  =  — P 
aô  =:q 


(a  — A)«  =  p«_4ç 


d*où: 


a  —  b=  ^ff  —  kq 


et  par  suite,  connaissant  a'\'  b  ^ia  —  A,  on  a: 


2a  =  — p+  Vp*  — 4qr,  26  =  — p—  ^p«  — 4y. 

Il  convient  de  remarquer  que  Ton  n*a  pas  procédé  de  la  même 
manière  que  précédemment;  il  n'y  a  donc  pas  contradiction. 

559.  Lorsque  Ton  connaît  une  relation  entre  les  coefficients  et  les 
racines,  autre  que  Vune  quelconque  des  précédentes,  on  peut 
quelquefois  résoudre  Téquation. 

Ainsi  par  exemple,  soit  l'équation  du  4^  degré  : 

a^  +  fi«*  -[-  py^  +  î^  +  »*  =  0 

Proposons-nous  d'exprimer  que  la  somme  de  deux  racines  est 
égale  à  la  somme  des  deux  autres.  En  désignant  les  quatre  racines 
par  a,  6,  c,  (/,  on  devra  avoir  : 

a  +  6-f"^  +  ^==  —  ♦• 
(a  +  6)  (c  +  d)  +  a*  +  cd  =  p 

a*  (c  +  rf)  +  cd  (a  +  *)  =  —  j 
On  a  immédiatement  : 

^ 

on  connaît  ainsi  la  somme  des  deux  racines  a  et  6*  Si  Ton  pose  : 

ai  =:  «,  cd  =  V 
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on  aura  : 


n> 


-fa  -}-«  =  p 


uv  =  r 


les  deux  premières  ne  sont  compatibles  que  si  : 


n  /        n*\ 
=  2(^-4) 


Si  cette  condition  est  remplie  on  déterminera  uett^par  une 
équation  du  second  degré  : 


z'-{p-"^y  +  r  =  0 


connaissant  ai  et  a  -|-  ^  on  achèvera  la  résolution  facilement. 
Supposons  maintenant  que  Ton  donne  la  somme  : 

a  +  6  =  « 

on  aura  par  suite  : 

c  +  ^=  —  ♦»  —  « 

désignons  cette  somme  par  J3. 
En  posant  comme  plus  haut  ab  =u,  cd=v  on  trouve: 

«/5  +  w  -f-  w  =  p 

wa  +  yP  =  —  ? 
uv  =  r. 

Les  deux  premières  donneront  u  eiv;  en  portant  leurs  valeurs 
dans  la  dernière,  on  aura  une  relation  entre  les  coefficients  de 
réquation  ;  si  cette  relation  est  vérifiée,  on  calculera  a  et  6  en 
résolvant  Téquation  du  second  degré 

560.  Psroblème.  —  Étant  donnée  l'équation 
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former  CéquaHon  mfftmi  pour  racines  lee  carrés  des  différences 

[a^b)\     (*-c^     {c-^a)* 

des  trois  racines  de  VéquatUm  proposée. 
On  a  : 


or. 


donc  : 


a+6  +  c  =  0;    abc^z—q 


(a-ft).:^e.  +  ig  =  £Ltlj=-'^+»^. 


En  posant: 


(«-6)«  =  y 


on  a,  par  suite 


de  sorte  que  y  vérifie  Téquation  : 


on  en  supposant  9^0, 

et  en  développant,  on  obtient  l'équation  cherchée  : 

561.  Problème.  —  Éfani  donnée  une  équation  f{x)  =  0,  former 
r équation  admettant  pour  racines  les  inverses  des  racines  de  la  proposée. 
Soit 

f(x)  =  A^  ««  +  A,  X—*  + +  A«  =  0  (1) 

l'équation  proposée.  Si  cette  équation  admet  pour  racines   les 
nombres  a,  b^ /  que  nous  supposerons  tous  différents  de  zéro. 

f{x)  =Ao  [X  —  aj  IX  —  b) (x  —  /) 


REUTiONS  ENTRE  LES  COE 
Or  on  a  identiquement  : 

»-/(;)- A.  (l-«^ 

Donc  l'équation  demandée  est 

"il 

ou: 
D'ailleurs  si  l'on  représente  pat 

'©= 

donc  si  a  est  racine  de  l'équation 

tion  <f  (x)  =  0.  Ce  qui  précède  i 
plicité  seront  les  mêmes;  on  peut 

en  supposant /*,(a}  ^  0.  On  en  déc 


?(')-(!- 


^G)=C) 


^•0 

par  suite  -  est  racine  d'ordre  «  de 
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Déflnltion.  —  Uéquation  : 

c*e8t'à-dire  l'équation  (2),  se  nomme  l'équation  aiux  invenes  des 
racines  de  réquation  f[x)  =  0. 


RACINES  NULLES.  —  RACINES  INFINIES 


362.  SoU: 


+  k^x  +  k^=Q    (1) 


une  équation  algébrique.  Supposons  que  les  modules  des  p 
premiers  coefficients, 

A^,  A|,  Af) Ap^i 

tendent  vers  zéro,  le  module  de  A,  restant  supérieur  à  un 
nombre  donné  d'avance  et  supposons  en  outre  que  les  modules 
des  autres  coefficients  restent  finis,  ainsi  que  celui  de  Ap. 

On  a,  en  désignant  par  Sj,  la  somme  des  produits  p  à  p  des 
racines 

s,  =  {-  1)'  ^ 

Il  résulte  des  hypothèses  que  nous  avons  faites  que  le  module  de 
S;,  croit  indéfiniment  ;  pour  qu'il  en  soit  ainsi  il  est  nécessaire  que 
le  module  d'une  racine  au  moins  croisse  indéfiniment,  car  s*;l 
en  était  autrement,  chacun  des  modules  resterait  inférieur  à  un 
nombre  déterminé  \  et  Ton  aurait  : 

mod.  &p  <  Ci  V 

Je  dis  quHl  y  a  exactement  p  racines  dont  les  modules  croissent 
indéfiniment. 

En  effet,  supposons  qu'il  y  en  ait  un  plus  grand  nombre,  p  +  q 
par  exemple  ;  en  désignant  par 

^11  *i»  •••••  '^p+q 
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les  racines  dont  les  modules  croissent  indéfiniment  par  hypothèse, 
et  par 


•^>f9+«>  ^l>+«+>) ^« 


les  autres,  on  a 


S^=(_l),+,^, 


et  par  suite  : 


S. 


'  Il  résulte  de  cette  égalité  que  le  module  de  -^  reste  fini. 
Or  on  a  : 

Sp+9  =  «1  a?2 ^Hq  (i  +  «) 

a  et  p  tendant  vers  zéro  en  môme  temps  que  les  coefficients  Ao, 
A„ A;,-!  car  a  est  une  somme  de  fractions  ayant  pour  numé- 
rateur le  produit  de  plusieurs  racines  telles  que  ^h-^+iv  ^jH-^+t»  •••  ^m 
et  pour  dénominateur  une  ou  plusieurs  des  racines  Xj,  a;,, ...  Xj»^.,; 
de  même  P  est  une  somme  de  fractions  analogues. 

Il  résulte  de  là  que  Ton  aurait  : 

S,  ""     p     ' 

et  par  suite  le  module  de -~^  augmenterait  indéfiniment;  il  y  a 

contradiction  avec  ce  qui  précède,  donc  les  modules  de  p  racines 
au  plus  augmentent  indéfiniment. 

Je  dis  qu'il  ne  peut  pas  y  en  avoir  moins  de  p;  supposons  en  effet 
que  les  modules  de  p  —  q  racines  seulement,  ceux  des  racines 

augmentent  indéfiniment.  Dans  ce  cas,  Tidentité 

n.    —    B.    VlltmOLOWSKI.    —    ALaiBM.  19 
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montre  que 

Uni  ^  =  0. 

Or  on  a  comme  plus  haut  : 

Op  —  iTj,  3>2.   ..•••  Xp.^«  P 

a  ayant  pour   limite  zéro,  et  fi'  désignant  une  quantité  dont  le 
module  ne  peut  augmenter  indéfiniment. 
Par  suite 


s  _ 

et  Ton  ne  saurait  avoir  lim-|-^=  0;  donc   il  y  a   contradiction 

à  supposer  que  les  racines  dont  les  modules  augmentent 
indéfiniment  soient  en  nombre  inférieur  à  p. 

Il  résulte  de  là  que  les  modules  de  p  racines  augmentent 
indéfiniment. 

On  dit,  pour  abréger,  que  si  les  p  premiers  coefficients  tendent 
vers  zéro^  le  suivant  ne  tendant  pas  vers  zéro  mais  restant  fini  ainsi 
que  tous  les  autres,  p  racines  de  téquation  proposée  deviennent  infinies. 

Supposons  maintenant  que  les  coefficients 

Ain»  iMfi—l)  Am— fî Afn— j>4-l 

tendent  vers  zéro,  le  module  de  A,^p  ne  tendant  pas  vers  zéro, 
les  modules  de  Am^p  et  de  tous  les  autres  coefficients  restant 
d'ailleurs  finis.  Si  Ton  considère  Téquatîon  : 

Amar'»+Am~ia:«--*+-.-+Am-jH.i^'""^'  +  Am-j,a?~-'+...+Ao=0    (2) 

il  résulte  de  la  démonstration  précédente  que  p  racines  de  cette 
équation  deviennent  infinies,  puisque,  par  hypothèse  les/7  pre- 
miers coefficients  de  cette  équation  tendent  vers  zéro.  Or  les 
racines  de  l'équation  (2)  sont  les  inverses  (56i)  des  racines  de 
réquation  (1). 

Donc  p  racines  de  Téquation  (1),  et;?  setlement,  tendent  vers 
zéro. 
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Supposons  maintenant  que  les  coefficients 

Aq»  A-i, A|).i 

et  les  coefficients 

Am— 9+1  Am— ^-f-S» A»t_|,  Am 

tendent  vers  zéro  en  même  temps,  (pourvu  que;?  -f  ?  soit  infé- 
rieur à  m  + 1),  les  coefficients  A^  et  Am^q  ne  tendant  pas  vers  zéro, 
les  modules  de  ces  coefficients  ainsi  que  ceux  des  autres  coeffi- 
cients restant  finis,  p  racines  deviennent  infinies  et  q  racines 
deviennent  nulles. 
Il  convient  de  remarquer  que  si  Ton  rend  le  polynôme  homo- 

gène  en  remplaçant  x  par  -  et  multipliant  tous  les  termes  par  ^"*, 

qaand  on  suppose  que  les  coefficients  A^,  A|, Ap.i,  ainsi  que 

les  coefficients  A«_^i,  Ab»-ç+2, A^  deviennent  nuls,  le  premier 

membre  de  Téquation  aura  or?  y^  en  facteur. 
Soit  par  exemple  Téquation  : 

A^(i^+A,x'  +  A^a^  +  A^x'  +  A^x  +  k^=0 

Si  Ao,  A^  et  A5  tendent  vers  zéro,  A^,  Ag,  A^  ayant  des  limites  finies 
et  différentes  de  zéro,  Téquation  aura  deux  racines  infinies  et  une 
racine  nulle.  A  la  limite,  quand  ces  coefficients  seront  nuls,  Téqua- 
tion  se  réduira  à  la  suivante  : 

A'^a^  +  A^x^  +  A,x=0 

qui  n*est  plus  que  du  3'  degré  et  dont  le  premier  membre  renferme 
X  en  facteur.  Si  Ton  avait  rendu  Téquation  homogène,  Téquation 
limite  serait  : 

Aj  a?"  y'  +  Ai  a?*  y«  +  A'i  a?  y*  =  0 

Ai,  A3,  A4  désignant  les  limites  de  A2,  A3,  A4.  On  remarquera  que 
la  variable  y  conserve  pour  ainsi  dire  la  trace  des  deux  racines  qui 
ont  disparu  en  devenant  infinies,  y^  étant  en  facteur,  comme  d'ail- 
leurs le  facteur  a?  indique  qu'il  y  a  une  racine  nulle. 

563.  Théorème.  —  Les  racines  dune  équation  algébrique  sont  de 
fonctions  continues  des  coefficients  de  cette  équation. 

Soit  : 

/•(a?)  =  Ao  a?«  +  A,  a:--*  + +  A,„  =  0 
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une  équation  ayant  une  racine  a  de  degré  ;>  de  multiplicité.  Je  dis 
que  si  Ton  donne  aux  coefficients  des  accroissements 

A  Aq,  d  A|, A  A„, 

p  racines  de  Téquation 

(A^  +  AAo)  a?-  +  (A,  +  A  A,)  a:«-*  + +(A«  + AA„)=  0    (2) 

tendent  vers  a  quand  les  accroissements  des  coefficients  tendent 
simultanément  vers  zéro.  En  effet,  on  a  par  hypothèse 

f{a)=zO    /*(a)  =  0    r(«)  =  0  f^'{a)=0    f'{a)^0. 

Soit: 

<p{a?)  =  AAoa?"»  + AA^a?™"*  + +  A  A,,; 

les  dérivées  de  y  (a:),  pour  a:  =  a,  sont  toutes  des  fonctions  linéaires 

et  homogènes  des  accroissements  AA^,  AA^, AA^ï  par  suite 

chacune  des  quantités 

?(«),?' (a),?"  (a), ç<-)(a) 

a   pour   limite   zéro    quand    tous    ces    accroissements    tendent 
eux-mêmes  vers  zéro. 
L'équation  (2),  étant  écrite  ainsi  : 

f{x)  +  f(x)  =  0, 

si  l'on  pose  x  =  a-\-  z,  elle  devient  : 

,(a)+zr'(a)  +  ^'^  +  ...+2'-'^^;+^//*H«)+f""(a)l+... 

si  A  Ao,  AAj, A  km  tendent  vers  zéro,  lesp  premiers  coefficients 

de  réquation  en  z  tendent  vers  zéro,  les  suivants  ont  pour  limites 

p\    '(p  +  \y ml     ' 

mais  par  hypothèse  f^^^  (a)  est  différent  de  zéro,  donc  p  racines, 
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et  pas  davantage,  tendent  vers  zéro  ;  ce  qui  revient  à  dire  que  p 
racines  de  Téquation  f[x)  =  0  tendent  vers  a, 
564.  Application  anx  fonctions  Implicites  algrébrlqnes. — 

Soit /(a?,  y)  un  polynôme  entier  par  rapport  à  a:  et  y,  et  considé- 
rons l'équation 

f{x,  y)  =  0. 
Si  Ton  donne  à  x  une  valeur  particulière  x^^,  Téquation 

aura  m  racines,  si  Ton  désigne  par  m  le  degré  par  rapport  à  y. 
Pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  que  le  coefficient  de  la 
plus  haute  puissance  de  y  soit  indépendant  de  x,ou  au  moins  ne  soit 
pas  nul  pour  x  =  x^.  Soit  y©  ui^c  racine  de  Téquation  précédente  ; 
nous  supposons  que  cette  racine  soit  simple.  Dans  ce  cas  la  dérivée  : 
Ty  (^of  I/o)  ^^^  différente  de  zéro.  Donnons  à  x^^  un  accroissement  A, 
réquation 

A^o  +  A,  y)  =  0 

aura,  d'après  le  théorème  précédent,  une  racine  et  une  seule  ten- 
dant vers  y^  quand  h  tend  vers  zéro.  Désignons  cette  racine  par 
yQ-}-  k;  k  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  h.  Nous  nous  propo- 

k 
sons  de  chercher   la  limite  du  rapport  -quand  h  tend  vers  zéro. 

Par  hypothèse, 

A^o  +  A,yo  +  *)  =  0, 

ou,  en  développant  par  la  formule  de  Tayior, 

A^..  yo) + A^-.  +*/;;. + ï^  (a*/:; +2  **/;,„+*•/;.)  +  -  =  0- 

Posons  k  =  th;  en  remarquant  que  /(Xo,  y©)  =  0,  on  voit  que  h 
est  en  facteur  dans  tous  les  termes;  en  supprimant  cette  solution 
qui  correspond  à  a?  =  Xo,  y  =  y©,  on  obtient 

P  désignant  un  polynôme  entier  par  rapport  à  /  et  A. 
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Si  Ton  regarde  t  comme  l'inconnue  et  h  comme  un  paramètre 
variable,  on  voit  que  si  A  =  0,  Téquation  pr^'^cédente  s'abaisse  au 
premier  degré  et  a  une  racine  finie  vérifiant  l'équation 

donc,  quand  h  tend  vers  zéro,  une  valeur  de  t  et  d'ailleurs  une 
spule,  tend  vers 


donc 


hm  -  =  —  -jA. 


Si  l'on  suppose /*y  =0  et /",  ^0,  on  voit  que  l'équation  en  r  s'abaisse 
au  degré  0  quand  on  suppose  h  =  0  :  toutes  ses  racines  sont  infi- 

nies  pour  A  =  0,  par  suite  -r  augmente  indéfiniment  quand  h  tend 

ver»  zéro. 

On  retrouve  ainsi  la  règle  déjà  obtenue  pour  calculer  la  dérivée 
dune  fonction  implicite. 

Supposons  que  Ton  ait  en  même  temps 

/;.  =  o  /;,=o  /;j^o. 

Dans  ce  cas,  l'équation 

après  qu'on  aura  posé  k  =  thy  aura  h^  en  facteur;  en  supprimant  ce 
facteur,  on  obtient 

Si  A  =  0,  cette  équation  se  réduit  à  la  suivante  : 

r.î  +  2//;,.  +  <'/'i  =  0;  (2) 

donc,  quand  h  tend  vers  zéro,  deux  déterminations  de  t  tendent 
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vers  les  racines  de  Téquation  (2).  D'ailleurs  ^^  ®st  racine  double  de 

réquation  f[x^y  y)  =  o  ;  ^eux  racines  de  l'équation  f[x^  -|-  A,  y)  =  0 

tendent  vers  y^  quand  h  tend  vers  zéro  ;  si  Ton  pose  y  z^y^-^  k/û 

y  a  deux  déterminations  de  ^,  K  et  k"  qui  tendent  vers  zéro,  et  les 

k'   k" 
rapports  j,  -r  ont  des  limites  finies  égales  aux  racines  de  Téqua- 

tion  (2). 
Si  Ton  suppose 

Tun  de  ces  rapports  augmente  indéfiniment,  et  si  Ton  suppose 

ils  augmentent  indéfiniment  tous  les  deux. 

On  traitera  d'une  manière  analogue  les  autres  cas.  En  général, 
si  l'on  suppose  que  toutes  les  dérivées  partielles  de  f{Xj  y)  du  pre- 
mier ordre,  du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  celles  de 
l'ordre  p  —  1  soient  nulles  pour  a?  =  x^,  y  =  t/o»  ™^îs  que  la  déri- 
vée f^l  soit  différente  de  zéro,  il  y  aura  p  détermination  de  A,  savoir  : 

Ar^,  k^ ...  k  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  h,  et  les  rapports 

T'I' T 

auront   des  limites  finies,  racines   d*une  équation  de  degré  p, 
que  Ton  peut  écrire  symboliquement  : 

EXERCICES 

1.  Soit  6  un  nombre  positif  et  soient  a^,  ^^i  •  •  •  ^n  >  ^^  nombres  réels  tels  que 
les  différences  0|— ^|f  S  "S*  ***  ^m— i~^fi>  soient  toutes  positives.  Montrer 
que  réqoation 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales. 
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2.  Prouver  que  réquation 

i+p*+pqx  _pq+{i  +  q*)x 
r-j-sx  s  ■{'  tx 

a  toujours  ses  racines  réelles  —  Condition  d'égalité. 
—  1*  On  peut  mettre  le  discriminant  sous  la  forme  d'une  somme  de  deux  carrés  ; 

2*  on  peut  prendre  comme  inconnue  auxiliaire  la  valeur  commune  -  de   ces  deux 

rapports,  et  faire  ensuite  des  substitutions  convenables. 

3.  Résoudre  le  système  de  n  équations  à  n  inconnues. 

a"  +  a**"*  X  +  a"-'  y  +  ...   -f  ai  H-ii=.0 
6*   +  6"-*   X  +  ^"-^  y  +  ...   +  bt  +tt  =  0 


r  +  r~*  «  +  r-'  y  -h  ...  +  «  +  u  =  0. 

4.  Résoudre  le  système  de  n  équations  à  n  inconnues  : 


X  y  u 

+  7-7-  + +  TT-=i. 


a+H  ô+n  Z+n 

X              y  u 

a  +  p  6+  p  ^-r  0 

On  considère  Tezpression 


û  +  e       6+6  /+  6 

Si  X,  y, ...  u  désignent  les  nombres  vérifiant  le  système  donné,  cette  expression 
8*annule  quand  0  =  X,  X  =  (t,  ...  0 = p,  donc 

/fô)  =  (e-x)(e-ri (6~p) 

'''—(a  +  b)  (6  +  6) (/-6)' 

Par  suite, 

4 f y «_  ^  (6~X)(6-ri (6~p) 

a  +  6      6  +  6      ;  +  e      (a  +  e)(6  +  e) v^'  +  ei 

et  ensuite 

-x+(a+i)ïl--*-~  "    1_(9-X)((>-ri (»-p) 

*+ta+e,|^l       ^^^        i  +  oj—         (6  +  8) (/+9) 
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On  pose  enfin  0  =  ~  a  dans  les  deux  membres  de  T identité. 

Autre  méthode,  —  On  ajoute  membre  à  membre  la  première  équation  et  la 
seconde,  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  a  +  X  et  —(a+pi);  on  sup- 
prime le  facteur  X  —  (i  et  l'on  opère  d'une  manière  analogue  sur  la  première  équa- 
tion et  chacune  des  suivantes.  On  obtient  un  système  de  même  forme  que  le  pro- 
posé ayant  une  équation  et  une  inconnue  de  moins,  et  Ton  opère  de  la  mêrre 
manière  sur  ce  second  système,  etc. 

5.  Si  Téquation  /*  (a?) =0  a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales,  Téquation 

n*a  que  des  racines  imaginaires. 
On  part  de  Tidentité 

f{x)       X  —  a     X  —  ô"" 'ar  —  / 

a,  6,  ...  l  désignant  les  racines  de  /*(j?)  ^  0  ;  on  a  ensuite 

6.  Si  réquation 

«"•—  Al*"""*  +  A,:c""*  -A,*"""'  4- =0 

a  toutes  les  racines  réelles  et  positives,  on  a  nécessairement 

A,>0    A,  >0    A,>0 

7.  Si  réquation 

j:"'— A, «"*""*+ A, jr"*"' 4-  =0 

a  toutes  les  racines  réelles,  on  a  nécessairement 


aJ  — 2A,  >0. 
AÎ-2A,As+2A4>0. 


Soient  f  (x)  le  premier  membre  de  réquation,  et  a,  6, l  les  racines  : 

(-ir/'(a?)/'(-jr)  =  (*«-a«)(x«-6«)  (a;«-P)=9(jr«). 

En  posant  ar»  =  y,  on  applique  au  polynôme  9  iy)  le  théorème  du  n»  G. 

8.  On  connaît  p  racines  de  l'équation  f(x)  =  0.  Former  Téqualion  qui  admet 
m  —  p  autres  racines  de  f(x)=zO,  m  étant  le  degré  de  f{x). 

9.  Si  une  équation 


X 


-Aix"*"'  +  A.ar"^'  - =*=  A^  =  0 
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à  toutes  ses  racines  positives,  les  quantités  Ai,  A,, ...  vérifiant  les  inégalités 

A|  >  m  V  Am 


On  établit  d*abord  ce  lemme  :  Si  S  est  la  somme  des  produits  p  kp  àea^b,  ?.../, 
et  si  P  désigne  le  produit  des  Oj||  parties  dont  se  compose  S     on  a  : 

K 

Cela  étant,  la  moyenne  arithmétique  des  C'  parties  dont  se  compose  A_  est--- , 
leur  moyenne  géométrique  est 


c:< 


On  en  conclut 

-;  >"v/Â^  etc. 

10.  Si  réquatiOD 

*m H-  A,4P*"-*  H-  A,*"-  » ......  ^ 0 

a  toutes  ses  racines  réelles,  ses  coefficients  vérifient  les  inégalités 

-  (2A.  -  AÎ)  >  m'yjxl 

8A,-2A.A.  +  A;>!!îi2Li:ilY/Â:. 

On  considère 

cl  on  applique  le  théorème  du  n*  9.  à  TéquatioB 

il.  En  supposant  que  les  racines  de  Inéquation 

J?"  H-  A,  jr"''"*  +  A,ar"^"  -|-  . . . .  =s  0 

sont  en  progrewlon  arithmétique,  les  racines  extrêmes  sont  données  par  Véquation 

î  (»U7  +  A|)«  {m  +  1)  =  (m  -  i)«  AJ  —  2m(m  —  i) A, 

^  (GàTn.) 
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12.  Déterminer  q  de  manière  que  les  racines  de  Téquation 

aoient  en  procession  arithmétique  ou  géométrique,  et  résoudre. 

13.  Déterminer  p  de  sorte  que  deux  racines  de  Téquation 

3x* -hpa?»  +  2««  +  12ar— 8  =0 

aient  un  produit  égal  à  4,  et  résoudre. 

14.  Déterminer  q  de  sorte  que  l'équation 

a:*  — ôa;«  +  8««  +  çj?  + 26=0 

ait  ses  quatre  racines  en  proportion,  et  résoudre. 
16.  Déterminer  q  de  manière  que  les  racines  de  Téquation 

6«»  — lia?»  +6ar  — g=0 

soient  en  proportion  harmonique,  et  résoudre. 
16.  Étant  donnée  l'équation 

A«ar»  +  4A,jr»  +  6A,««+4A,ar  +  A«  =  0. 

exprimer  que  les  racines  a,  ô,  c,  d  de  cette  équation  vérifient  la  relation 

(«  +  *)  (c+d)=2(a^  +  cd). 
On  pose 

les  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines  peuvent  s'écrire  ainsi . 

«  +  «'  =  _i^  (1) 

Ao 

(2) 

(3) 
4» 


i  Ton  doit  avoir,  en  outre 


ttV'  -f  v 

-•=^ 

Ai 

toi 

=  2(»  +  »'), 

(5) 


1  ou 


^A,  .     ,       2A, 
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Oo  en  conclut  que  u  et  u'  sont  les  racines  de  Téquatton 


t;  et  v'  sont  les  racines  de 


mais  la  relation  (3)  donne 


on  en  tire 


A.5»  +  *A,3  +  4A,  =  0; 


Ao<"-2A«/-hA4=0; 


A«x<  +  2A,f-A,z  =  2A8; 


(6) 


w 


t  = 


A.X+2A, 


A,«  +  2A,' 
et  substituant  dans  (6), 

(A,A4-A0  (A,2«  +  4A,z)  +  4A,A;-8A,'A,A,+4A4AÎ 


0; 


on  en  conclut  : 

A«  (A,  A4  -  AÎ)  -  A,  (A,  A4  -  A,  AJ  +  At  (A,  A,-  AÎ)  =  0; 

o'est-à-dire 

Af       Al       At 

=  0. 
A4 

17.  Montrer  que  les  racines  de  Téquation 

(Z«-z«)  (z  -  zo  +  A)-0*  -  4)/*  cos*  a  =  0 

sont  réelles,  l'inconnue  étant  désignée  par  z. 

18.  Si  a^,  a^, a^  sont  les  racines  do  l'équation  f{x)  =  0,  on  a  : 


A. 

A, 

A. 

A, 

A, 

A, 

A, 

A, 

A4 

(-1)" 


«1 

X 

X 

« 

• 

• 

X 

X 

«s 

X 

• 

• 

■ 

X 

X 

X 

«1 

• 

• 

• 

X 

XX    r   .  ,  ,   a. 


=  r(*)-«rw. 


1  11 

19    Calculer  x^+  ^  en  fonction  de  :t  +  -  en  posant  x  +  -  :s  8  oos  9. 

~  X 


X"  « 

Expliquer  pourquoi  la  formule  trouvée  est  générale. 
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CHAPITRE  II 

FONCTIONS  SYMÉTRIQUES  DES  RACINES  D'UNE  ÉQUATION 

ALGÉBRIQUE 

565.  On  nomme  fonction  symétrique  des  lettres  a,  6, I,  toute 

expression  formée  avec  ces  lettres,  qui  ne  change  pas  quand  on 
permute  d'une  manière  quelconque  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
de  ces  lettres.  Par  exemple, 

a  +  b,    a*  +  aô  +  ô*,    a*-]-b*-^(^ — ab  —  bc  —  ca,     

sont  des  fonctions  symétriques. 

Toute  fonction  symétrique  entière  et  rationnelle  des  lettres  données 
est  la  somme  de  fonctions  symétriques  homogènes  de  ces  lettres^ 

En  effet,  considérons  un  terme  quelconque  de  la  fonction 
donnée;  cette  fonction  doit  contenir  aussi  tous  les  termes  qui  se 
déduisent  de  celui-là  en  permutant  de  toutes  les  manières  possibles 
les  lettres  qui  entrent  dans  ce  terme,  entre  elles  ou  avec  les  autres 
lettres  données. 

Ainsi,  par  exemple,  si  la  fonction  contient  le  terme 

A  étant  un  coefficient  numérique,  elle  contiendra  les  termes 

Ao^ôV,    Ac«a«*S     Arf'ô'c»,     

L'ensemble  de  tous  ces  termes  constitue  une  fonction  homogène 
et  la  fonction  symétrique  considérée  sera  composée  d'un  certain 
nombre  de  groupes  analogues  ;  elle  est  donc  la  somme  de  fonctions 
symétriques,  entières,  rationnelles  et  homogènes. 

On  nomme  fonction  symétrique  du  premier  ordre,  ou  fonction 
sirnp^^,  toute  fonction  symétrique,  rationnelle,  entière  et  homogène 
dont  chaque  terme  ne  contient  qu'une  lettre;  fonction  double  ou 
dvideuxième  ordre, toute  fonction  symétrique, rationnelle, entière  et 
homogène  dont  chaque  terme  contient  deux  lettres,  et  ainsi  de 
suite. 

Les  sommes  des  puissances  semblables  sont  des  fonctions  du 
premier  ordre  ;  la  somme  des  produits /)  kp  est  une  fonction  de 
l'ordre  p. 
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Nous  allons  démontrer  que  toute  fonctionsymétnque  rationnelle  et 
entière  des  racines  (Tune  équation  algébrique  s'exprime  rationnellement 
en  fonction  des  coefficients  de  cette  équation. 

Nous  considérons  d'abord  les  sommes  de  puissances  sem- 
blables. 

CALCUL  DES  SOMMES  DES  PUISSANCES  SEMBLABLES  DES  RACINES 

D'UNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE 

566.  Première  méthode.  —  Soient  a,  bjÇ^ /  les  racines  th 

l'équation  f{x)  =  0  ;  et  soit 

Sp  =  a^  +  bp+cp  + +  iP, 

on  se  propose  de  calculer  Sp  en  fonction  des  coefficients  de  f{x). 
On  a  identiquement  : 

f{x)  "^  «  ~  a  "^  X  —  *  "*■ "^  X  —  r  ^  ' 


d'oii 


X  — fl         X  —  0  X  —  / 


Si  l'on  suppose 

f{x)  s  A,x"  +  A.x— •  + +  A«, 

on  a  : 

I^  s  A,x"-«  +  (A«o  +  A.)x*-*  + 

+  (A.o'  +  A,  oi>-'  + +  A,_,a  +  A,)x"-'^'  f  .  .. 

+  (A,a"-«  +  A,  a"-»  + +  A„_,a  +  A„-,)  ; 

^^  =  A,x"-«  +  (A,*  +  A,)x— »  + 

+  (A«*'  +  A,*'-'  + +  Ap_,  b  +  Ap)x»-?-»  H-  ...  . 

+  (A,*--  +  A,  6—+ +  k^tb  +  A„.0  ; 


^^  ^  A,x-«  +  (A,  /  +  A,)  x«-«  + 

+  {A,lP  +  k,lf-'+ +  A,_,/  +  A,)  x«-'-'  -f  .  .  . 

+  (A,i-'+A,A»-«-|- -I- A„_,  /  +  A.^0. 
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Si  Ton  ajoute  toutes  ces  identités  membre  à  membre,  en  tenant 
compte  de  Tidentité  (2),  on  obtient  : 

/^(a?)  =  mA,x^*+(Ao54  +  mA,)a:«-»+(Ao*,+A,*i+mA,)ar'"-^+.. 
+  {Ao«p  +  k^s,^t  + +  Am-i«i  +  m  A;,)a?«-P-«  + 

+  (Ao«m-l  +  A|«m-  + +  A^-îSj  +  m  Am-l). 

Hais, 

f{x)  =  m  AoX*»-'+  (m  —  1)  A^  a^-*+  (m  —  2)  A,a:"«-'  +  .... 
+  {m  -p)ApX«-'--*  + +  A«,,; 

par  suite, 

Ao*j  +  A,  =0, 

A,s,  +  A,*',  +  2A,  =  0, 

Ao  ^3  +  A,  Sj  +  AjS,  +  3  Aj  =  0, 


Ao  «p  +  Aj^p-,  +  A,sp-a  + +  A;^i  «t  +  p  Ap  =  0, 


Ao*m-l  +  Aj  ««_8  +  Aj«m-»  + +  Am-a«t  +  (w  —  1)  Am-l  =  0. 

Ces  formules,  dues  à  Newton,  donnent  successivement  Sj,  s^,  s,, 

jusqu*à  Sm^iy  exprimées  en  fonctions  rationnelles  des  coefficients. 
Lorsque  Ao=  t,  toutes  ces  sommes  sont  des  fonctions  entières 
des  coefficients  de  Téquation  proposée. 

Sommes  des  puissances  supérieures  km —  1.  —  Si  a  est 
racine  de  Téquation 

m = 0. 

a  est  aussi  racine  de  Téquation 

x^  f(x)  =  0, 

étant  un  entier  positif  quelconque. 
On  aura  donc, 

k^a^*^  +  Al  a'^+V'-i  -j-  Aja^+i*-»  + -)-  A„-.i  a^+i  +  AmO»'  =  0, 

k^b^^-î-  Al  ô«Mi^«  +  A, bm-h^-»+ 4-  A«_i  ôH-i  +  A«6»*  =  0. 


A«  h-^  +  A,  /m+H-i  -f  Al  /«Hi^  + +  Am.i  /«*+»  +  A«  /J*  =  0, 
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en  ajoutant  membre  à  membre  : 

Ao»m+ii+  A|Sot+^_i+  A2*gi+|»-J  + +  Am-iSn+i  +  AmV=0         (3) 

Cette  foi^mule  de  récurrence  permet  de  calculer  s^^^y  quand  on 
connaît 

Or  on  a  calculé  s^,  s^i  -*•*  <m.i;  donc  on  aura  5^.  en  remarquant 
que  «0  =  m,  par  la  formule 

Ao*«,  +  A|Sm.i  +  A,5»,^+ +  Am-i«i+  ^A„  =  0. 

Connaissant  Sm*  on  aura  ensuite  s^+i,  en  remplaçant  /a  par  1,  et 
ainsi  de  suite. 

La  formule  (3)  s'applique  à  des  valeurs  négatives  de  jx,  pourvu 
que  réquation  proposée  n*ait  aucune  racine  nulle  ;  on  pourra  donc 
encore,  par  le  même  procédé,  calculer  5_i,  s_i, *«p. 

D'ailleurs,  on  pourra  calculer  s^p,  en  cherchant  la  somme  des 
puissances  p  des  racines  de  Téquation  aux  inverses. 

En  résumé,  p  étant  positif  ou  négatif,  la  somme  Sp  est  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  des  coefficients  de  Téquation  f[x)  =  0, 
quand  on  suppose  le  coefficient  de  or"*  ramené  à  l'unité. 

II  résulte  aussi  de  ce  qui  précède  que  si  Ton  connaît  5^,  5,, Sm, 

on  pourra  calculer  successivement  A|,  A„ Amen  supposant 

connu  Aq,  par  exemple,  en  supposant  Ao=  1. 

567.  Deuxième  méthode.  —  1^  Occupons-nous  d'abord  des 
puissances  entières. 

Désignant  comme  plus  haut  les  racines  de  l'équation  f(x)  =  0 
par  a,  ^, /,  on  a  identiquement  : 

'    =!+«+«*+ +j^,      «^'         (.,) 


x  —  a      X      X-      A^  *  '  xH-*   '  xP-^^(x  —  a) 


ou 


=  -  +  r2  +  ra  + +  "^  +  n7r.  (2) 


X  —  a        X        X^        X^  XP"^^         A^r"* 

a  ayant  une  limite  finie  quand  x  grandit  indéfiniment.  En  ajoutant 
membre  à  membre  les  m  identités  analogues,  relatives  aux 
m  racines,  on  obtient  : 


1 
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f[x)  00    '    S^    '    X"    '  •    X^"^    •    xH-« 

X  ayant  une  limite  finie  pour  x  infini.  Or,  en  divisant  /'  [x]  par  f[x) 
et  en  ordonnant  Topération  suivant  les  puissances  décroissantes, 
on  aura 

f[x)  '^ x^ a^^ 01^^ -r^.^i-r^+8»  V  ; 

0  désignant  une  fonction  de  x  ayant  une  limite  finie  quand  x  aug- 
mente indéfiniment.  Donc  en  comparant  les  deux  membres  des 
identités  (2j  et  (3j,  on  a  : 

1 
Ainsi  la  somme  Sp  est  le  coefficient  de  --t;  dans  le  quotient  de  la 

division  de  f  [x)  par  /(x),  ordonné  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  X, 

1 
Corollaire.  —  La  somme  5«  est  égale  au  coefficient  de  -  dans  le 

X 

développement  de 

m  ' 

ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 

2**  Pnlssances    négr^tlves.  —    On    trouve   d*une   manière 
analogue  s^\  en  effet,  on  a  identiquement 

1  \       X      a^  xP~^  s^ 


a  —  X      a      a*      a^  aP       aP{a  —  a?) 

et  des  identités  analogues  pour  chacune  des  autres  racines;  en 
ajoutant  membre  à  membre  les  m  identités,  on  obtient 


1 


\ 

et  en  remarquant  que  pour  a:  =  0,  51  — ; ^  se  réduit  as      ..on 

^         ^     ^  '  ^  aP[a  —  x)  -^"^ 

peut  écrire  : 

—  f  [x] 

a  désignant  une  fonction  de  x  ayant  une  limite  finie  pour  or  =  0. 

II.    —   B.    RUWBMLOWSKI.    —   ALOtBBK.  17 
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On  en  conclut,  comme  plus  haut,  que  la  somme  s^  des  puissances 
d'exposant  —p  des  racines  de  Téquation  f[x)  =  0,  est  égale  au 
coefficient  changé  de  signe  de  a^ -',  dans  le  quotient  de  la  division 
de  f{x)  par  f(x),  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes. 

Corollaire.  —  La  somme  «_„  est  égale  au  coefficient  de  -  dans  le 
développement  de 

aiPf{x) 

suivant  les  puissances  croissantes  de  x. 
Remarque.  —  On  déduit  de  ce  qui  précède  les  identités 

^^  X  —  tt  f[x] 


:-.+-f7^+zEi+ + 


^  aP[x--a)'~  x^f[x)   '    xv    '  a?^*  x 

Application.  —  Soit 

f{x)  s  a?«  —  1  ;    f[x)  s  m«*-S 
par  suite 

De  même 

/  (a?)         1 — a? 

Il  en  résulte  que  $,  a  pour  valeur  m  ou  zéro,  suivant  que  le 
nombre  positif  ou  négatif/?  est  ou  n'est  pas  un  multiple  de  m. 

CALCUL  DES  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES  ENTIÈRES  DES  RACINES 

D'UNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE 

568.  Fonctions  symétriques  du  second  ordre.  —  Soient 
«  et  p  deux  nombres  entiers  donnés;  nous  cherchons  la  somme 

étendue  à  toutes  les  lettres  a,  b^  c, /. 


FONCTIONS  SYMÉTRIQUES   DES  RACINES 

On  sait  calculer  ^a  et  sp  ;  considérons  les  identités 

s^=  a«+  ô*+  c«+ +  ^% 

*p  =  aP-f  *^  +  <^^+ +  '^• 

Si  Ton  multiplie  membre  à  membre,  on  aura  : 

s^  Sp  ==  (a-  +  *•+ +  /«)  (aP  +  *?  +  iA  + +  l9). 

Or  le  second  membre  est  la  somme  des  termes  tels  que 

a«+?,     b^     /*fA 

et  des  termes  obtenus  en  multipliant  de  toutes  les  façons  un  terme 
de  la  première  somme  par  un  terme  différent  de  la  seconde. 
Mais  cette  seconde  partie  du  produit  est  précisément  la  somme 

2a*  *^  donc, 

8a.Sp=Sa+p  +  ^a'b^^ 

d'où 

2a«i?  =  SaSp—s^p. 

569.  Fonctions  symétriques  triples.  —  Soit  à  calculer  la 
fonction  symétrique 

On  a 

Sp=  a?  +  b  +  c?-f /S 

Sj  =  a^  +  ôr+c'-f r. 

Multiplions  membre  à  membre  :  le  produit  des  premiers  membres 
est  égal  à  s^.sp.Sj,  Pour  faire  le  produit  des  seconçls  membres,  on  doit 
prendre  de  toutes  les  façons  un  terme  dans  chacun  d  eux  ;  or  1°  on 
peut  prendre  une  puissance  de  la  même  lettre;  on  aura  ainsi  la 
somme 

2a*+H-7    ou    s^p^; 
2*  on  peut  prendre  deux  lois  la  môme  lettre,  on  aur^  ainsi 
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trois  sommes  distinctes,  savoir  : 

2a*+P.6Y,    ^aPH.à^    et    ^at-^.bf; 

3*  enfin,  on  peut  prendre  chaque  fois  trois  lettres  distinctes  et  la 
somme  des  produits  ainsi  composés  est  précisément  la  somme 
cherchée 

On  a  donc  : 
Mais  d'après  ce  qui  précède 

donc  : 

^a*b^a=iaSpij  ^*«+^«T— »H^«.— «rt^^A  +  ^^M-H^- 
STO   Fonctions  symétriques  d*ordre  p.  —  La  méthode  pré- 
cédente est  générale.  Supposons  en  effet  qu*on  sache  calculer  les 
fonctions  d'ordre  p  —  1,  je  dis  qu'on  pourra  calculer  une  fonction 

d'ordre  p.  Soient  en  effet  p  nombres  entiers  donnés  «,  p,  7, $; 

écrivons  les  identités 

s.  =  a*  +  ô*  +  c'+ +  r 

sp  =  a»^  +  A^  +  c^  + +  I' 

s,  =  aT  +  *T  +  cT  + +  P 


*e  =  a^  +  i^  +  c*  + +  f 

Si  Ton  multiplie  membre  à  membre,  le  produit  des  seconds  mem- 
bres comprendra  la  somme  cherchée  2^  *^  c^ /**  et  en  outre  un 
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certain  nombre  de  fonctions  symétriques  d^ordre  au  plus  égal  à 
p  —  1,  et  par  suite  déjà  connues;  donc  en  égalant  le  produit  à 
s^sp s%f  on  obtiendra 

SaSp S.=:la*b^ /'•  +  S. 

S  désignant  une  somme  de  quantités  que  Ton  sait  toutes  exprimer 
en  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  Téquation  ;  donc  la  pro- 
position est  établie. 

Mais  il  reste  à  examiner  le  cas  où  quelques  uns  des  exposants 
«)  P,  7, 6  sont  égaux  entre  eux. 

Considérons  par   exemple  ^a*è^;   si  «  devient  égal  à  P,  les 

termes  tels  que  a*  b^  et  é*  a^  deviennent  égaux  à  a"  6*  de  sorte  que 
tous  les  termes  de  la  somme  considérée  deviennent  égaux  deux 
à  deux  ;  par  suite 


Sâ-i-  =  i[{5.)«-*..]; 


de  même  si  «  =  p  =  y,  les  termes  de  S  a*  *^  c^  sont  égaux  3  !  à  3  I 
à  a"  ô*  c*,  de  sorte  que 

1 

2a«  ô«  €•  =  —  (*^  —  3^2a  *.  +  2  Sa.) 

et  ainsi  de  suite. 

Enfin   nous    remarquerons  que  la  méthode  qu<9  nous  avons 
employée  ne  suppose  pas  que  les  exposants  «,  ^,....  soient  positifs. 

571.  Poids  d*nne  loncUon  «Tiiiétrique  entière,  rattoaiielle  et  itoino- 
9ène  des  racines  de  l'équation 

x«»  +  p,*"*-*  +p,x«-«  + +  P«_|  X  H-p.  =0. 

Si  Ton  considère  un  produit  de  la  forme 

kpSlpS n*w-ip*m, 

on  appelle  poid9  de  cette  expression,  la  somme  des  produits  de  IMndice  de  chat|u<) 
facteur  par  son  exposant,  savoir  : 


. 


262  COURS  D'ALGÈBRE 

Si  l'oo  considère  les  formules  de  Newton: 

»i+Pi  =  0 

«i+Pi»t  +  2Pi  =  0- 
«i+Pi«t+P«»i  +  3pi=0,etc. 

(  n  reconnaît  immédiatement  que  Itexpression  de  s^  an  moyen  de  pu  Pt Pm^^ 

composée  de  termes  ayant  tous  le  même  poids  égal  à  a.  Il  suffit  de  remarquer  que 
la  proposition  est  vraie  par  a=l,car  *,=— pi  et  pour  a  =9,  puisque S|=pJ  —  2  fs- 
Si  on  Tadmet  pour  a=:  Ar,  elle  sera  Traie  pour  a  =  A  +  if  car  on  a  : 

Vi  +  ^1  **  +  Pi  •*-!  + =®- 

Or,  le  poids  de  Sj^_„  est  égal  à  A—  n,  le  poids  du  produit  p^^  m^^^^  est  évidemment 
&  + 1  ;  donc  5^^  est  la  somme  de  termes  de  poids  égal  à  &  +  i- 
On  en  conclut  que 

2a«  6*  cT  =  ç  (p„  p, p^)^ 

tous  les  termes  de  la  fonction  9  étant  de  même  poids  égal  à 

«+P+T. 

D'ailleurs  si  Ton  multiplie  chaque  racine  de  Téquation  par  un  nombre  arbitraire 
kf  Pi  sera  multiple  par  k,  Pf  par  A*, et  ainsi  de  suite,  donc 

ç(Pi»Pi.  ..  Pj 
deTiendra 

f  (Pl*fPi*',  ■"'Pm^'^i' 

Mais 
sera  multiplié  par  k'^frh^  donc 

Ç  (Pl  *,  Pi  **,...Am  p"  )  =  A'^^  9  (Pi.  Pf-  Pm)' 

Or  k  est  arbitraire  ;  il  en  résulte  évidemment  que  tous  les  termes  de   •  ont 
un  même  poids  égal  à 

^ar  chaque  terme  est  multiplié  par  é^t  ^  étant  son  poids. 
ApplicaiUm.  —  Soit  à  calculer  la  fonction  : 

V=(i(6-c)«  +  6(c  -a)«+  c{a-  6)*, 
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a ,  6,  e  étant  les  racines  de  Téquation 

x*-\-ptX*  +p,a?+  p,=:0. 

La  fonction  Y  a  évidemment  un  poids  égal  à  H  ;  donc  on  a 

V=Apî  +  Bp,p, +  Cp„ 

A,  B,  C  étant  des  coefficients  inconnus,  mais  indépendants  'le  jVi,  p|,  p,. 
Or  si 

on  a  éTidemroent  V=  0»  donc 

A  =  0. 
Si  j0|  ==  0,  I*éqiiation  ee  réduit  à 

^  le  a  une  racine  nulle  ;  soit  a=z  0,  alor.* 

6  +  c  =  — />!      bc  -s  /», 

V  =  6c»  +  cb*  =  /.c  (ô  +  c)  =s  ptp^, 

donc 

Pour  calculer  G  prenons 

p,  =-.a     p,  =  3     Pi  •=   -  1, 

les  trois  racines  son:  égales  ai  et  V  =  0. 
Donc 

9  — G  =  0    ou    0=9, 

et  par  suite, 

V  =  9p,-p,Pi, 

Cest  ce  que  Ton  peut  vérifier.  En  effet  : 

V  =  aô«  +  ac«  +  bc*  +  ba*  +  w»  f  :*•      6»^. 

c*eft-à-dire 

V=21  a6»  +  6pr; 


«ir 


y  «6«—  '1^  -  s„ 
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mais 

donc 

»i  =  — PÎ+  3Pift-tfft 


par  saite 


S«^*=-P«P»  +  ^Pi» 


6t  enfin 


V  =  —  Pift  +  9p,. 
Remarque.  ^  Soit 

Si  Ton  désigne  par  «^  la  somme  des  produits  ft  à  ik  des  lettres  autres  que  b,  on  a 

—  Pl  =  Û  +  <Fl 

Pi  =  «ai  +  oi 
*—  />!  =  aoj  t"  <Ti . .  etc., 

par  suite  chacune  des  lettres  pu  p% p^  est  da  premier  degré  par  rapport  &  a  ; 

on  en  conclut  aisément  que  Tordre  de  la  fonction  f{pu  p% P^)  P^^  rapport  aux 

lettres  Pi,  ps, p^  est  égal  au  plus  grand  des  nombres  a,  p,  y» 

D'après  cela,  on  pouvait  écrire  à  priori  que  la  fonction  précédente  est  de  la  forme 

V  =  Bp,p,+  Gft, 

car  elle  est  du  second  ordre,  en  même  temps  que  son  poids  est  égal  à  8. 

572.  Fonctions  symétriques  fractionnaires  rationnelles. 

—  Considérons  le  quotient  de  deux  fonctions  entières  de  plusieurs 
lettres  et  supposons  que  ce  quotient  ne  change  pas  quand  on  per- 
mute deux  lettres  quelconques.  Supposons  que  Ton  ait  : 

il  n'en  résulte  pas  nécessairement  que 
et 


' 
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Ainsi,  par  exemple,  la  fonction 


^  —  ?/ 

est  symétrique  sans  que  les  deux  termes  le  soient,  puisque 

a?»  —  y»  s  —  (y»  —  a;») 
et 

x"  —  y"  =  —  (y"  —  a?*). 

Dans  cet  exemple,  les  deux  termes  de  la  fraction  ont  en  facteur 
commun  x  —  y.  Après  suppression  de  ce  facteur  commun,  on 
obtient  la  fraction 

^  +  ^y  +  y* 
^  +  y 

lont  les  deux  termes  sont  symétriques. 

D'une  manière  générale,  on  peut  démontrer  que  toute  fraction 
rationnelle  symétrique  irréductible  est  le  quotient  de  deux  polynômes 
symétriques. 

Cette  proposition,  que  nous  établirons  plus  loin,  étant  admise, 
nous  pouvons  énoncer  co  théorème  : 

Toute  fonction  symétrique  rationnelle  des  racines  d'une  équation 
algébrique  est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  cette  équation, 

EXERCICES 

1.  Soient  j?  et  z  deux  racines  quelconques  de  féquatiOD 

X*  ■\-px-\-  7  =  0: 
former  les  fractions  sym^^triques 

S*     V  *      V  ^* 
z'     ^z*'     ^7* 

Mômes  questions  pour  une  équation  quelconque, 

A*)=o. 

2.  Étant  donnée  Téquation 

x^  -|-  wx*  •{•  px^  +  7«  -|-  r  ^  0 

ayant  pour  racines  :  a,    ^,    Yi    S*  On  pose  : 

«i  =  «P  +  Y^    *s  =  «T  +  p8»    «,  =«af  py. 
Calculer  les  fonctions  symétriques  : 

A  =  j:,  +  Xt  +  Xj,    B  =  j:,*|  +  XtX,  +  x^\,    C  =  XiXfr,. 
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On  troQye  : 


B  =  2a«(PY  +  T«  +  8p)  =  Sa(-q  -  M)  =  »ç  -  4r 

G = 2  «'Py^  +  S  «•p'y* = «pt8  -E  *•  +«"  p"y"^'  s  i»» 

d'où  -     ' 

C  =:  7*  +  n*r  —  4  p;* 
L'équation  ayant  pour  racines  x^  x^,  x^  est  donc  la  suivante  : 

*•  — /»•  +  («Ç  —  **•)«  —  g*  —  n^r  +  4pr  =  0. 

3.  Étant  donnée  l'éipiation 

«■  +  pa  +  g  =  0 

dont  les  racines  sont  a,  p,  y,  calculer  la  somme 

(a«  -  Py)"  +  (P«  -  Ta)**  +  (r'  -  *Pr  • 
On  remarquera  que 

«•-Py=P*  +  Py  +  y'=j^  =     ;, 

4.  Oaloiler  la  fonetkm  symétrique 

«•(p-Y)*+P*(Y--a)»+YV«-  W 

a,  p,  Y  ^^^^  1^  racines  de  l'équation        ~ 

X*  +  p*  +  Ç  =  0» 

6.  Calculer  la  somme  des  puissances  a  des  différences  deux  à  deux  des  racines  de 
Téquation  f  {x)  =:  0. 

Appliquer  à  Téquation 
en  supposant 


i 
a=S    et    a=4.  I 


On  considère  la  fonction 

9,  («)=(«  -  a)"  +  (lî  -  6)"  + +  (*  -/)• 

0.  b, /  étant  les  racines  de  Téquation  f(x)  =  0,  et  l'on  calcule 

9(«)  +  9(^)+ +  9(0. 

On  voit  que  cette  somme  est  nulle  si  n  est  impair,  et  que  tous  ses  termes  son(  doublé: 
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si  V  est  pair.  On  obtiendra  ainsi,  a  étant  pair  et  égal  à  93, 

9%  désignant  la  somntede  puissance  h  des  racines  a,  6,...  /. 

7.  l«'ormer,  à  l'aide  des  calculs  du  no  6,  Téquation  ayant  pour  racines  les  carrés  des 
différences  : 

(a^6)«,  (6-c)«,(c-a)« 
des  racines  de  Téquation 

8.  Étant  donnée  l'équation 

ar"  -  Oi  «^*  +  a,  «'»"»  + ...  +  (-1)~  «    =0. 


montrer  que  toute  fonction  symétrique  des  différences  des  racines  prises  deux  à 
deux,  soit 

Ç(ai»ai, ûj 

vérifie  Téqnation 

"bo                           d«                            da 
m  Jl  +(ni-.!)a|-l+(in-S)a,  -1  + =0. 

dâTi  0  0%  O  €[f 

—  On  remarquera  que  la  fonction  9  ne  doit  pas  changer  si  l'on  augmente  toutes  les 
racines  d'un  même  nombre  arbitraire  i;  mais  ai  est  alors  augmenté  de  m  t,  a,  est 
augmenté  de 

et  ainsi  de  suite  ;  donc 

9(01,  0,.  ...  aj  =ifU+m  ^a,+  (m-1)  a,  t  ^^J^^  ^.^ \ 

etc. 

9.  Trouver  les  sommes  des  puissances  nk  des  racines  de  l'équation 

k  étant  entier. 

(PiLLBT.) 

10.  On  nomme  fonction  allemée  des  lettres  a,  6,.../  toute  fonction  qui  change  de 
signe  sans  changer  de  valeur  absolue  quand  on  pern\ute  deux  lettres  quelconques, 
par  exemple  : 

«■  —  6«  ^  -  (6"  —  a«). 
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Montrer  qu'une  fonction  alternée  entière  de  a,  6, i  est  égale  au  produit  des 

différences 

(a-ô)(a-c) (*-/) 

de  ces  lettres  prises  deux  à  deux,  multiplié  par  une  fonction  symétrique  des  mêmes 
lettres. 
On  remarquera  d'abord  que  Tidentité 

/"(a,  6,  c, /)  =  —  f{bt  a,  c...  i) 

donne 


donc 


est  divisible  par  6  —a,  etc. 


r(«»«»<î. 0=  0; 


na,  b 0 


CHAPITRE   III 

DIVISIBILITÉ     ALGÉBRIQUE 

573.  Conditions  nécessaires  et  snfOsantes  pour  qu'un 
polynôme  entier  f[x)  soit  divisible  par  un  second  poly- 
nôme entier  f{x), 

Tliéorème.  —  Pour  que  f[x)  soit  divisible  par  f{x)  il  faut  et  il 
suffit  que  f[x)  contienne  chacun  des  facteurs  premiers  appartenant  à 
y  [x)  avec  un  exposant  au  moins  égal;  de  sorte  que  si  ^  [x]  est  divisible 

par  [x  —  a)*,  f(x)  soit  divisible  par  [x  —  a)*^'  «'  étant  positif  ou  nul. 
En  effet,  si  ^(x)  divise  f{x)^  on  a  identiquement 

f{x)^f{x).  +(a:), 

^(a:)  désignant  un  polynôme  entier.  Supposant  ff{x)  divisible 
par  {x  —  a)*,  de  sorte  que 

^[x)  =  [x^aYf,{x)] 
on  aura 

f{x)^(X'-arff,{x)^[x], 
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ilonc  f[x)  est  divisible  par  {x  —  a)*.  Si  ^(o?)  est  divisible  par  (a?—  a)*', 
de  sorte  que 

^(ar)  =  (.r  — a)*'+,(ar); 

on  aura 

par  suite  x  —  a  appartient  à  f[x)  avec  un  exposant  au  moins 
égal  à  a.  On  peut  répéter  le  même  raisonnement  pour  chacun  des 
facteurs  premiers  de  f  {x)  ;  donc  si 

y  (a:)  =  A  (or  —  af  {x  —  6/ [x  —  f/, 

pour  que  f{x)  soit  divisible  par  )>  (x),  il  /ati^  que  l*on  ait  : 
f[x)  =  {X-  ay^'ix  -  *)W' {x-l)H^'f,{x), 

x',  ^, V  étant  des  entiers  positifs  ou  nuls  et  f^[x)  un  polynôme 

entier.  Les  conditions  énoncées  sont  donc  nécessaires. 

Je  dis  qu'elles  sont  suffisantes.  En  efTet,  si  ces  conditions  sont 
remplies  on  peut  écrire  l'identité  précédente  ;  or  on  en  déduit  : 

f{x)  =  f  {x).  i  (^  -  af  {X  -  bf {X  -  0''  fi  (^), 

c'est-à-dire 

f(x)^f[x).^(x), 

^{x)  désignant  un  polynôme  entier. 

Inversement,  pour  que  f  (a?)  divise  f[x)  il  faut  et  ilsuffit  que  9  (a:)  ne 
contienne  aucun  facteur  premier  étranger  à  f{x),  ni  aucun  facteur 
appartenant  à  f{x\  avec  un  exposant  plus  grand  que  dans  f{x). 

Effectivement  cet  énoncé  n'est  qu'une  autre  forme  du  précé- 
dent. 

Corollaire.  — II  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  polynôme  qui 
divise  /*(a?),  divise  tous  les  multiples  de  f{x),  c'est-à-dire  divise 
f{x).  0  (a?),  0  (a?)  désignant  un  polynôme  entier  arbitraire. 

574.  Applicatiou  de  la  décomposition  des  polynômes 
en  facteurs  premiers  à  la  recherche  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  ou  du  plus  petit  commun  multiple.  —  Soient 

f  (x)j  /i(a?),  fn{x)  n  polynômes  entiers  supposés  décomposés 

en  facteurs  premiers.  Tout  polynôme  f{x)  divisant  f{x)  ne  peut 
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contenir  d'autres  facteurs  premiers  que  ceux  de  f{x)  :  donc  deux 
^as  peuvent  se  présenter. 

1*  Les  polynômes  donnés  n*ont  aucun  facteur  premier  commun. 
Alors  aucun  polynôme  entier  ne  peut  les  diviser  en  môme  temps, 
les  polynômes  donnés  sont  premiers  entre  eux. 

2<'  Les  polynômes  donnés  ont  des  facteurs  premiers  communs. 
Soient  : 

X  —  fl,  J?  —  b^  X  —  c,  .....x— ^ 

ces  facteurs  communs,  et  supposons  : 

/;  [x)  =  (a:  —  ap  (x  —  b)^'[x—c)^' (a?  —  if'  f,  (a?) 

ft  W  ^  (^  -  a^  (^  -  6)^(ar-c)^« (x  -  /)'«  y,  (x) 


Tout  diviseur  commun  de  ces  polynômes  ne  pourra  contenir 

aucun  facteur  différent  de  x  —  a,  x  —  *, x  —  /,  ni  Tun  de  ces 

facteurs,  x  —  a  par  exemple,  avec  un  exposant  supérieur  au  plus 

petit  des  exposants  «i,  «g, «»;  cela  résulte  immédiatement  du 

théorème  précédent.  Par  suite,  un  diviseur  commun  est  néces- 
sairement de  la  forme 

A(x  —  «)'V  -  6/ (x  -  l)^\ 

A  étant  une  constante  et  «  étant  au  plus  égal  au  plus  petit  des 

exposants  «p  «,, «„;  f!  étant  de  même  au  plus  égal  au  plus  petit 

des  exposants  ^^  P,, P»  et  ainsi  de  suite. 

Réciproquement  tout  polynôme  de  cette  forme  est  un  diviseur 
commun;  donc  on  aura  le  diviseur  du  plus  haut  degré,  c'est- 
à-dire  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  proposés,  en 

prenant  «'  =  a,  P'  =  P, V  =  X,  a  désignant  le    plus  petit    des 

nombres  aj,  «,, «„,  etc.  On  a  donc,  à  un  facteur  numérique 

près, 

A  =  (x  —  ay  (x  —by (x  —  i)\ 

A  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

En  partant  de  cette  formule  on  démontre  immédiatement  les 
propositions  suivantes,  que  nous  avons  déjà  établies. 

Tout  polynôme  D  qui  divise  plusieurs  polynômes  /î,   f^  fn 
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divise  leur  plus  grand  commun  diviseur  A  ;  et  les  quotients  des  poly- 
nômes donnés  par  D  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  le  quotient 
de  à  par  D. 

Quand  on  multiplie  plusieurs  polynômes  entiers  par  un  même  poly- 
nôme, les  produits  obtenus  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  le  pro- 
duit de  A  par  le  polynôme  multiplicateur. 

Quand  on  divise  plusieurs  polynômes  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur,  les  quotients  obtenus  sont  premiers  entre  euXy  et  réciproque» 
menty  etc. 

575.  Plus  petit  commun  multiple  de  deux  ou  plusieurs 
polynômes.  •—  On  appelle  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs 
polynômes  donnés,  le  polynôme  du  plus  petit  degré  possible  divisible 
par  tous  les  polynômes  donnés. 

En  raisonnant  comme  pour  le  plus  grand  commun  diviseur,  on 
voit  aisément  que  tout  multiple  de  plusieurs  polynômes  donnés 
devant  contenir  tous  les  facteurs  appartenant  à  chacun  des  poly- 
nômes, on  aura  la  formule  des  multiples  communs  en  multipliant 
entre  eux  tous  les  facteurs  premiers  appartenant  à  chacun  des 
polynômes  affectés  de  leurs  plus  forts  exposants  et  en  multipliant 
le  produit  obtenu  par  un  polynôme  entier  arbitraire. 

D*où  il  résulte  que  le  multiple  commun  du  plus  faible  degrés 
c'est-à-dire  le  plus  petit  commun  multiple,  est  égal  au  produit  de  tous  les 
facteurs  premiers  appartenant  aux  polynômes  donnés,  affectés  chacun 
de  son  plus  fort  exposant. 

11  résulte  de  là  que  tout  multiple  commun  des  polynômes  donnés 
est  un  multiple  de  leur  plus  petit  commun  multiple. 

On  démontre  encore  aisément,  en  ayant  égard  à  la  composition 
du  plus  petit  multiple,  que  les  quotients  du  plus  petit  multiple 
de  plusieurs  polynômes  par  ces  polynômes  sont  premiers  entre  eux, 

576.  Polynômes  homogcènes  à  deux  variables.  —  On  étend 
immédiatement  la  théorie  précédente  à  des  polynômes  homogènes 
à  deux  variables.  Il  suffit  de  remplacer  les  facteurs  premiers  de  la 
forme  x  —  a  par  les  facteurs  linéaires  aa?  +  Py  dans  lesquels  on 
peut  décomposer  un  polynôme  homogène  à  deux  variables. 

577.  Application.  —  Soient  : 

/;(a?)  =  (a:  —  a)«  (a?  —  bf  {x  —  c)  (a?  —  df 
/; [x]  =z[x—a)  \x ~  bf  [x  —  df 
f,{x)  =  {x-^af(x^by{x^c) 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  polynômes  est 

^=={x^^a)(x^by 
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et  leur  plus  petit  commun  multiple  est  donné  par  la  formule  ' 

f*  =  (ap  —  ay  {x  —  *)*  (a?  —c){x  —  df 

578.  Théorème.  —  Soient  f{x)  =  0  e^  y  (ar)  =  0  deux  équations  à 
coefficients  numériques.  Si  les  polynômes  f[x)  et  ^  [x)  ont  un  plus  grand 
commun  diviseur  ^  («),  V équation  ^{x)  =  0  a  pour  racines  les  racine t 
communes  aux  équations  proposées. 

En  effet,  ^(a?]est  le  produit  des  facteurs  premiers  communs  à 
f(x]  et  à  f  (a?).  On  peut  ajouter  d'ailleurs  que  chaque  racine  com- 
mune appartiendra  à  Téquation  ^(x)  avec  un  degré  de  multiplicité 
égal  au  plus  petit  des  degrés  correspondants  aux  deux  équations. 

Si  les  polynômes  f{x)  et  f  [x)  sont  premiers  entre  eux,  les  équa- 
tions n'ont  aucune  racine  commune. 

Par  suite,  étant  donné  deux  équations  : 

f(x)  =  0,f(x)=0 

à  coefficients  numériques  ;  pour  chercher  si  elles  ont  des  racines 
communes,  on  cherchera  si  les  polynômes  f(x)  et  f  (x)  ont  un  plus 
grand  commun  diviseur  :  on  appliquera  la  méthode  des  divisions 
successives  (68). 

Si  les  polynômes  sont  premiers  entre  eux,  les  équations  consi- 
dérées n'ont  aucune  racine  commune;  si  au  contraire  on  trouve  un 
plus  grand  commun  diviseur  ^  {x)  et  si  l'on  peut  résoudre  l'équa- 
tion ^(a?)  =  0,  on  connaîtra  les  racines  communes. 

579.  Théorème.  —  Soient  f  (a?,  y)  et  f  (a:,  y),  deux  polynômes 
entiers  en  x  et  en  y  et  supposons  que,  quelle  que  soit  la  valeur  arbitraire 
y^^  les  deux  équations 

f(^>y^)=0,f(x,y^z=0 

aient  au  moins  une  racine  commune;  je  dis  que  dans  cette  hypothèse^ 
on  peut  trouver  un  polynôme  entier  en  x  et  y  divisant  exactement 

En  effet,  les  deux  polynômes  f{x,  y^  et  f  (a?,  y^  ont  un  plus 
grand  commun  diviseur  que  nous  obtiendrons  par  des  divisions 
successives;  les  coefficients  de  ce  plus  grand  commun  diviseur 
n  étant  pas  nécessairement  entiers  par  rapport  à  y^,  il  est  de  la  forme 

Ô{yo) 
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i  (a:,  î/o)  étant  un  polynôme  entier  par  rapport  à  or  et  y^»  et  6  (i/o)  ^^ 
polynôme  entier  par  rapport  à  y^* 

Supposons  que  i/o  ne  soit  pas  racine  do  Téquation  $\y]  =0;  on 
aura  : 

A^'^»)-   6  (y.)    ^     e.(y.)' 

/"j  (a:,  ^o)  étant  un  polynôme  entier  en  x  et  yo  e^Oj  (y^)  un  polynôme 
entier  en  y^;  on  aura  par  suite 

F(yo)  /*(a?,  yo)  ^  *(a^,  yo)  /i  («i  yd. 

F  (yo)  étant  entier  par  rapport  h  y^. 
On  trouvera  de  la  même  manière 

*  (yo)  y{'^,  yo)  =  ^  (^%  yo)  ?!  (^-^  i^o; 

♦(y©)»  yi(^>  yo)  étant  des  polynômes  entiers.  Ces  identités  ont  lieu 
quel  que  soit  x  et  aussi  quel  que  soit  y^,  pourvu  toutefois  qu'on 
suppose  F(yo)  et  ^{tJ^^)  différents  de  zéro;  elles  sont  donc  vérifiées 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  y,  et  par  suite  elles  sont  vraies  quel 
que  soit  y,  de  sorte  qu'on  peut  écrire  : 

F  (y)  f{xy  y)  =  ^  (a?,  y)  f,  {x,  y) 

♦  (y)f(^>y)=iKa?,y)?i(a:,  y). 

Si  Ton  suppose  que  +  (a:,  y)  soit  premier  avec  F  (y)  et  avec  <»(y), 
T  ayant  une  valeur  quelconque  x^,  on  voit  que  f^  (ar,  y)  est  alors 
divisible  par  F  (y)  et  yj  (a?,  y)  par  ♦  (y),  de  sorte  que  Ton  aura 

/'(^»  y)  =  *  (a?,  y)  /;  (a?,  y) 
î»(^.  y)=*(a?,  y)?8(a?,  y), 

/2  (^»  y)  et  y,  (a:,  y)  étant  dec  polynômes  entiers. 

Supposons  en  second  lieu  que  F(y)  par  exemple  ne  soit  pas  pre- 
mier avec  ^  (a:,  y),  alors  x  étant  regardé  comme  une  constante, 
F  (y)  et  yff  {x,  y)  auraient  un  plus  grand  commun  diviseur  D  (y)  et 
l'on  pourrait  poser 

♦  (a?,y)  =  D(y).  i»,{x,y) 
F(.v)  =  D(y).F,(y), 

II.  —    0.  RUWSmLOWlSKI.  -^  AUIKDIIK.  18 
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et  par  suite 

Fi  (y)  /  (X,  y)  =  +1  (ar,  y),  f,  (x,  y) 

♦  (y)  f  {^»  y)  =  *i(^»  y)-  [fi(^.y)-D(y)j. 

Si  «(y)  n'est  pas  premier  avec  ^^  (x^y),  on  fera  une  transformation 
analogue;  on  obtiendra  dans  tous  les  cas  un  polynôme  entier  en 
a;  et  y  divisant  /*(x,  y)  et  f{x,  y). 

EXBRaCES 

1.  Si  a,  b,  e,  d  désigneot  des  nombres  entiers  et  positiCB,  les  polynômes 

fl^  =  {i  +  x)*^  +  (1  +  *)**^  +  (1  +  *)•*** 

sont  divisibles  par 

art  +  jc  +  1. 

2.  Dans  les  mêmes  conditions,  le  polynôme 


est  divisible  pat 


«•  +  *»  +  4?+l. 


(Laurkht). 


3.  Le  polynôme 


(«  +  iP  — «**'iJ'— * 


est  divisible  par 


*^x^{'i)(^X'^'X]. 


4.  Prouver  que 


est  divisible  par 


(«  +  y)— «"•-/" 


*■  +  «y  +  sf* 


si  m  est  impair  et  non  divisible  par  3. 
5.  Prouver  que 


(*  +  yr-^"'-y"*-3(*  +  si)(*y)  ' 
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est  divisible  par 

si 

m=8(SAr  +  l). 

(Gaucht). 

6.  Soient  p  et  9  deux  entiers  premiers  entre  eax  ;  on  a  : 

i^a^  +  x^^  +  ...  +  «(«-*>'  _  1  +  x9  +  x^  +  ...  +  a:<^'>^  _ 


1  4-  ar  +  Jc*  +  ...  +  ar'"*  1  +  a:  +  a:'  +  ...  + 

X  étant  un  polynôme  entier.  Trouver  les  coefficients  de  X. 
—  On  part  de  Tidcntité 

X=(l-a:) 


=  X, 


(1  —  aJ*)  {1  —  a?») 
ou 

X  =  (l  -  ar)  (1  -  *W)  (1  +  *'+  «'^  -f  ...)  (i  +*♦  +  «•*  +  ...) 
Application  numérique  :  je>  ==  7,  çr  =  5. 

E.  GATAL4N. 


CHAPITRE    IV 

RACINES  ÉGALES 

580.  Nous  connaissons  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  a  soit  racine  d'ordre  «  de  multiplicité  de  Téquation 
/{x)  =  0;  rappelons  ces  conditions,  qui  sont  les  suivantes: 

f{a)  =  0,  r  {a)  =  0,  r  («)  =  0, /^(-*)(a)  =  0,  fi')  (a)  ^  0; 

il  en  résulte  immédiatement  ce  théorème  : 

Toulc  racine  d'ordre  a  de  l'équation  f[x)  =  0  est  racine  d'ordre 
a  —  i  de  V équation  f  [x)  =  0,  et  réciproquement. 

Plus  généralement  si  a  est  racine  d'ordre  a  de  Tcquation  /*(ap),  =  0, 
il  est  racine  d'ordre  *  —  p  de  Téquation  /^^  [x)  =  0,  en  supposant 


276  COURS  D'ALGÈBRE 

581.  Démonstration  directe.  —  Soit 

f{x)  =  [x--aY<f{x),  (1) 

p(x)  étant  un  polynôme  entier  non  divisible  par  x  —  a,  de  sorte 
que  f{à)  soit  différent  de  zéro.  On  déduit  de  l'identité  (i): 

/"  (a?)  ^  a  (a?  —  a)«~*  ^  (a?)  +  (a?  —  a)*  f  [x] , 

ou 

/^(a,)  =  (X  -  a)-'  [«^(0?)  +  {x-a)  /  (a?)].  (2) 

Pour  a:  ==  a,  le  polynôme  placé  entre  crochets  se  réduit  à  «y  (a) 
^ui  est  différent  de  zéro  ;  donc  ce  polynôme  n'est  pas  divisible  par 
X  —  a;  on  en  conclut  que  f'{x)  est  divisible  par  {x —  a)»-*  et  pas 
par  (a?  —  a  *.  Ce  qui  démontre  la  proposition. 

Mais  l'identité  (2)  a  d'autres  conséquences  que  nous  allons  met- 
tre en  évidence. 

1^  Quand  x  atteint  et  dépasse  le  nombre  a  supposé  réel,  le  rapport 

-r— ^  passe  de  —  oo  à  +  oo  ;  c'est  ce  que  nous  avons  déjà  établi 

(451.  Rem.  III). 
2^  De  l'identité  (2)  on  tire 

m 

(x  -  g)  f{x)  _  _  ,   .  >  f'{x) 

donc,  quand  x  tend  vers  a, 

582.  Théorème.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  dun  polynôme 
f[x]  et  de  sa  dérivée  f'[x)est  égal  au  produit  de  tous  les  facteurs  premiers 
de  f{x)f  fexposant  de  chacun  d'eux  étant  diminué  d'une  unité. 

Soit 

f{x)  =  Ao  (ar  —  a)«  (x  —  6)P {x  —  l)\  (1) 

D'après  le  théorème  précédent,  on  a 

f  lar;  =  (ar  ~  a)-»  .  [x  -  6)M {x  -  /)^-'.  ^  [x)       (2) 
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f(x)  étant  un  polynôme  entier  en  x  n'admettant  aucun  des  fac- 
teurs de  f{x),  et  par  suite  premier  avec  f{x).  Il  convient  de  remar- 
quer que  la  formule  (2)  est  générale;  si  «  =:  1  par  exemple,  f  {x) 
n'est  pas  divisible  para?  —  a;  or  {x  —  a)*""*  se  réduit  alors  à  {x  —  rtV"* 
ou  {x  —  af  que  l'on  remplace  par  l  ;  et  il  en  sera  de  môme  pour 
chacun  des  exposants  qui  serait  égal  à  Tunité,  de  sorte  que  si 
f{x)  =z  0  n'a  que  des  racines  simples,  la  formule  (2)  se  réduit  à 

f  (^)  =  9  W> 

y  [x]  étant  premier  avec  f[x). 

Or  il  résulte  des  identités  (1)  et  (2)  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  f{x)  et  de  f[x)  est  égal  à 

B{a?  -  a)«-*  [x  —  6)P-* [x  —  l)'^-\ 

B  étant  une  constante  numérique  qu'on  peut  supposer  égale  à  1. 
Remarque.  —  Le  quotient  de  f[x)  par  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  f{x)  et  de  f  {x)  est  égal  au  produit 

[x  ^  a)  (a?  —  b) (a?  —  t) 

de  tous  les  facteurs  premiers  correspondant  à  toutes  les  racines 
de  l'équation  f[x)  =  0. 

Observation.  —  U  ne  faut  pas  oublier  que  f(x)  n'est  pas  égale  au  produit 

(j;  —  a)«-»  {x  —  ^)P** {X  —  0^"* 

583.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  k  est  le  nombre  des  racines 
distinctes  de  l'équation  /"(a?)  =  0  et  si  m  est  le  degré  de  /(a?),  le 
degré  du  plus  grand  commun  diviseur  de  f{x)  et  de  f[x)  est  égal  à 
m  —  k. 

Pour  que  f[x)  divise  /"(a:),  il  faut  et  il  suffit  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  ces  deux  polynômes  soit  un  polynôme  de 
degré  m —  1,  par  conséquent  il  faut  et  il  suffit  que 

m  —  k  =^  m  —  1 , 

d'où  Ton  tire  k  =  \. 

Corollaire.  —  Pour  qu'un  polynôme  entier  f'\x)  soit  dansihlc  }tar  .<' 
dérivée  f  [x)y  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  de  la  forme 

f[x)  II-  Ao  (x  —  af". 
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c'est-à-dire  que  toutes  les  racines  de  f{x)  =  0  soient  égales  entre  elles. 
On  peut  encore  énoncer  ainsi  cette  proposition  :  Pour  quun  poly- 
nome  entier  de  degré  m  soit  une  puissance  m*  exacte,  il  faut  et  il  suffit 
quil  sott  divisible  par  sa  dérivée. 

584.  Problème.  —  Exprimer  qu'une  équation  f{x)  =  0  a  une 
racine  d'ordre  a  de  multiplicité  et  trouver  cette  racine. 

Soit  a  une  racine  inconnue  d'ordre  «de  multiplicité  de  Téquation 
f{x)  =  0.  Les  dérivées  /*t*~'J  (x)  et  f^*-^^  (a?)  doivent  avoir  pour  plus 
grand  commun  diviseur  x  —  a;  on  fera  les  opérations  nécessaires 
pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  f^"-^  (a?)  et  de 
/^•~*)  (x)  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  reste  R  de  degré  zéro.  On 
posera  R  =  0,  ce  qui  est  une  première  condition;  le  reste  précé- 
dent sera  du  premier  degré,   par   suite  de  la   forme  Par  -f  Q. 

L'équation  Px  +  Q  =  0  a  pour  racine  —  •=,  ce  qui  donne  a  =  —  —, 

parce  que  le  plus  grand  commun  diviseur  est  x  —  a  ;  ayant  trouvé 

a,  on  substituera  à  x  cette  valeur  dans  f(x)y  /"(a?), /*^*~*K^)i 

et  en  égalant  à  zéro  les  résultats  obtenus,  on  obtiendra  a  —  2 
conditions  qui  jointes  à  R  =  0  donnent  en  tout  «  —  1  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équation  proposée  ait  une  racine 
d'ordre  a  de  multiplicité. 

585.  Application.  —  Trouver  la  condition  pour  que  l'équation 

«•  -f  px  4-  ?  =  0 

ait  une  racine  double,  et  résoudre  féquation  en  supposant  la  condition 
trouvée  remplie. 

Dans  le  cas  présent,»x  =  2.  Donc  on  ne  doit  trouver  qu'une  seule 
condition,  que  l'on  obtiendra  en  exprimant  que  f{x)  et  r{x)  ont 
un  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  degré. 

Divisons 

x*  +  P^  +  ?     P^^     ^^  +  Pi 
on  trouve 

3(x^  +  px  +  q)  =  x{3a^+p)  +  2px+^q; 

il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  que  2px  -^Zq  divise  3x^  -f-P  '^ 
qui  donne  : 


^m+o^"- 
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OU 

La  condttion  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Véquation 

^  +  /'^  +  î  =  0 
ait  une  racine  double  est  donc 

et  si  cette  condition  est  remplie,  ta  racine  double  a  pour  valew  — ^. 
Alors 


/(.,=(.+|iy(.-^). 


On  a  supposé  p  différent  de  zéro.  Si  p  =  0,  Téquation  a^  +  q  =  0 
ne  peut  pas  avoir  de  racine  double,  car  sa  dérivée  est  3  a:*;  si, 
en  outre,  q  =0,  l'équation  se  réduit  à  oci^  =0,  et  a  une  racine  triple 
égale  à  zéro. 

586.  Théorème.   —  Les  racines  d'une  équation  binôme 

Ax'"+B  =  0 

sont  simples. 

En  effet,  le  binôme  Ax"*4"B  ©st  premier  :..  ».  -a  dérivée  qui  est 
égale  à  mAa?"*"*. 

587.  Emploi  des  polynômes  homog^ènes.  —  Nous  établirons 
d'abord  la  proposition  suivante: 

Pour  qu'un  polynôme  homogène  f{x^y  x^^ Xn)  soit  dwisible  par 

(a,  a?4  +  0,  a?,  + +  a„  a?„)^ 

il  faut  et  il  suffit  que  ses  dérivées  partielles  d'ordre  p  —  1  sùient  toutes 
divisibles  par 

et  que  tune  au  moins  des  dérivées  d'ordre  p  ne  soit  pas  divisible  ptsr  ce 
facteur. 
Pour  plus  de  simplicité  nous  ferons  la  démonstration  dans  te  cas 
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de  deux  variables  seulement,  mais  le  mode  de  démonstration  est 
indépendant  du  nombre  des  variables. 

Soit  /*(a?,  y),  un  polynôme  homogène  divisible  par  («x  -f  P///»  <lo 
sorte  que 

/••x,  y}  =  {9LX  +  ^yy.  f  (a?,  y), 

f  (x,  y)  étant  un  polynôme  homogène  non  divisible  par  ox  -f  Py- 

En  prenant  successivement  les  dérivées  des  deux  membres  par 
rapport  à  x  et  par  rapport  y  on  obtient: 

n  ^  («^  +  P^r '  [P«  f  (^,  y)  +  («^  +  Py)  ?;  (^,y)] 

/^  ^  («X  +  Py)P-»  [;?P  y  (X,  y)  +  («X  +  &y)  f^  (x,y)]. 

Ces  identités  prouvent  que  (ax  +  Py)^^  divise /^  et /y';  or  les 
polynômes  entre  crochets  ne  sont  pas  divisibles  tous  les  deux 
par  «x  -|-  py  ;  en  effet,  pour  que  le  premier  soit  divisible  par«x+[iy, 
il  faut  et  il  suffit  qu'il  s'annule  quand  x  =  P  et  y  =  —  a;  or  il  se 
réduit  pour  ces  valeurs  de  x  et  de  y  à 

f»«?(P,— «), 

et  comme  pf  (P,  -—  «)  est  différent  de  zéro,  il  faut  supposer  «  =  0 
Donc  si  «  est  différent  de  zéro,  («x-f-Py)'  ne  divise  pas/]J;  de 
même  si  p  est  différent  de  zéro,  fy  n*est  pas  divisible  par  (ax  +  Py)^; 
or  Tun  au  moins  des  nombres  a  ou  P  doit  être  supposé  différent  de 
zéro,  sans  quoi  /"(x,  ;/)  serait  identiquement  nul;  on  peut  donc 
dire  que  si  /(x,  y)  est  divisible  par  («x  +^yY,  ses  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  sont  divisibles  toutes  les  deux  par  («  x  +  Py)''"^  et 
ne  peuvent  pas  être  divisibles  simultanément  par  (« x  +  P/y)p. 

Réciproquement,  supposons  que  («x  4-  Py)p-«  divise  f'^  et  /;'.  On 
peut  poser 

/•;  ^  («x  +  P^)^-«  f,  (x,  y) 
fi^{ax  +  ^yy-^f,{x,y\ 

/i  (a?,  y)  et  /i  (x,  y)  étant  des  polynômes  entiers  ;  on  a  par  suite,  en 
vertu  du  théorème  d*Euler  et  en  supposant  que  /*(x,  y)  soit  de 
degré  m  : 

mf{x,  y)  =  xf;  +  yf^  =  («x  +  Py)'-«[x/;  (x,  y)  +yf,  (x,  y)], 
ce  qui  prouve  que  /"(x,  y)  est  divisible  par  une  certaine  puissance 
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de  flur+  f^y-  Soit^  l'exposant  de  cette  puissance  ;  les  dérivées  fl  et  /J 
seront  divisibles  par  (ax  -f-  Pz/)'""'»  d'après  la  première  partie  diA 
raisonnement;  donc  q  —  1  =  7?  —1  et  par  suite  q=^  p- 

On  peut  énoncer  la  proposition  de  cette  façon  :  Si  ax  +  py  est 
un  diviseur  de  f(x,  y)  au  degré  de  multiplicité  p,  il  est  diviseur  des 
dérivées  du  premier  ordre  simultanément  au  degré  p  —  1 , 

Il  en  résulte  que  les  dérivées  du  second  ordre  sont  divisibles  par 
(«a?  +  ?^l/Y~^  et  réciproquement,  si  les  dérivées  du  second  ordre 
sont  toutes  divisibles  par  [ax  +  Py)^~',  Tune,  au  moins  n'étant  pas 
divisible  par  (ao?  +  |3///-*,  les  dérivées  du  premier  ordre  seront 
divisibles  par  {ax  -f-  P^)''"*,  et  ainsi  de  suite  ;  on  arrive  ainsi  à  cette 
conclusion  : 

Pour  que  f{x,  y)  soit  divisible  par  {ax  -\-  ^yY,  il  faut  et  il  suffit 
que  ux  -\-  p//  divise  toutes  les  dérivées  d'ordre  p  —  1 ,  et  qu'une  au 
7noins  des  dérivées  d'ordre  p  ne  soit  pas  divisible  par  ax  -f-  Py. 

Cela  étant,  considérons  une  équation  f[x)  =  0,  f{x)  désignant  le 
polynôme 

Ao^?"»  +  AjO?*^*  + +  A«-i  X  +  Am. 

Si  Ton  pose 

F(a?,y)sAoa;»"+A,a?«-*2^+Aaar«-»y*  + +Xm^.iXy^-'+ \^y^\ 

on  aur-i 

e{T,\)^f{x). 

Si 

f{x)  s  (a?  -  a)p  f  {x) 

on  aura 

F(a?,  y)  =  (a?  —  ayY  *(a?,  y)  ; 

et  récipj  oquement^  si  V  (x,  y]  est  divisible  par  (j:  —  ayY,  f{x)  sera 
divisible  par  {x  —  aY- 

Si  Aq,  Aj, Ap-i  deviennent  nuls,  F(x,  y)  aura  y^  en  facteur, 

et  inversementjSi  j/p  divise  F(x,  y),  c'est  que  \esp  premiers  coeffi- 
cients de  f{x)  sont  devenus  égaux  à  zéro.  Ainsi,  à  tout  facteur 
{ax  +  Py)p  de  F,x,  y)  correspond  une  racine  multiple  d'ordre  p  de 
f{x]  =  0  ;  si  «  ==  0,  l'équation  f{x)  =^0  vtp  racines  infinies  ;  on  peut 
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convenir  de  dire  qu'elle  a  une  racine  infinie  d'ordre  ;);  si  P  =  0, 
elle  a  p  racines  nulles  ou  une  racine  nulle  d'ordre  p. 

Par  suite  on  exprimera  que  Téquation  f[x)  =  0  a  une  racine 
d'ordre  p  de  multiplicité,  en  exprimant  que  les  dérivées  partielles 
d'ordre  p  —  l  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  du  premier 

degré.  Si  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  ax  +  f^y,  a  étant  dilfc- 

3 

rent  de  zéro,  la  racine  d'ordre  p  sera  égale  à  —  - . 

« 

588.  Application.  —  1^  Exprimer  que  l'équation 

a:*  +  pa?  4"  ?  =  0 

a  une  racine  double. 
Rendons  homogène  le  polynôme  a?+  px-\-  9f  ce  qui  donne  : 

F(a?,  y)  =  0?»  +  pxfj'  +  çt/, 
par  suite, 

Y^^^pxy  +  iqy\ 

en  supposant  y  =  1 ,  on  a  donc  à  exprimer  que 

3a?«+pet2pa?  +  3^ 

ont  un  diviseur  comnjun,  co  qui  revient  à  dire  que  le  second  poly- 
nôme doit  diviser  le  premier.  On  est  ainsi  conduit  au  même 
résultat  que  par  la  méthode  ordinaire  employée  plus  haut. 
2"  Exprimer  que  t équation 

x*  +4n«'  4"  6pa:*4"  ^qx  -{-  r  =iQ 

a  une  racine  triple^  et  résoudre  t équation  dans  cette  hypothèse. 
Posant 

F(a?,  y)  =  x^  +  inx^y  +  6px^y^-{-ikqxy^  +  ry^. 


on  a 


\ 

^K^   x'  +  ^Sna^y  +  ^pxy^  +  qy^ 

1 

•^V'y  =  nx^  +  3par*y +  3çary«+ry«, 
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puis, 

1 

1 
r—  F;^,  =  nx^  +  2pxy  +  qy^ 

en  supposant^  =  1,  nous  avons  à  exprimer  que  les  trois  polynômes 

ont  un  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  degré. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  ne  considérerons  que  le  cas  oii 
n  =r  0.  Alors  ces  polynômes  se  réduisent  aux  suivants  : 

ii  n'y  a  donc  qu'à  exprimer  que  2px  -{-q  divise  les  deux  autres»  ce 
qui  donne 


<7*  3o* 


ou 


Telles  sont  les  conditions  pour  que  Téquation 

x^  -f-  pxi^  ^  qx  -{-  r  =zO 

ait  une  racine  triple.  Si  elles  sont  remplies,  la  racine  triple  est 
égale  à  -^ ,  et  par   suite  la  somme  des  quatre   racines  étant 

nulle,  la  quatrième  racine  est  égale  à  ^  de  sorte  que,  dans  ce  cas, 

589.  Problème.  —  Étant  donnée  une  équation  algébrique,  former 
les  équations  qui  ont  respectivement  pour  racines  simples  les  racines  de 
la  proposée  appartenant  à  chaque  ordre  de  multiplicité. 

Désignons  par  X«  le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers  cor- 
respondant aux  racines  d'un  même  ordre  «  de  multiplicité  de 
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l'équation  f{x)  =  0,  de  sorte  que 

Ax)  =  AX,x|xî x;.  (1) 

On  se  propose  de  former  les  polynômes  Xj,  X,, Xp,  eu  sup- 
posant que  1  équation  n'ait  pas  de  racine  d^ordre  de  multiplicité 
supérieur  à  p.  Si  cette  équation  n'a  pas  de  racine  d'un  certain 
ordre  de  multiplicité,  par  exemple  de  l'ordre  «,  on  peut  conserver 
X,  en  supposant  X.  ^  1.  Cela  posé,  on  fait  d'abord  les  opérations 
suivantes:  on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  Dj  de /"(x) 
et  de  sa  dérivée /"(x)  ;  puis  le  plus  grand  commun  diviseur  D,  de  D, 
et  de  sa  dérivée,  et  ainsi  de  suite,  jusqu^à  ce  qu'on  arrive  à  un 
polynôme  premier  avec  sa  dérivée.  On  obtiendra  ainsi  les  poly- 
nômes Dp  D„  Dj, Dp-i.  Les  polynômes  f{x),  D,,  Dj, Dp_i 

sont,  à  des  facteurs  numériques  près,  définis  par  les  identités 

Ax)^x.xUJ x; 

D,  =X,XÎ xr' 

Dj,  ^  X3X4 Xp 

(2) 


Dp^t  =  Ap— 1 X^ 
Dp— 1  ^  Xp 


Gela  fait,  on  divisera  chacun  des  polynômes  précédents  par  le 
suivant,  et  l'on  formera  ainsi  avec  les  quotients  obtenus  auxquels 
on  adjoint  Dp.i,  le  tableau  suivant  :  , 

^  "D^  ^  '^i^t^ ^p 

Ici   ^    77"    ^  X  j  X^ Xp 


Us    =      fT"     =   Xj  X4 Xp  . 

».  \  (S) 


Qp-1  =^  fi —  ^^Xp-  !  Xp 

D;,      1     ^^^     Xp 
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Enfin,  en  divisant  chacun  des  polynômes  Q„  Q„ Qp-u  '^p-t 

par  ie  suivant,  nous  obtiendrons  : 

Qi_v 


*2.  =  \ 


(4) 


Qp-i_ 

D      =""' 


=   An— l 


D  p^i  ^=  \p 

Aî:*si  réquation  -pr-^  =  0  aura  pour  racines  simples  toutes  les 

racines  d'ordre  «  de  multiplicité  de  f{x)  =  0. 

S'il  n'y  a  pas  de  racines  multiples  d'ordre  a,  la  théorie  précé- 
dente subsiste  à  condition  qu'on  ait  remplacé  X«  par  une  cons- 
tante; il  en  résulte  que  réciproquement,  si  —^  est  indépendant  de 

X,  réquation  proposée  nia  pas  de  racines  d'ordre  «. 
590.  Application.  —  Soit 

/•(a.)  =  ar8  — 2ar*— 8a;»  +  16a:»+ 16a?— 32. 

Nous  avons  déjà  trouvé  (70)  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
f{x)  et  de  sa  dérivée 

D4=a?»  — 2x«  — 4a?  +  8; 

on  a  ensuite 

D,  =  a:-2, 

D,  est  premier  avec  sa  dérivée  ; 

D. 

D,=  j:  —2 
Q|--=l,  Û.=^  +  2,  D,  =  «  — 2, 
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donc, 

591.  Héthode  d*OmtroffrtkéMki,  —  Si  a  est  une  nctaB  d'ordre  a  de  maltiplicité 
de  Téquation  f  (x)  =  0,  nous  avons  vu  que 

(x  —  a)f{x) 
lim — T — ^=a,    pour«  =  a 

Soit  D  le  plus  grand  commun  diviseur  de  f(x)  et  de  f  («),  et  posons 

/(x)  =  D.4;(3:) 
r{x)=D.O(«), 

a  est  racine. simple  de  •)/  (âp)  =  0  et  n'est  pas  racine  de  0  (x)  s  0. 
Or 

■         a  pour  l'imiié  4^'  (a)  quand  x  tend  vers  a,  donc 
a;  —  a 

G  (a) 


=  a 


Toti/e  racine  d'ordre  a  de  I! équation  f{x)=^0  tsl  donc  racine  de  i'é^autum 

D'ailleurs  a  est  une  racine  simple  de  Téquation 

4'W  =  0.  (8) 

Réciproquement  f  toute  racine  commune  aux  équations  (1)  et  (9)  est  racine  d'ordrr 
a  de  l'équation  f(x)  =  0. 

En  effet,  soit  a  une  racine  commune  à  ces  deux  équations;  l'identité 

Ax)  =  D4;W 

montre  que  a  est  racine  de  l'équation  /^(â;)  =  0;  soit  §  l'ordre  de  multiplicité  de 
cette  racme  ;  on  aura 

mais  par  hypothèse 

O(a)-«y(a)  =  0. 

donc,  en  remarquant  que  ^'  (a)  est  différent  de  zéro,  puisque  {/  (j;)  =  0  n*a  que  des 
racines  simples,  on  a  nécessairement  p  =  a . 
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II  résulte  de  là  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynôme? 

b{x)  —  a^'{^)    et    ^{x) 

est  précisément  X.. 
AppUcatioii.  —  Soit 

/(«)  =  «» —  2**— Sx*  +lôar«  +  16jp  — 32=:0, 

on  trouve  : 

f  («)  ^  6a:*  —  &t»  —  24*»  +  32ar  +  16 
D^  «»  —  2x«  —  4a:  +  8 

Oar)  =  ^^=5a:  +  2. 

Cherchons  si  Téquation  proposée  a  des  racines  simples  : 

<|;'  (a:)  ^2a:,      0  (x)  —  f  (x)^  Sx +9, 

3a;+2eta:*— 4  sont  premiers  entre  eux  ;  l'équation  n'a  pas  de  racines  simples. 
Cherchons  en  second  lieu  si  elle  a  des  racines  doubles; 

6fap)-2f  (a:)  =  ar  +  2. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  a;  +  2  et  de  a:*  —  4  est  x-{-  2,  donc  Xf^x+%, 
enfin, 

0(jî)— Sy  (a:)  =  — a:  +  2. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  a;  —  2  et  de  ap*  —  4  est  «  —  2  ;  donc  Z|  ^  a:  —  2. 
On  a  donc 

r{x)=(x+2)^(x-2)K 

Remarcpie.  —  Lorsque  f  {x)  est  égal  à  la  puissance  a  d'un  polynôme  dont  tou^^ 
les  facteurs  premiers  sont  simples,  on  a  idenliquement 

e(ar)=af  (a:); 

en  eilèt,  soit 

^(a:)  =  [P(a:)]«, 

P  {x)  désignant  un  polynôme  premier  avec  sa  dérivée  ;  on  a 

r  (x)=B  a  P*~*  P'. 

p  et  P'  éiani  premiers  entre  eux,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  f  (x)  et  de  /"  {x) 
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est  égal  à  P*"MKhic 

4^(x)  =  P,      Otx)  =  »P'. 

de  sorte  que 

0  (r)  =  a  tp' (x). 

Réciproquemect,  a  cette  condition  est  remplie, 

rW~*'^  (X)- 
On  en  conclut 

f  (x)  =  Afi  (X)]', 

A  étant  une  constante. 

592.   Cas  particuliers.  —  Quand  Céquation  f{x)  =z  Q  est  à 

coefficients  entiers^  si  celle  équalion  n'a   quune  seule  racine  a  d'un 
ordre  dclermim  de  multiplicité,  a  est  nécessairement  commensurable. 

En  efTet,  supposons  que  a  soit  d'ordre  «,  alors  le  polynôme  X. 
est  du  premier  degré  ;  or  les  seules  opérations  à  faire  sont  des 
aiMSions;  de  plus,  f-x)  et  par  suite  f  [x]  ayant  des  coefficients 
entiers,  tous  les  polynômes  obtenus  en  employant  l'une  ou  l'autre 
des  méthodes  précédentes  ont  des  coefficients  commensurables, 
donc  Xa  a  ses  coefficients  commensurables  et  par  suite  a  étant  la 
racine  d'une  équation  du  premier  degré  à  coefficients  entiers  est 
nécessairement  commensurable. 

Nous  verrons  plus  loin  comment  on  trouve  les  racines  commen- 
surables d'une  équation  à  coefficients  entiers.  Supposons  donc 
que  l'équation  /"(x)  =  0  n'ait  aucune  racine  commensurable,  je  dis 
que  si  elle  est  du  3*  ou  du  5*  degré,  ellen*a  que  des  racines  simples. 

En  efl'et,  si  elle  est  du  3«  degré  et  si  les  racines  ne  sont  pas  dis- 
tinctes, elle  peut  avoir  ;  l**  une  racine  triple,  2**  une  double  et  une 
simple.  Dans  chacun  de  ce3  cas,  il  y  a  une  racine  unique  d'un 
ordre  donné  de  multiplicité  ;  donc  cette  racine  multiple  serait 
commensurable;  par  suite,  une  équation  du  S''  degré  à  coefficients 
entiers  qui  n*a  pas  de  racines  commensurables  n'a  que  des  racines 
simples.  Considérons  maintenant  une  équation  du  5«  degré  ayant 
des  racines  multiples.  Elle  peut  avoir  :  1°  une  racine  quintuple, 
2»  une  racine  quadruple  et  une  racine  simple,  3**  une  racine  triple 
et  une  racine  double,  4°  une  racine  triple  et  deux  racines  simples, 
5^  enfin,  deux  racines  doubles  et  une  triple;  par  suite,  Téquation 
aurait  nécessairement  au  moins  une  racine  commensurable,  ce  qui 


RACINES  ÉGALES  289 

est  contraire  à  notre  hypothèse;  par  suite,  elle  n'a  que  des  racines 
simples.  Supposons  que  f{x)  soit  du  4*  degré.  Si  Téquation  f(x)=0 
n'a  pas  toutes  ses  racines  distinctes,  elle  peut  avoir  :  1**  une  racine 
quadruple,  2**  une  racine  triple  et  une  racine  simple,  3**  une  racine 
double  et  deux  simples;  aucun  de  ces  cas  ne  pourra  se  présenter  si 
réquation  n'a  pas  de  racines  commensurables;  mais  il  y  a  encore  un 
quatrième  cas  à  considérer:  Téquation  peut  avoir  deux  racines 
doubles.  Ce  cas  est  compatible  avec  les  hypothèses  que  nous  avons 
faiteç  ;  mais  alors  f{x)  serait  un  carré  parfait  et  par  suite  on  ramè- 
nerait la  résolution  de  Téquation  donnée  à  celle  d'une  équation  du 
second  degré,  en  extrayant  la  racine  carrée  du  premier  membre. 

Les  opérations  à  faire  pour  trouver  les  racines  multiples  sont 
pénibles;  la  remarque  précédente  dispense  d'appliquer  la  méthode 
des  racines  égales  aux  équations  de  degré  inférieur  à  5. 


ÉQUATIONS  IRRÉDUCTIBLES 

593.  Délinltloii.  —  On  dit  qu'une  équation  f[x)  =  0  est  irréductible^  lorsqu'en 
considérant  ses  coefficients  comme  des  fonctions  rationnelles  de  quantités  données^ 
le  polynôme  f(x)  n'est  pas  decomposable  en  un  pi*oduit  de  polynômes  entiers  à 
coefficients  rationnels  par  rapport  aux  mêmes  quantités. 

Une  équation  qui  a  des  racines  multiples  est  réductible,  puisqu'elle  se  décompose 
en  plusieurs  autres  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  des  coeffi- 
ûents  de  cette  équation. 

594.  Théorème.  —  Si  l'équation  f{x)  =  0  à  coefficients  rationnels  admet  une 
racifie  de  l'équation  irréductible  f  (â?)=:0,  elle  les  admet  toutes. 

En  effet,  f{x)  et  <p  {x)  ont  un  plus  grand  commun  diTiseur,  puisque  les  équations 
f(x)  =  0,  f  (â?)  =  0  ont  au  moins  une  racine  commune.  Or  ce  plus  grand  commun 
diviseur  est  un  polynôme  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  des 
coefficients  de  f{x)  et  ^(x);  il  en  résulte  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  f{x) 
et  de  <p(x)est  le  polynôme  ^(x)  lui-même,  sans  quoi  ^{x)  serait  le  produit  de  deux 
polynômes  &  coefficients  rationnels;  par  suite,  f{x)  est  divisible  par  ^(x)^  ce  oui 
démontre  la  proposition. 

595.  Applications.  —  Si  l'équation  f(x)  =  0,  â  coefficients  entiers,  admet  pour 

racine  a  +  \fb,  a  et  b  étant  rationnels,  mais  b  n'étant  pas  carré,  a  —  yjb  est  aussi 
^acine  de  Véguation  f{x)  =  0, 
En  elei, 

a  +  y/b   et   à^\Jb 
sont  les  racines  de  Téquation  irréductible 

On  aura,  par  saite, 

/•(i?)=[(«-a)«-6]A(*), 

fiifi)  ayant  des  coefficients  rationnels  :  on  en  conclut  que  si  réquation  fx{x)  sso 

D«  —  B.  mswBvaLowiKi.  —  Atoiau.  19 
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admet  la  racine  a-\-  \[b,  elle  admet  aussi  a  ~  \/6,  et  ainsi  de  suite  ;  d'où  il  résulte 

que  les  degrés  de  multiplicité  des  racines  a  +  v/6  et  a  —  v^  de  Téquation  f{x)  =.  0, 
sont  égaux. 

On  verra  de  même  que  si  f{x)=zO  admet  la  racine  a  +  v^  elle  admet  encore 

a  +  a^^/b    et    a  +  pVS", 

a  et  p  étant  les  racines  cubiques  imaginaires  de  Tunité. 
Si  Ton  regarde  comme  donnés  les  nombres  réels,  Véquation 

{x  —  a)«  +  6«  =  0 

est  irréductible  ;  on  retrouve  ainsi  ce  théorème  : 

Si  l'éQuation  /(:c)  =  0  à  coefficients  réels,  admet  la  racine  a  -^  6i,  elle  adrn^t 
aussi  a  —  6t. 


EXERCICES. 
i.  Appliquer  la  méthode  des  racines  égales  à  Téquation  : 

2.  Vérifier  que 

«•"  -  n*  a:"+*  +2  (n*—  1)»"  —  n*ar""*  +  i 

est  divisible  par  (jc  —  l)*.  Trouver  le  quotient 

(Obntt.) 

3.  Le  polynôme 

est  divisible  par 

(«• +«  +  !)•. 

{2.  Nbubirg/ 
i.  Prouver  que 

x'  +  m*  '"♦.  y^  4-m*^**. /*  +  y' 

est  divisible  par  {x  +  y)*. 

5.  Trouver  les  conditions  pour  que 

^it  divisible  par  {x  -f-  y]*< 

6.  Exprimer  qu'une  équation  f{x)=o  a  une  racine  multiple  d*ordre  p,  un 
racine  multiple  d'ordre  ç'.une  racine  multiple  d'ordre  r,  et  trouver  ces  radse^* 


ÉUMIMATION 


CHAPITRE    V 


ÉLIMINATION 


RÉSULTANT  DE  DEUX  POLYNOMES  ENTIERS 


596.  Problème.  —  Exprimer  que  deux  polynômes  entiers  on',  un 
diviseur  commun» 
Soient  : 

f(x)  =  Oo  J?«  +  Cj  ««-*  + +  On^i  X  +  Om 

V  W  =  *o  ^^  +  ^  «^*   + +  bp^i  X  +  bp, 

deux  polynômes  entiers  en  a?,  de  degrés  m  et  p.  Pour  que  ces  deux 
polynômes  aient  un  plus  grand  commun  diviseur,  c*esl-à-dire  pour 
qu'ils  ne  soient  pas  premiers  entre  eux,  il  faut  et  il,suftit  (87)  qu'il 
existe  deux  polynômes  entiers  de  degrés  m  —  1  etp  —  i  au  plus, 


/;  (a?)  =  «j  af^^  +  «,  a?»»-»  + +  a^ 

f,  {x)  =  P,  a?!-*  +  p,  arP-«  '+ +  p. 


(1) 


et  tels  que  Ton  ait  identiquement 

Mfii^)  +  9{^)fi{^)^0.  (2 

Le  premier  membre  de  cette  identité  est  un  polynôme  entier  de 
degré  m  +  p  —  1  dont  tous  les  coefficients  doivent  être  nuls.  En 
exprimant  ces  conditions,  nous  obtiendrons  m  -j-  p  équations  du 
premier  degré,  homogènes,  à  m  -f  je?  inconnues  qui  ne  sont  autres 

que  les  coefficients  ocj,  a„ dm,  Pi,  Ps> Pj,.  Or  les  coefficients 

de  ^(r)  ne  doivent  pas  être  tous  nuls,  ni  tous  ceux  de  fi{x)  ;  donc 
le  système  d'équations  homogènes  que  nous  allons  obtenir  devra 
avoir  des  solutions  différentes  de  la  solution  zéro,  par  suite  le 
déterminant  du  système  doit  être  nul.  On  forme  facilement  ce 
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déterminant  de  la  manière  suivante.  Si  Ton   (tonsidère  les  po- 
lynômes 


nx)= o,x"     +...+a^,.x+a. 


(3) 


<?(«)^ ày+b^nT'  .  .  .  +*^,«  +  *,. 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  identités  (3)  après  avoir 
multiplié  les  deux  membres  de  chacune  respectivement  par 

ft»  A» Pf»  «Il  «i» ««•» 

on  obtiendra,  dans  le  premier  membre,  le  polynôme 

A«).?t(ar)  +  j>  (a?). /,(«), 

de  sorte  que  les  équations  linéaires  que  doivent  vérifier  ces  indé> 
terminées  sont  les  suivantes  : 

«oPi  +*o«i  =0 

a.Pi+aaft  +*!«.  +  *««,  =0 

ûjPi  +«!&«+ «oP«  +*»«i  +  *i  «>+*(«.     =0 

■  (4) 


Mais  ces  équations  expriment  qu'il  y  a  une  relation  linéaire  et 
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homogène  entre  les  m  +  p  polynômes  de  degré  m  +  jo  —  1  : 

x^'  f{x),xP'*  f{x),...  f{x),x'^^f{x),ar'^f{x)y  •..Xf{x),f(x), 

de  sorte  que  le  déterminant  A  du  système  linéaire  (4)  n*est  pas 
autre  chose  que  le  déterminant  des  coefficients  de  ces  polynômes, 
c'est-à-dire  : 

Clo   Oi Om-i     fhn     0     0 . .  0 

0       û^o    «1 «w-l  flm   0  .  .  0 


A  = 


G    0  .  .  .  .  Cq    a^ am--iOm 

Ôq  b^  .  ,  ,    bp^i  bp    0  0....    0 
0  6o  ^  •  •  .  .    *p-t*P  0    0.  .  .0 


0     0  .  .  .  0    ^0  *i  •  •  •  •  *i»-i    *? 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  système  (4)  ait 
des  solutions  non  toutes  nulles  est  donc 

A  =  0. 

Mais  on  doit  exprimer  non  seulement  que   les  m-^-p  inconnues 

»! Pj>  ne  sont  pas  toutes  nulles,  ma»  encore  que  les  m  inconnues 

«j,  «2, am  ne  sont  pas  toutes  nulles,  et  qu'il  en  est  de  même 

des  p  inconnues  j3p  P„ %;  en  d'autres  termes,  ni  le  polynôme 

/"i  {x)  ni  le  polynôme  fj  ix)  ne  doivent  être  identiquement  nuls.  Or, 
si  9>i  {x)  était  identiquement  nul,  l'identité  (2)  se  réduirait  à  la  sui- 
vante : 

y{x)A(a?)=0, 

et  comme  f^{x)  ne  peut  être  identiquement  nul  en  même  temps 
que  yi(a?),  le  polynôme  ç(a?)  serait  identiquement  nul,  ce  que  nous 
ne  supposons  pas,  puisque  ^  (or)  est  par  hypothèse  un  polynôme  de 
degré  /).  Donc  si  A  =  0,  et  si  f{x)  et  cp  (a?)  sont  effectivement  des  poly- 
nômes de  degrés  m  et  /?  respectivement,  on  peut  trouver  un  poly- 
nôme /i  [x)  de  degré  m —  1  et  un  polynôme  y^  (a?)  de  degré  p  —  1 
vérifiant  Tidentité  (2),  et  par  suite  les  polynômes  f[x)  et  ^[x)  ont  un 
diviseur  commun. 
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597.  Remarque.  —  Lorsque  les  coefficients  Cq  et  60  ^  ^ont  pas  essen- 
tiellement différents  de  zéro,  on  ne  peut  plus  affirmer  que  si  la  condition 
^=zQ  est  remplie,  f{x)  etip{x)  aient  un  diviseur  commun. 

En  effet,  on  voit  d^abord  que  A  devient  nul  si  a©  ^t  ^0  deviennent 
nuls;  il  en  résulte,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  que  si  A  =  0,  il 
peut  se  présenter  plusieurs  cas. 

r  Les  deux  coefficients  a^  et  b^  ne  sont  pas  nuls  en  même  temps. 

Dans  ce  cas  f{x]  et  f{x)  ont  un  plus  grand  commun  diviseur,  ou 
bien  l'un  des  deux  polynômes  est  identiquement  nul. 

Supposons,  en  effet,  b^  par  exemple,  différent  de  zéro;  on  verra 
comme  plus  haut  que  y^  (a?)  ne  peut  être  nul  identiquement;  si 
f^[x)  n'est  pas  non  plus  identiquement  nul,  f[x)  et  ^[x)  ont  un  plus 
grand  commun  diviseur,  en  vertu  de  Tidentité  (2)  ;  mais  si/i  {x)  ^0 
identiquement,  on  voit  que  f[x)  sera  identiquement  nul. 

2»  a^  et  b^  sont  nuls  en  même  temps.  Alors  les  degrés  de  f(x)  et  de 
f(x)  sont  au  plus  égaux  k  m  —  \  eikp — 1;  mais/, (ar)  et  y, (a:) 
peuvent  être  aussi  de  degrés  m  —  1  et  p  —  1;  par  suite  on  ne  peut 
plus  rien  conclure,  il  peut  même  arriver  alors  que  f(x)  et  f{x) 
soient  identiquement  nuls. 

En  résumé,'  si ^  =  0,  f{x)ct  <p(a?)  ont  un  plus  grand  commun  divi- 
seur, ou  bien  Cun  d'eux  est  identiquement  nul,  ou  encore  leurs  degrés 
s'abaissent  ou  enfin  les  deux  polynômes  sont  identiquement  nuls. 

Le  déterminant  A  a  été  trouvé  par  M.  Sylvester. 

598.  Cas  de  deux  polynômes  homog^ènes.  — On  traitera  de 
la  même  manière  le  cas  de  deux  polynômes  homogènes. 

f{x,  y)  =  Oo  a?»»  +  a^x"^-^  y  + +  a„y« 

(y(a?,  y)  =b,xi>  +  b.x'-'  y  + +  b^  yr 

Si  ces  deux  polynômes  ont  un  plus  grand  commun  diviseur,  on  a 
A  =  0,  et  réciproquement  si  A  =  0,  ces  deux  polynômes  ont  un  plus  grand 
coynmun  diviseur,  ou  bien  Vun  au  moins  dispaj^ait  identiquement,  tous 
ses  coefficients  devenant  nuls. 

Il  convient  de  remarquer  que  le  degré  d'un  de  ces  polynômes  ne 
peut  plus  s'abaisser  sans  qu'il  devienne  identiquement  nul  ;  par 
exemple,  si  a^  et  b^  sont  nuls,  on  a  A  =  0  et  les  deux  polynômes 
sont  tous  deux  divisibles  par  y. 

599.  Défînition. — Le  déterminant  A  que  nous  venons  de  former 
se  nomme  le  résultant  des  deux  polynômes  f{x)  et  f{x);  c'est  aussi 
le  résultant  des  polynômes  homogènes  f{x,  y)  et  f{x,  y).  Il  importe 
de  remarquer  comment  sont  disposés  ses  éléments.  Les  p 
premières  lignes  ont  été  composées  avec  les  coefficients   de  la 
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première  équation,  les  m  suivantes  avec  les  coefficients  de  la 
seconde;  les  coefficients  de  chaque  équation,  qui  sont  affectés  des 
mômes  indices,  sont  disposés  sur  des  lignes  parallèles  à  la  diago- 
nale principale  ;  de  sorte  que  le  terme  principal  de  A  est  égal  à 
aj  ^J*.  Chaque  ligne  devant  avoir  m  +  p  éléments,  on  complète  par 
lies  zéros,  de  sorte  que  chacune  des  p  premières  lignes  renferme 
/i  —  1  zéros,  et  chacun  des  m  autres  en  contient  m  —  1. 

Exemple.  —  Si  nous  considérons  deux  trinômes  du  second 
degré  : 


ax^  -{-  bx  -{-  c 
aa^  -[-  b'x  -j-  c'y 


leur  résultan  test 


A  = 


a  b  c  \S 

{)  a  b  c 

f^  b'  c  0 

0  a  //  c 


On  a  donc 


A  =  (ac  —  ca')*  —  (a  6'  —  6a')  (bc  —  cb'). 


Supposons  a  et  a  différents  de  zéro.  La  condition  A  =  0  exprime 
que  les  équations 

as^  +  6a?  -f-  c  =  0 
a'a^  +  b'x  +  c  =  0 

ont  au  moins  une  racine  commune,  puisque  les  trinômes  ont  alors 
un  plus  grand  commun  diviseur. 

Pour  que  ces  équations  n'aient  qu'une  seule  racine  commune, 
il  est  nécessaire  et  suffisant  que  Ton  ait  : 

ab'  —  ba'  ^  0. 

En  effet,  on  voit  d'abord  que  s'il  en  est  ainsi,  les  coefficients  des 
deux  équati  )ns  no  sont  pas  proportionnels,  par  suite  les  racines  ne 
sont  pas  les  mêmes  Si  au  contraire  on  a  en  même  temps 

A  =  0  et  ai'  —  ba  =0, 

on  aura  au?  ii 


ac — ca  •■=:  0. 
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et  par  suite  siaeta'ne  sont  pas  nuls  en  même  temps,  bd  — cé'=0. 
donc  les  deux  équations  auront  leurs  coefficients  proportionnels. 
Remarque.  —  On  a  identiquement 

4[(ac'-ca')«-(ay-6aO(^c'-c6')]=(2ac'+2ca'-6^7-(^«-4ac)(6'»-4aV). 

On  en  conclut  que  le  résultant  est  un  invariant. 

600.  Supposons  que  les  coefficients  a^,  a^  a,, a..,  A«,6{, ^;, 

des  deux  polynômes 

f[x)  =  flp  a?"»  +  a,  x^-*  + +  a„, 

ff  [x)  =zà^xP  +  b^  a?P-»  + +  *;, 

soient  des  polynômes  entiers  en  y»  dont  les  degrés  soient  précisé- 
ment égaux  aux  indices  de  ces  coefficients,  de  sorte  que  a^  soit 
indépendant  de  y,  que  a^  soit  un  polynôme  du  premier  degré,  a^ 
un  polynôme  du  second  degré  et  ainsi  de  suite,  et  pareillement 
que  b^  soit  indépendant  de  y,  que  b^  soit  un  polynôme  du  premier 
degré,  etc.,  alors  lerésultant  des  deux  polynômes  f[x)  et  cp(a:)  sera 
un  polynôme  entier  en  ij.  Nous  nous  proposons  de  calculer  son 
degré. 
Si  nous  posons 

«0  =  Ao  ôo  =  Bq 

<ïa  =  Aj  y  +  A,  bi  =  B^y  +  B\ 

«.  =  A, y'  +  Ky  +  a;,   b,  =  B,y'+B',y  +  BJ,  etc., 

on  voit  que  le  déterminant  A  sera  une  somme  de  déterminants 
parmi  lesquels  se  trouvera  le  déterminant  obtenu  en  remplaçant 
chacun  des  coefficients  a  ou  6  par  son  premier  terme,  ce  qui 
donne  le  déterminant: 

Ao  Aj  y    A,  y' .  .  .  A^y*"  0  0.  .  .  0 
0      Alo  A^y  .  .  .       Amy^O  ...  0 


A,= 


G 

Bo  B,y     .  . 
0   BoB.y     . 
0    0  Bo  B,y 


B^y"  0 


B;,y'    0 


A«y* 
.  .  0 
.  .  0 


BpyP  G  . .  • fe 


0  G  .  .  .  0  Bo    B,  y    .  .  .  Bpy'  G 
0  G.  .  .  G    G     Bo  B,y B,yP  | 
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Je  dis  que  ce  déterminant  est  homogène  et  se  réduit  à  3|  y"*',  i^ 
étant  ce  que  devient  Aj  quand  on  y  remplace  y  par  1 . 

En  effet,  si  nous  multiplions  les  lignes  de  rangs  1,  2, p  par 

^1  y»  y'  •••  y^'\  ot  les  lignes  de  rangs  p  +  1,  jo  +  2,  ...  ;9  +  m  par 

1,  y,  y*, y"*~*  respectivement,  on  voit  que  les  colonnes  de  rangs 

2,  3,  4, m  +  p  auront  en  facteurs  y,  y*,  y*, y"*"*"**"',  et  par 

suite 

dore 

A|=îiy         5  «         ■"T-"  =  a,y-^ 

On  peut  aussi  remarquer  que  le  produit  de  A^  par  une  certaine  puis- 
sance de  y  étant  de  la  forme  Ay^  il  en  est  de  même  de  A^  et  par 
suite  on  aura  le  degré  de  A^  en  considérant  un  terme  quelconque, 
le  terme  principal,  par  exemple, qui  est  égala  AJ  BJ^y"''.  Cela  posé, 
dans  tous  les  déterminants  dont  la  somme  compose  A,  il  est  clair 
que  les  degrés  des  éléments  seront  égaux  ou  inférieurs  au  degré 
des  éléments  correspondants  de  A^;  donc  le  terme  de  degré  le 
plus  élevé  de  A  est  S^y*"'. 

D'ailleurs  Si,  comme  on  le  voit  immédiatement,  est  le  résultant 
des  deux  polynômes  homogènes 

AçO?-  +  A,  .T"-*y  +  A,a?— 2y»4- +  A»»  y*" 

Boof  +B,xP-'y  +  B,a^'y'+ +  B,  y?; 

tant  que  ces  deux  polynômes  seront  premiers  entre  eux,  le  degré 
du  résultant  A  sera  donc  égal  k  mp. 

Supposons  maintenant  que  les  degrés  des  polynômes  Aq,  a^  ...am 

en  y  soient  m',  m  -f- "l»   m' +  m    et    ceux   des   polynômes 

Jo,  *!,  àp'  respectivement   égaux   à  p',  p'  +  *»   P'+Pî 

le  degré  de  A  ne  sera  plus  mp,  mais  mp  +pm'  +  mv 

En  effet,  en  posant 

ûo  =  Ao  y"'   +  A'o  y"*'-*  + 

«1  =  Al  y"«'+'+  a;  y"»'    + etc., 

et  raisonnant  comme  plus  haut,  on  voit  que  le  terme  du  plus  haut 
degré  de  A  sera  égal  au  déterminant  Ai  dans  lequel  chacune  des  p 
premières  lignes  aura  été  multipliée  par  y"^  et  chacune  des  m  autres 


^ 
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par  y*^.  Or,  on  peut  écrire  : 

mp  -\-  pm'  +  mp'  =  (m  +  m')(p  +  p)  —  rnp\ 

le  degré  du  résultant  est  donc  alors  égal  au  produit  des  degrés  des  d*^ux 
polynômes  par  rapport  aux  deux  lettres  x  et  y,  diminué  du  produit  des 
degrés  des  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  x^  par  rapport  à  y^ 
dans  les  deux  polynômes. 


flOi.  Ifpli— tki«.  -  Soit 

UD  polynôme  entier  en  x  de  degré  pair,  à  coefficients  réels  oniroaglDaires.  Posons 
U  vient  : 

"         1  4 

/■(y +»)=/■&,)  +  ij  /■•  (î,)  +  ij  r  (y)  + +  «* 


[/'(y)+|r(y)+ +  ^i^JTy)] 


Posons  :*  =  <  et  considérons  les  deux  polynômes 


f{y)  +  '^,r  (y)+.:  +  .  <* 


m 
1 


f'iy) +y"  (y)  +  -  +    'j^jV). 


11  s'agit  de  former  le  résultant  de  ces  deux  polynômes  en  ^  ou  plu/ôt  de  chercher  son 
degré  par  rapport  à  y  et  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  y.  En  raison- 
nant comme  précédemment,  nous  voyons  que  le  terme  de  degré  le  plus  élevé  en  y 
ii*est  pas  autre  chose  que  le  résultant  des  polynômes  obtenus  en  remplaçant /(y) 

par  y"*,  c'est-à-dire 


m 


y*  +  m,,  t.  y""""  +«14-  ^•.y'"~*  +  -.  +  <* 

mty'"-*  +  TO,/.y'*-*+ -^^w^P^* 

mx,  m^  .,.  désignant   es  coefficients  du  développement  de  Ia  puissance  n^*^  du 
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binôme;  Le  résultant  de  ces  polynômes  est  le  déterminant  suivant  : 


1  m,y*  y*"  0        0    0 

0    1      otjV»  ....  y*       0    0 


0       0 


m  ~ 

^       1      fn,y*  ...    y* 
»iiy"*~*  0-..0 


f^xy 


mty 


On  démontre  comme  précédemment  que  ce  déterminant  est  homogène  et  par  suite 

degré  est  égal  à  celui  du  terme  principal,  c'est-à-dire      ~     ■  .  Le  coefficient 

2» 


son 


{m-'iym 


de    y      '       est  la  valeur  de  ce  déterminant  pour  y  =1,  c'est^-dire  le  résultant 
des  deux  polynômes 

e  =  4  4-wt  ^  +»»4<"  + +    ? 

m 

Or  ces  deux  polynômes  sont  premiers  entre  eux;  en  effet,  tout  polynôme  qui 
diviserait  0  et  Oi  diviserait 

m 

et 


Mais,  1  -f  /  et  1  —  /  étant  premiers  entre  eux,  leurs  puissances  sont  premières  entre 

elles  ;  donc  le  coefficient  de  y      '      est  différent  de  séro 
En  rôsnmé,  le  résultant  des  polynômes  considérés  est  de  degré    ^    ""  -  on  tj,  ei 
e  degré  ne  saurait  s'abaisser.  k 


SQ2.  Gondltion  pour  qu'une  '  équation  ait  une  ou  plu- 
sieurs racines  multiples.  —Nous  nous  proposons  d'exprimer 
que  l'équation  f(x)  =  0,  de  degré*  m,  n'a  pas  toutes  ses  racines 
distinctes. 
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Nous  avons  vu  que  si  Ton  pose 


F(x,y)  =  .y«/'(î), 


h  toute  racine  multiple  d'ordre f)  de  l'équation /*(«)  =  0  correspond 
un  diviseur  de  la  forme  (ay  +  Py)^*,  commun  aux  deux  polynômes 

et  réciproquement;  par  suite,  poui'  que  f{x)  =  0  ait  une  ou  plusieurs 
racines  multiples,  il  fout  et  il  suffit  que  ces  deux  polynômes  homogènes 
aient  un  diviseur  commun,  et  par  conséquent  que  leur  résultant  soit  nuL 
Le  r^.sultant  des  deuc  polynômes 

se  nomme  le  discriminant  de  Y[x,  y). 

Donc,  pour  que  tétfuation  f[x)  =z  0  ait  une  ou  plusieurs  7*acines 
multiples,  il  est  nécessai7*e  et  suffisant  que  le  discriminant  de  F  {x,  y) 
soit  nul. 

603.  Application.  —  Soit 


f{x)  =  aar»+36a:*+3caî+d=0. 


On  a  : 


F(x,  y)  ~  û  c'  +  36x«y  +  3ca?y«  +  dy», 
^F'^^at'+^bxy+cy^ 

i  F^=bx^+2cxy  +  dy*; 
3 

donc,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  /*(a?)=0 
ait  une  racine  double  ou  une  razine  t7*iple,  est 

(ad—  bcf  —  4  (ac  —  6«)(6d  —  c»)  =  0. 

604.  Remarque.  —  Le  résultant  des  deux  polynômes  f[x)  et  f  (x) 
est  nul  quand  le  coefficient  Âq  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans 
f[x)  est  nul;  donc,  en  écrivant  que  le  résultant  de  f{x)  et  de  f  [x) 
est  nul,  on  n'exprimera  pas  nécessairement  que  l'équation  f[x)  =  0 
aune  racine  multiple;  en  effet  si  A^  =  0,  f[x)  et  f  [x)  n'ont  pas 
nécessairement  de  diviseur  commun. 
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Par  exemple,  si 

le  résultant  de  f{x)  et  de  f  {x)  est  égal  à 

a{ac  —  6*); 

tandis  que  le  discriminant  du  polynôme  homogène 

ax^  '\-  2bxy  +  cy* 
est  égal  à 

ac  —  **: 

la  condition  pour  que  Téquation 

ait  une  racine  double  est 

oc— 6*  =  Ô, 

et  non  pas 

a(ac  — ft*)  =  0. 

ÉUMINATION 

605.  Déflnition.  —  Éliminer  x  entt*e  deux  équations 

/•(x)  =  0,    ?(x)  =  0, 

c'est  trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  ces  équa- 
tions aient  au  moins  une  racine  commune. 

Si  les  coefficients  des  polynômes  f{x)  et  <f{x)  sont  variables,  il 
peut  arriver  que  les  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  x 
dans  les  deux  polynômes  f{x)  et  f{x)  deviennent  nuls  en  même 
temps,  de  telle  sorte  que  les  deux  équations  aient  chacune  une 
racine  infinie  ;  nous  conviendrons  de  dire,  dans  ce  cas,  que  les  deux 
équations  ont  encore  une  racine  commune. 

Cela  posé,  si  les  équations  proposées  ont  une  ou  plusieurs  racines 
finies  communes,  les  deux  polynômes  f{x)  et  ?(x)  ont  un  diviseur 
ccMiimun,   et  réciproquement;   si  ces  équations  ont  une  racine 
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infinie  commune,  les  degrés  de  f{x)  et  de  <^{x)  s'abaissent;  donc 
dans  chacun  de  ces  deux  cas  le  résultant  des  polynômes  f{x)  et 
0(2?)  est  nul. 

Réciproquement^  si  le  résultant  des  deux  polynômes /(x)  et  f{x) 
est  nul,  ces  polynômes  ont  un  diviseur  eommim  ou  bien  leurs 
degrés  s'abaissent;  donc  les  équations /'(x)=0  et  ^  (x)=:0  ont  une 
racine  commune  finie  ou  infinie. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  deux  équations  algébriques  f{x)  =  0,  ç  (a?)  =  0  aient  au 
moins  une  racine  commune^  il  faut  et  il  suffit  que  le  résultant  des  deux 
polynômes  /*(x),  ^{x)  soit  nul. 

Remarqua.  I.  —  Il  convient  de  rappeler  que  si  le  résultant  de  f{x)  et  de  f  (x] 
est  nul,  il  peut  arriver  que  Tun  des  deux  polynômes  ou  môme  les  deux  disparaissent, 
tous  les  coefficients  devenant  nuls. 

Remarqua.  H.  —  On  peut,  après  avoir  formé  le  résultant  de  ^{x)  et  9  («;, 
reconnaître  combien  les  deux  équations  proposées  ont  de  racines  communes. 

En  effet,  nous  avons  déterminé  dans  le  chapitre  précédent  deux  polynômes  ff  (x), 
9t(x)  vérifiant  Fidentité  d'Euler 

Ax)9,(x)  +  ç(*)/l(*)  =  0, 

quand  f(x)  et  9  (x)  ont  un  plus  grand  commun  diviseur.  Si  le  degré  de  f[x)  est 
égal  à  m,  et  le  degré  de  9  (x)  égal  à  p,  et  si  A  est  le  degré  du  plus  grand  commun 
diviseur  D  (x),  de  f{x)  et  9  (x),  nous  savons  que  Ton  a 

0  (x)  étant  un  polynôme  entier  arbitraire  de  degré  A  —  i,  de  sorte  que  les  coeffi- 
cients de  /i  (x)  et  de  91  (x)  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  h  arbitraires. 
Par  suite  le  déterminant  principal  des  coefficients  des  inconnues  ot,  ot ...  «„,,  ht 

Pi  ...  p^  déterminées  par  les  équations  (4)  (596),  doit  être  un  déterminant  d'ordre 

m  +/)-<-  A.  De  là  résulte  un  moyen  de  connaître  le  nombre  de  racines  communes. 
Mais  nous  allons  reprendre  cette  question  par  une  autre  méthode. 

606.  Méthode  de  Bézout  ^  —  Considérons  les  deux  équations 

f(x)  =  k,+  k,x  +  A,x^  + +  A,x«  =  0,  (i) 

^[x)^B,  +  B^x+B^x'  + +  BpXP  =0,    (m>p). 

Écrivons  ces  polynômes  de  cette  manière  : 

fia:)  s  P  +  a^P„ 

1.  Woir  Noté  iur  CéUminationt  par  M.  Q.  parbom.  —  Bulletin  de*  Scjtiicci  mathêmaHmm 
ttvrier  1877. 
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P  et  Q  étant  des  polynômes  de  degré  ft  —  1,  P^  et  Qj  étant  des  poly- 
nômes de  degrés  m  —  k  et  p  —  k  respectivement.  On  en  déduit 
rid  entité  : 

d'où  il  résulte  que  le  polynôme 

y(a?)[A*+  A*+ia?+...+  A«a:«-»]-.  /•(a:)[B»+  B*+,ap  +..,+  BpOf-*], 

est  au  plus  de  degré  m  —  1 . 
D'après  cela,  si  Ton  pose  : 


F,(x;=(p(x) 


'Ai+A2a?+...+Ama?«-*" 

Aj  -p  A3  X  -f-  s , .  -\-  Am  X 


-m 

-m 


B,+B,x+...+B,»'-«J 
;B,+B,aî+...+B,a!»-«] 


F,_.(a;)  =  ,(af)  [Ap_,  +  Apa;  + ...  +  A„ar-^«]  — A«)[B,-«+  B,a:] 
F,  (x)    =  r  W  [A,  +  Ah-1  ar  + ...  +  k„3f^]  —  f{x)^,\ 


et  en  supposant  m  >  ;), 


Fp+i  («) 
F^(a;) 


»(x) 
f{x).x 


F,,^i(ir)  =  (p(af).a;"-J^» 


(3) 


(2) 


nous  pourrons  écrire  : 


F,{af)  scî  +  cîaf  +  c;a5»  + +  c7ar' 

F,(af)  ^  cj  -f  cj*  +  «J»  **  + +  <?*' 


•  • 


Ff(af)  =  c;  +  cj«  +  c;»»  + +  c;«"-« 


D'ailleurs, 


F^(«)  s  B,+  B.«  +  B,a^  + +  B,«», 

Fh-.(«)  s  B,x  +  B,«»+  +  B;^i  a*  +  B-iT^', 


FieC») 


B,«"-«^*+  B,a?'"-''+ +  B;,x^V 
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Ciela  posé,  si  les  équations 

f{x)  =  0,    ?{x)  =  0 

ont  une  solution  commune  x  =  a,  cette  solution  vérifiera  les  rr. 
équations 

F,(x)  =  0,    F,(z)  =  0. F«(x)  =  0. 


Or,  si  Ton  regarde 


a?,    oî*,    ap», 


«c"* 


— 1 


comme  des  inconnues,  les  m  équations  (4)  qui  sont  du  premier 
degré  par  rapport  à  ces  inconnues  sont  compatibles,  puisqu'elles 
admettent  la  solution 


«  =  a,    a?»  =  a",    oî*  =  a*, 


m-l 


a^"^  =  ar'\ 


de  sorte  que  si  les  équations  proposées  ont  au  moins   une  racine 
commune  t  on  a 


R=0, 


R  étant  le  déterminant  : 


R  = 


Il  est  clair  que  si  R  est  difTérent  de  zéro,  les  deux  équations  n'ont 
aucune  racine  commune. 

607.  Réciproquement^  si  le  déterminant  R  est  nul,  les  équations 
proposées  ont  au  moins  une  solution  commune. 

En  effet,  si  R  =  0,  il  existe  une  môme  relation  linéaire  et  homo- 
gène entre  les  éléments  des  colonnes  de  ce  déterminant;  cela 
revient  à  dire,  comme  on  le  vérifie  immédiatement,  que  Ton  peut 
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trouver  des  nombres  non  tous  nuls 

^t    *i»    *■•• 

tels  que  l'identité 

>iF.(a?)  +  h¥,{x)  + +  \,F^{x)^C 

soit  vérifiée,  et  par  conséquent  que  I*on  a  identiquement 

f,{x)9{x)^<f,{x)f{x)=0,  (5) 

les  polynômes  f^{x)  et  <fi(ar)  étant  définis  par  ces  identités  : 
/^.(a:)=>,(A,+A,x+...+A«a^-»)+l,(A,+  A,x+...+  A«a?'-«)  +  ... 
^,{x)=\(B,+  B,x  + +B,a^-*)+>,(B,  +  B3a:+ +  BpX'-«)  >  ^"^ 

+ +  ApBj». 

Il  reste  encore  à  prouver  que  les  polynômes  /^o;]  et  9i{x)  ne  sont 
pas  identiquement  nuls. 

Or  les  coefficients  B^  et  km  sont  supposés  différents  de  zéro  ;  dans 
o^{x)  le  terme  de  degré  p  —  l  ne  peut  être  nul  que  si  Xi  =  0;  le 
terme  du  plus  haut  degré,  dans  cette  hypothèse,  est  réduit  à  B,\; 
il  ne  peut  être  nul  que  si  >,=  0;  et  ainsi  de  suite.  On  voit  ainsi  que 
l'identité  9^  {x)  ^  0  entraînerait  les  conditions 

\=zO,    >j=0,  )ip  =  0. 

Mais  alors  /|(ar)  serait  réduit  à 

ce  polynôme  ne  sera  identiquement  nul  que  si 

^^1=^0,    >p^4  =  0,    >,„=0, 

donc  tous  les  nombres  \,  \, >•  devraient  être  nuls,  ce  qui  est 

contraire  à  notre  hypothèse. 

Si  un  seul  de  ces  polynômes  était  identiquement  nul,  si  par 
exemple  on  avait 
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on  déduirait  de  Tidentiié  (3) 

et  par  suite 

ç(x)  =  0, 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  Bj»  #  0. 

Nous  avons  donc  trouvé  deux  polynômes  f^{x)  de  degré  m  —  1 
au  plus  et  ?t(2?)  de  degré  p  —  1  au  plus  et  vérifiant  Tidentité  (5) 
d'Euler,  par  conséquent  les  polynômes  f(x)  et  o{x)  qui  sont  de 
degrés  m  et  p  respectivement  ont  un  diviseur  commun;  et  par  suite 
les  équations  proposées  ont  au  moins  une  racine  commune. 


C^adtttl»as  pour  q«e  émmoL  é^vaCloMsalsébri^Mes  aleat  {i  raeiaea 


Nous  conservons  les  notations  des  n»*  606  et  607.  Désignons  par  B^  le  mineur 
obtenu  en  supprimant  dans  le  résultant  R  des  polynômes  f(x)  et  ç  (x-),  les  A-  premières 
lignes  et  les  ft  premières  colonnes.  Nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant. 

Pour  que  les  deux  équations  proposées  aient  '{i  racines  conmiunes  U  faut  et  il 
suffit  que  les  conditions  suivantes  soient  remplies  : 

R  =  0.    Rj  =  0,  . . .      R^^j  =  0,    n^^o 

en  iupposanl  toutefois  les  coefficients  A^  et  B   différents  de  zéro. 

Nous  savons  déjà  que  la  condition  nécessaire  et  suffisanto  pour  que  les  équation- 
proposées  aient  au  moins  une  racine  commune,  est  :   R  =  0.  Supposons  cette 
condition   remplie,   et   supposant  en  outre  Rt  ^  0,  multiplions  les  polynômes 
F,  (x),  F,  (x)f...  P„(jc)  respecUvement  par  les  coefficients  des  éléments  de  la  pre- 
mière colonne  de  R|  et  ajoutons  les  produits  obtenus;  la  somme  sera  de  la  forme 

fi{x)  étant  un  polynôme  entier  de  dogrc  m  —  2  au  plus  et  ç,(x)  un  polynôme  entier 
de  degré  p  —  2  au  plus.  D'ailleurs  ces  polynômes  sont  analogues  aux  polynômes 
ft{^)i  ?il^)  défînis  par  les  équations  (6)  dans  lesquelles  on  remplace  X^  par  zéro  et 
Xi,  X],.*  P^r  les  mineurs  de  R|.  On  prouvera,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui 
qui  a  été  fait  pour  fi{x)  et  91  (j:),  que  fi{x)  et  9t(x)  ne  sont  pas  identiquement 
nuls. 
D'autre  part  dans  le  polynôme  (7)  obtenu,  les  coefficients  de  x',  Jt',  ...  x"*"    sont 
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tous  nuls,  car  oû  les  obtient  en  remplaçant  dans  Ri  la  première  colonne  succes- 
sivement par  la  seconde,  la  troisième...  la  dernière.  Le  coefficient  de  x  est  égal  à  R| 
et  le  terme  tout  connu  est  un  déterminant  S|  obtenu  en  remplaçant  les  éléments 
de  la  première  colonne  de  Ri  par  les  termes  tout  connus  correspondants  dans  F^Co;), 

F,(x), ...  F^  (ar).  On  a  donc  obtenu  Tidentité  : 

AW .  9(*) -  ?«(*) M  =  Ri*  +  s,.  (8) 

Par  hypothèse  Ri  est  différent  de  zéro  et  de  plus  R  =  0;  donc  les  polynômes  f{x) 
et  9(x)  ont  un  plus  grand  comme  diviseur  A.  Or  A  devant  diviser  fit^;  +  S,  en  vertu 
de  Tidentité  {8\  ne  peut  différer  de  Ri  x  +  Si  ;  donc,  si  les  condiliona  R  =  0,  R,  :7^  0 
sont  vérifiées,  les  équations  données  n'ont  qu'tme  seuh  racine  commune  déterminée 
par  l'équation 

Ria:  -f-  S,  =  0 

et  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  f{x)  et  <^(x)  est  égal  à  Ri 2  4*  Si* 
Supposons  en  second  lieu  R  =  0,  Ri  =  0.  Si  les  mineurs  de  Ri  relatifs  &  sa  pre- 
mière colonne  ne  sont  pas  tous  nuls,  les  calculs  précédents  sont  encore  légitimes  et 
ridentité  (8)  devient 

h{x)  9  (X)  -  9,(3^)  f{x)  =  Si 


les  polynômes  ft{x)  et  (p%{x)  n*étant  pas  identiquement  nuls.  Mais  les  polynômes  f{x) 
et  ç(x)  ont  un  plus  grand  commun  diviseur,  donc  on  a  nécessairement  Si  =  0  et  par 
suite  : 

A(*)9W-9.W  A^)  =  0  (9) 


Les  polynômes  fg{x)  et  ^{x)  n'étant  pas  identiquement  nuls  et  leurs  degrés  étant 
m  —  2  et  p  —  2  au  plus,  on  en  conclut  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  f{x) 
et  9(x)  est  au  moins  du  second  degré.  Mais  il  peut  arriver  que  les  mineurs  de  R|  que 
nous  avons  considérés  soient  tous  nuls.  Il  convient  donc  de  modifier  le  raisonne- 
ment précédent;  or,  on  peut  déterminer  des  nombres  X,,  >9, . . .  X„|  non  tous  nuls  et 
vérifiant  les  équations  : 


.  .  .  >(10) 

cr>-.     +  C  >■'  + ...  +  c;  i,  +  B,  ■,,„=û 


en  eObt,  le  déterminant  R|  de  ce  système  est  nal,  par  hypothèse. 
Cela  étant,  formons  la  somme 


h  F.(x)  +  ),  If,  (X)  +  . . .  +  ).,,  V^(x) 
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Celte  somme  sera  de  la  forme 

■ 

ft(x)  et  9i(jr)  étant  des  polynômes  de  degrés  m  —  S  etp— San  plus,  qai  ne  sont 
pas  identiquement  nuls, comme  on  s*en  assure  en  répétant  le  raisonnement  déjà  fait 
plus  haut.  Or  en  vertu  des  équations  (10),  les  coefficients  de  x^  x\  ...  x**^  sont  tous 
nuls,  de  sorte  que  l'expression  précédente  se  réduit  à  une  constante,  laquelle  ne  peut 
différer  de  zéro,  sans  quoi  les  polynômes  f{x)  et  f{x)  seraient  premiers  entre  eoz, 
ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse.  On  arrive  donc  bien  dans  tous  les  cas  à  fiden- 
tité  (9)  qui  prouve  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  f[x)  et  ^{x)  est 
au  moins  du  second  degré. 

Gela  posé  si  Rt  est  différent  de  zéro,  nous  procéderons  comme  dans  le  cas  précé- 
dent. Multiplions  les  polynômes  Ft  (x),  F4  (ir),...  Fm  (x)  respectivement  par  les  coeffi- 
cients des  éléments  de  la  première  colonne  de  Rt  et  ajoutons  les  produits  obtenus  ; 
la  somme  sera  de  la  forme 

ft{x)ff{x)  —  <pi{x)fx  (II) 

ft  {x)  étant  un  polynôme  entier  de  degré  m  —  3  au  plus  et  99  (x)  un  polynôme  de 
degré  p  —  3  au  plus.  On  prouvera  comme  plus  haut,  que  ces  polynômes  ne  sont  pas 
identiquement  nuls.  D'ailleurs  dans  le  polynôme  (11),  les  coefficients  de  x*,  «^(...x"**^ 
sont  nuls.  Au  surplus,  on  peut  obtenir  ce  polynôme  de  la  façon  suivante.  Dans  le 
déterminant  Rt,  remplaçons  les  éléments  de  la  première  colonne  respectivement, 
par  les  polynômes  Ft(x),  Fiix)^,.,  F^  (^)t  i^^us  obtiendrons  ainsi  un  déterminant  qui 
n*est  pas  autre  chose  que  le  polynôme  (11);  or,  en  retranchant  des  éléments  de  la 
première  colonne  du  déterminant  précédent  ceux  des  colonnes  suivantes  multipliés 
respectivement  par  «•,  «♦,...  a:"*""*,  il  restera  un  déterminant  que  Ton  peut  obtenir 
en  remplaçant  dans  le  déterminant  Rt  les  éléments  de  la  première  colonne,  par  l'en- 
semble des  termes  de  degré  2  au  plus,  pris  respectivement  dans  F|  (x),  F4  (^),...  F^  {x)  ; 
ce  déterminant  sera  du  second  degré  et  Ton  parviendra  à  une  identité  de  la 
forme  : 

A(J^)  •  Ç W  -  ?s(^)  A*)  =  Rt**  +  St X  +  Tt  (12) 

Cette  Identité  prouve  que  le  plus  grand  commun  diviseur  A  étant  au  moins  du  second 
degré  et  devant  diviser  le  second  membre  de  l'identité  (12)  ne  peut  différer  de  ee 
second  membre  et  par  suite,  si  /'on  suppose 

Hr=0,  R,  =  0,  RtT^O 

les  équ  liions  pf*oposées  ont  deux  racines  communes  qui  sont  les  racines  de  Céquom 

lion 

Rtx»  +  S,x  -f  T,  =  0 
tl  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  est  égal  à 
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D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  S|  et  Ti  s'obtiennent  en  remplaçant  dans  R^ 
les  éléments  de  la  première  colonne  par  les  coefficients  de  x  et  par  les  termes  tous 
connus,  pris  respectivement  dans  Ft  (x)^  F4  (a;),... ¥^(x). 

Il  est  clair  que  le  raisonnement  précédent  est  général  et  par  conséquent,  pour 
que  les  équations  proposées  aient  |j.  racines  communes^  il  faut  et  il  suffit^  en  sup^ 
posant  Ap^  et  Bp  différents  de  zéro,  que  les  déterminants 


soient  nuls,  mais  que  le  délei*minanl  R  ~  soit  différent  de  zéro. 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  le  plus  grand  commun  diviseur  s'obtiendra  en 
remplaçant  chacun  des  éléments  de  la  première  colonne  de  R^  par  Tensemble 
des  termes  de  degré  ^  au  plusy  pris  dans  chacun  des  polynômes  correspondants 

.  Applicatloii.  —  Soient 

f{x)  E=  Ao  +  Ai^c  +  A,»» 
ç(ar)  =  Bo  +  B,a;  +  Bî^* 


On  a 


R  = 


AoBi  —  Rfl^i      AoB|  —  BeAf 
AoB,  —  BflA,      A,B|  —  B,A, 

R,  =     A,Bj  —  B,A| 


en  supposant  A|  :^  0  et  Bt  ^  0,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qae 
les  équations  proposées  aient  une  seule  racine  commune  sont  donc 


(AoB,  -  BoAO"  -  (AoBi  -  B.A|)(A,B,  -  B,A,)  =  0 

AiB,  —  BiA,  ^  0. 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  la  racine  commune  aux  deux  équations  est  déter 
iQinée  par  Téquation 

(A,B,  —  BtAO«  +  AoB,  —  B,A,  =  0. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  f{x)  et  9  (j?)  est  alors 

(A|  Bt  —  Bj  Aj)  X  -j-  AqBi  —  Bq  A|  • 


Remarquons  encore  que  si  A,  et  B,  sont  nuls,  on  a  R=0,  Ri  =  0  sans  que  les 
^eux  équations  aient  nécessairement  deux  racines  communes. 
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610.  C^lcal  dn  degré  dn  déummêmmmt  R.  —  Nous  kiom  posé  : 

/'(ir)  =  P  +  ^P„        ?(x)=Q+r»Q,. 

Si  l'on  sup(k)se  que  A^,  A^, A^  sont  des  polynômes  entiers  en  y  de  deg^ 

m,  m  — 1,  ...0  respectivement,  et  de  même  que  B^,  B  ,...  B    soient  des  polynoroer 

entiers  en  y  de  degrés  p,p-->  1, 0;  on  voit  aisément  que  tous  les  termes  de 

QPi  — PQ,  sont  de  degré  m-+-jD  — A*  en  j:  et  y,  de  sorte  que  les  polynômes  F|  (x), 

F   (x) Fj,{x)  seront  de  degrés  m  -fp  — i,m+;>  — 2,  m.  On  considère 

ensuite  F^,  {t)  ^  9  (x),  F^,  (x)  ^  a:  ç  (.r),  F^  (x)  ^  x"«-i»-«  <p  (x)  dont  les 

dégrés  par  rapport  à  x  et  y  sont  respectivement  p,  p  +  1, m  —  1. 

Multiplions  les  éléments  de  la  première  colonne  de  R  par  1,  ceux  de  la  seconde 
par  X,  ceux  de  la  troisième  par  x*,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  m*  que  nous  multi- 
plierons par  x*"~'.  Dans  une  ligne  quelconque  les  degrés  de  tous  les  termes  seront 
i«r  mêmes,  de  sorte  que  le  degré  de  R,  par  rapport  à  x  et  y  est  devenu  égal  à 


P  +  (p+i)  + +  (p4-m-l)=inp4-(14-2+ +  m-l). 

Le  degré  de  R  par  rapport  à  y  est  donc  égal  à  ce  nombre  diminaé  de 


1  +  2+ +  m-i, 

c'est-à-dire  mp. 

611.  Élimhiallon  par  les  fonctions  symétriques. —  Soient 

f{x)  =  Ao  (a:  —  «,)  (ar  —  «,) {x  —  ««) 

9(x)  =  Bo  (a:  -  p,)  {X  -  ft)  (a?  -  ^); 

nous  supposons  d'abord  Ao  et  B^  différents  de  zéro. 

Pour  que  les  équations  f{x)  =  0,  (ip(a:)  =  0  aient  au  moins  une 
racine  commune,  il  faut  et  il  suffit  que  le  produit 

p= m) /'(?,) m,) 

soit  nul.  Ce  produit  est  évidemment  une  fonction  entière,  homo- 
gène et  de  degré  p  des  coefficients  de /'(or)  ;  d*autre  part,  ce  pro* 
duit  est  une  fonction  entière  et  symétrique  des  racines  de  Téqua- 
tion  f{x)  =  0,  donc  P  est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients 
de  9{x),  D'autre  part,  si  Ton  considère  le  produit  : 

on  peut  dire  également  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  équations  proposées  aient  une  racine  commune  est  : 
Q  =  0.  D'ailleurs  Q  est  une  fonction  entière,  homogène  et  de 
degré  m  des  coefficients  de7[x),  et  une  fonction  rationnelle  des 
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coefflcients  de  f{x),  puisque  Q  est  une  fonction  symétrique  et 
entière  des  racines  de  l'équation  f(x)  =  0.  Or  il  y  a  une  relation 
simple  entre  P  et  Q.  Effectivement,  on  a  : 

P  =  Aï  (P,  -  «,)  (P.  -  «,) { ft  -  «„) 

X  (P,  —  «,)  (p.  -«s) (Pi  — ««) 


X  (ft,  —  «,)  (Pp  —  «,) (Pu  —  ««) 

et,  d'antre  part 

Q  =  Br(«.-p.)K-p,) («.-pp) 

X  (a.  -  P.)  («i  -  PJ («.-P,) 


i 


X    (««—  Pi)  («m-Pâ) («m-  Pp) 

on  a  donc 

Bo"*  P  =  (—  1)*"^  a;  q. 

D*après  ce  qui  a  été  déjà  expliqué,  P  est  une  fonction  entière 
des  rapports  -^t-^i W-  et  Q  est  une  fonction  entière  des 

Bq       Bq  Bq 

coefficients  Bq,  B^ B;,;  donc  en  multipliant  P  par  Bo*»  tous  les 

facteurs  Bq  qui  se  trouvent  en  dénominateur  disparaissent,  comme 
cela  résulte  de  l'identité  précédente.  Ainsi,  B^"  P  est  une  fonction 
entière  et  homogène  de  degré  p  des  coefficients  de  f[x)y  et  en 
même  temps  une  fonction  entière  et  homogène  de  degré  m  des 
coefficients  de  cp(x),  puisque  Bo  P  est  égal  à  dr  AJQ.  Cette  fonction 
est  nulle  toutes  les  fois  que  les  équations  proposées  ont  une  racine 
commune,  et  réciproquement. 

Mais  on  ne  doit  pas  oublier  que  nous  avons  supposé  Aq  et  B^^ 
différents  de  zéro.  Je  dis  que  si  Aq  et  B^  deviennent  nuls,  la 
fonction  entière  BJ*  P  deviendra  nulle.  En  effet  supposons  A^  =  0  ; 
alors  le  polynôme  f[x)  se  réduit  à  un  polynôme  de  degré  m  —  1 
que  nous  appellerons^ (a;);  d'après  ce  qui  précède,  le  produit 


b;- i^  (?.)  i^(W gi^) 
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est  une  fonction  entière  de  Bq,  B^, B;,;  or  B^P  se  réduit  à 

B:9{fi,)9{h) 9{^) 

et  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire  ce  produit  est  une  fonction 
entière  des  coefficients  de  f{x)  et  de  cp  (x)^  contenant  Bo  en  facteur; 
donc  si  Ton  suppose  encore  Bo  =  0,  ce  produit  est  nul. 

Si  Ton  désigne  par  R  le  résultant  des  deux  polynômes  f{x)  et 
9  (ar),  et  si  Ton  suppose  tous  les  coefficients  de  ces  polynômes 
entièrement  arbitraires,  on  voit  que  si  R  =0,  les  équations  /(x)=0, 
op  (a?)  =  0  ayant  une  racine  commune,  finie  ou  infinie,  on  a  né- 
cessairement B?P  =  ( — 1)»"'AJQ  =  0.  Réciproquement,  si 
82*  P  =  { —  i)"'  a;  Q  =  0  les  équations  proposées  ont  une  racine 
commune!,  donc  R  =  0;  il  en  résulte  que  R  et  la  fonction  B^"* P,  qui 
sont  du  même  degré  ne  peuvent  différer  que  par  une  constante, 
puisque  en  regardant  les  coefficients  de  f{x)  et  de  f  (x)  comme  des 
variables,  les  équations  R=0  et  BmP  =  0  ont  les  mômes  solutions. 

612.  Application.  —  Considérons  deux  équations  du  second 
degré  : 

f{x) ^a  a:"  +  éa?  +  c  =  0 
ç{ar)  =  aV  +  *x  +  c'=  0 

Soient  «,  ^  les  racines  de  la  seconde  équation  et  formons  .a 
quantité 

on  a  identiquement  : 

a  {ax^  +  éo?  +  c)  —  a[a!  «•  +  b'x+c')  =  {ba  —ab')x  +  cd—  ac 

par  suite 

a  (aa»  +  *«  +  c)=  {ba'  —  ab')a  +  cd  —  ac' 
a  (aP«  +  *P  +  c)  =  {bd^ab')  ^  +  cd  —  ac\ 

donc 

a«(a««  +  *«  +  c)  (ap«  +  6p  +  c) 
=  (éa'  — aé'/ap-f  (^a'-aA'){ca  —  ac')(«  +  W  +  (ea'— aO« 
=  {bd-^aVf—  {bd^ab')  {cd  ^  cd)^-{^{cd-aey. 

Cette  expression  peut  s'écrire  ainsi  : 

{ac'  -  cdy  +  {bd^ab')  [(éa  -  ab')  î'  -  {cd^  ac')  ~] 
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OU,  en  simplifiant: 

{ac  —  caf  —  [ab'  —  ba)  [bc'  -  c*'). 

On  retrouve  bien  le  résultant  des  deux  polynômes. 


613.  Posons: 


ï  = 


1    X,     œ\ 


i    « 


.m— I 


•   •    •   • 


m—l 


et  faisons  le  produit   R.Ç,  R  étant  le  déterminant  de  Bezout.  On  tronye  aisément, 
en  consenrant  les  notations  du  n*  606  : 


Rç= 


F,  («i) 


.»-»»-« 


F|  v^t'  •  •  • 
F«(*t)  ... 


Fp(«t)  ... 
?(xO  ... 

f  (a^  . .  • 


ç(jfO    «r~^'?w  ...  «~"''~*Ç(«~) 


Supposons  que   «i,  «i, x„  soient  les  m  racines  de  f(x)  =  0. 

On  aura  alors 

donc,  dans  RÇ  les  quantités   9  (x^^    seront  en  facteur  dans  chaque  colonne,  de 
sorte  que 

Ai  +  Ata:i+ ...  4- A|^  «j      ,  Ai  + A|a:i+,..+ A,^«J^  ,  ... 
A,  +  A,x,  +  ...  +  A^  «J»-» 


RÇ= 


Ap  +  ^p44  *+•••  +  Ag,  «I 


9(*ih<«^.-ç(*«) 
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Si  l'on  retranche  de  la  p*  ligne  chacune  des  suivantes  multipliées  respectivement 
par    A^,  A^p  ...  A^^^p  il  reslera  pour  celle  lig:nc  : 

Meltant  A^  en  facteur  et  appliquant  un  procédé  tout  semblable  aux  lignes  de  rangs 
f>  — 1,  f^  — 2,  ...  1,  on  obtient  finalement 

R|  =  ±a;,.|  ?(a-,)9(*0  ...  9(«J, 

d*où 

R=±Aiç(x09(a:,)  ...  9  (x J. 

On  peut  d'ailleurs  par  un  procédé  identique  d  celui  que  nous  avons  indiqué  ao 
n*  (;N)2,  20}  montrer  que  le  résultant  de  Bezout  est  le  même  que  le  déterminant  A 
de  Sylvester  (596). 

614.  Résolation  d*an  système  de  deux  éqaations  à 
deax  inconnaes.  —  Soient  : 

deux  équations  k  dcu\  inconnues. 

Soient  x  =  x^^  y  =  y^^  une  solution  de  ce  système;  les  nombres 
^0  ^^  Va  substitués  à  a:  et  à  y  dans  los  deuK  polynômes /(j?,  y)  et 
f  {Xf  y)  les  rendent  identiquement  nuls,  de  sorte  que  Ton  a  : 

A^o»  1/0)  =  0,7  (aro,  yo)  =  0  (2) 

Par  suite  les  équations 

A^iyo)  =0,9(0?,  yo)  =  0  (8) 

ont  au  moins  une  racine  commune  x^^  d'où  il  suit  que  le  résultant 
de  ces  deux  polynômes  est  nul.  Or  ce  résultant  est  une  fonction 
entière  des  coelTicients  de /(x,  y^)  et  de  tp(ar,  y^);  c'est  donc  une 
fonction  entière  de  la  lettre  y^,  que  nous  représenterons  par; 

R(yo) 

II  résulte  de  là,  que  y,  est  une  racine  de  l'équation 

R(y)  =  o.  (4) 


r 
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Réciproquement,  soit  y^  une  racine  de  cette  équation;  on  a 

R(y,)  =  0 

donc  les  équations  (3)  ont  au  moins  une  solution  commune  x^  et 
par  suite,  les  égalités  (2)  étant  vérifiées,  les  formules  ar=a?o,  y  =ya 
représentent  une  solution  du  système  proposé. 

Nous  supposons  les  équations  proposées  complètes  et  de  degrés 
m  etp  respectivement;  autrement  dit,  en  posant  : 

f{x,  y)  =  ao  a?"»  +  a,  af^  + +  a^ 

<f{x,y)  =  b^xP  +b^xP-'  + +  à,. 

nous  admettons  que  a^,  a^,  ...  a,»,  6^,  b^y  ...  bp  soient  des  polynômes 
entiers  en  y  dont  le  degré  est  précisément  égal  à  Tindice.  Dans  ces 
conditions,  nous  avons  vu  que  R  (y)  est  un  polynôme  de  degré  mp, 
tant  que  les  polynômes  homogènes  représentant  Tensemble  des 
termes  de  degré  m  en  a?  et  y  dans  f(x^  y),  et  Tensemble  des  termes 
de  degré  p  enx  eiy  dans  «(or,  y)  n*ont  aucun  facteur  commun*. 


615.  E^aatfoii  adiolato.  Nombre  des  sotatloBs.  —  11  s'agit  d'abord  de 
trouver  x^  quand  on  connaît  y^.  Pour  cela,  nous  emploierons  la  méthode  suivante 
due  à  Liouville. 

Posons 

«  étant  une  indéterminée,  et  considérons  les  équations 

f{x,  «—««)  =  0,     9(a:,  z  —  ax)  =  0.  (5) 

A  toute  solution  (asbiSft)*  ^u  système  (1),  correspond  une  solution  (xo,Ze)  <lu 
système  (5),  z^  étant  définie  par  l'équation 

Zo  =  oar,  +  y,  ; 

réciproquement,  si  le  système  (5)  a  une  solution  (x„z,),  le  système  (1)  a  pour 
solution 

^  =  ^o»    y  =  *•  -"  «*•• 

Cela  posé,  soit  (^oiVo)  ^^^  solution  du  système  proposé. 
Les  équations 

f(x^  Zq  —  ax)  =  0,      9  (a?,  z«  —  ox)  =  0 


*  C«  qui  tigniâa  qae  l'équation  aux  ordùnnées  des  pointe  communs  aux  courbes  raprésentèet 
par  lat  équations  /(jd,  y)  s  0,  f  (x,  y)  a  0,  est  de  degré  mp  tant  que  ces  courbe«  n*ont  aucune 
direction  asymptotique  commune. 
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ont  au  moins  une  solution  commune,  lorsque  Ton  suppose 

par  suite  le  résultant  des  deux  polynômes 

f{x,  «0  —  «*)i     ç  (*,  «•  —  ax) 

est  nul  ;  ce  résultant  est  une  fonction  entière  de  z^  et  de  a,  que  r.cus  représentons 
parp(sof  a);  on  a  donc 

p(5f»a)  =  0, 
ou,  en  ordonnant  ce  polynôme  sniYant  les  puissances  de  a, 

PiW  +  «Pi  W+  «VtW  +  ...=aO, 
c'est-à-dire 

Pi(yo  +  ««•)+  api  (yo  +  «^J  +  «•?!(!(•  +  «a-t)  +  ...  =0.  (6) 

Mais  cette  relation  a  lien  quelle  que  soit  la  valeur  de  a,  donc  les  coefflcienU  des 
différentes  puissances  de  a  doivent  être  nulles.  On  a  done 

Pi(yi)  =  Oj 

maU,  quand  a  =  0,  s,  se  réduit  à  yoct  p(«„  a)  à  pt  (yi);on  «n  oonelotqoe  pi(yj  n'est 
pas  autre  chose  que  R  (y«)  ;  on  retrouve  ainsi  la  condition 

en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  a,  a*, ...  on  aura 

«•R'(ya)  +  Pi(y«)  =  0 


Si  y^  est  une  racine  simple  de  Téquation  R(yJ  s  0,  oo  a  donc. 

"-^     R'W 

et  par  suite  les  équations 

n*ont  alors  qn*une  seule  racine  commune  x^ 
Si  Ton  a 

R'(y«)  =  o  et  Pi  (y.)  96  0 

on  peut  dire  que  x^  est  infini. 
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Si 

R'(yo)  =  o,     p,(y,)=0,    R"(yo)^0. 

Xo  est  donné  par  une  équation  du  second  degré,  par  suite  à  une  racine  double  de 
réquation  R  (y)  ^  0  correspondent  deux  valeurs  de  x  et  ainsi  de  suite. 

On  en  conclut  que  le  système  des  équations  proposées  a  en  général,  mp  solutions. 

D*oii  ce  théorème,  dû  à  Bezout  : 

Le  nombre  de  solutions  de  deux  équations  à  deux  inconnues j  de  degrés  m  et  /> 
est  égal  à  mp, 

L*équation 

a?R'(y)+Pi(y)=0 

se  nomme  Téquation  a(\jointe  au  résultant  R  (y). 
616.  Exemple.  ~  Considérons  un  système  de  deux  équations  à  deux  inconnues 

/•(«,  y)  ^  aar«  +  6a:y  +  cy>  -t-  dar  +  ey  +  A  =  0    / 


En  posant 


a  =  A,  ôy  +  d=B,  cy«  +  <ry  +  A  =  C 
a'  =  A',  b'y  +  d'  =  B',  cY  +  ^'V  +  /*'  =  C', 


les  équations  proposées  prennent  la  forme  : 


a:«  +  Ba:  +  C  =  0    )  .5. 

'a?«+B'«  +  C'  =  0    S  ^^ 


Aa:« 
A 


En  éliminant  x,  on  obtient  : 

(AC  —  CA')«  —  (AB'  —  BA')  (BC'  -  CB')  =  0,  (3) 

équation  du  4*  degré  en  y. 

Soit  y«  une  racine  de  Téquation  (S)  ;  en  remplaçant  y  par  y^  les  équations  (2) 
aaront,  en  général,  une  racine  commune  donnée  par  Téquation  du  premier  degré 

(AB'  -  BA')«  -t-  (AC  -  GA')  =  0,  (4) 

de  sorte  que  le  système  proposé  a,  en  général,  quatre  solutions. 
Diteuision.  —  Le  coefficient  de  y*  dans  Téquation  (3)  est 

r  =  (ne'  —  ca*)*  —  (ab'  —  6a')  [bc'  —  c6'). 

Tant  que  Ton  suppose  r  ^  0,  c'est-à-dire,  tant  que  les  deux  formes  quadratiques 

ax*  +  àxy  +  q/^ 
a'x*  4-  à'xy  -f  c'y» 

n*ont  aucun  facteur  linéaire  commun,  Téquation  (3)  est  du  4*  degré. 

En  supposant  r^^i^o,  les  coefficients  A  et  A',  c'est-à-dire  a  et  a'  ne  sont  pas  tous 
deax  nuls.  Dans  cette  hypothèse,  si  yo  est  une  racine  simple  de  l'équation  (3),  le 
co^cient  AB'  — >  BA'  est  différent  de  zéro,  c'est-à-dire  : 

{Ob'  -  6a')  yo  +  ad'  —  da'  ^  0. 
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KffectWement,  si  Ton  suppose  que  y»  soil  racine  de  Téquation 

AB'  —  BA'  =  0, 

l'équiition  (3)  montre  qw  y^  vérifie  aussi  l'équation 

A(r-CA'  =  0; 
et  comme  A  et  A'  ne  sont  pas  tous  deux  nuls,  on  aura  aussi,  en  supposant  toujours 

BC  -  GB'  =  0, 

de  sorte  que  AB'  -  BA',  AC  —  CA',  BC  —  CB'  étant  divisibles  chacun  par  y  —  y», 
le  premier  membre  de  Téquation  (3)  sera  divisible  par  (y  —  y%)*  et  par  conséquent 
I/o  serait  racine  double  de  l'équation  (3\  ce  qui  est  contraire  ù  notre  hypothèse.  11 
résulte  de  ]à,qu*&  une  racine  simple  y^  de  cette  équation  correspond  une  seule  racine 
x«  commune  aux  équations  (2)  et  par  suite  une  seule  solution  (x^,  y^)  du  système 
proposé.  Donc,  en  résumé,  si  l'on  suppose  r  ^^  0,  et  si  Téquation  (3)  a  quatre  racines 
simples  yi,  yi,  yt,  y^  il  correspond  à  chacune  d'elles  une  seule  valeur  de  x,  ce  qui 
donne  X|,  jti,  Xt,  x^  et  le  système  proposé  admet  les  quatre  solutions 

Si  deux  ou  plusieurs  racinesyi,  y^ . ..  deviennent  égales,  si,  par  exemple,  y^z=.y^\i 
peut  arriver  que  x^  =  j-^  ou  que  x^  soit  différent  de  x^^  de  sorte  que  deux  solutions 
peuvent  coïncider,  mais  il  y  aura  toujours  au  plus  quatre  solutions.  Si  Téquation  (3) 
s'abaisse,  un  certain  nombre  de  racines  de  cette  équation  peuvent  grandir  indéfini- 
ment. Nous  diror^  dans  ce  cas  que  le  système  (1)  a  autant  de  solutions  infinies. 

11  reste  à  examiner  le  cas  où  l'équation  (3)  disparaît  identiquement,  tous  ses 
coefficients  devenant  nuls  ;  alors,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  y,  les  équa- 
tions (2)  ont  au  moins  une  racine  commune.  Ce  cas  se  subdivise  en  plusieurs 
autres  :  1<*  Supposons  que  quel  que  soit  v  on  ait  : 

AB'  — BA'  =  0;  • 
l'identité  (3)  donne  : 

AC'-GA'  =  0, 

•n  supposant  que  A  et  A'  ne  soient  pas  nuls  tous  deux,  on  en  conclut 

BC— CB'  =  0. 

Alors  les  équations  (3).  du  second  degré  en  x,  ont  leurs  coefficients  proportionnels, 
qnelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  y.  On  en  conclui  immédiatement  que  lo.< 
coefficients  des  équations  (1)  sont  proportionnels;  le  système  proposé  se  réduit  û 
une  seule  équation  et  admet  par  suite  une  infinité  de  solutions. 

Si  a=  a'  ==  0,  l'équation  (4)  disparaît  identiquement  et  les  équations  (2)  serédui- 
sent  au  premier  degré  ;  si  BC  —  C  B'  ^0,  on  arrive  à  la  môme  conclusion,  à 
savoir  que  les  équations  (1)  rentrent  l'une  dansTautre.  Si  Tidentité  BC  —  CB'^  0 
n'est  pas  vérifiée,  en  écrivant  que  les  équations  (2)  ont  une  solution  conmiune,  on 
aura  à  résoudre  l'équation  BC  —  CB'  =  0  qui  est  du  troisième  degré  en  y  ;  la 
discussion  s'achève  sans  difficulté. 

2'  Supposons  maintenant  que  A  B'  —  B  A'  c'est-à-dire 

{(ib'  —  ba')y  -h  ad'  —  da' 
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ne  soit  pas  identiquement  nul  et  supposons  de  plus  a  6'  —  6  a'  7^  0.  Posons  : 

ad  --da' 


yt=- 


ab'  "ba* 


L*équation  (3)  étant  une  identité,  on  a 

(AC'-CA')«=(AB'  -  B  A')(BC'  ^CB).  (5) 

Mais 

AB'  -  BA'  =(a6'  -  ha')  (y-  y.), 

par  conséquent  (AC  —  CAO*  s'annule  quand  y=ih\  d'où  il  résulte  que  kC!  —  CA' 
est  divisible  par  y  —  y^.  D'après  cela  l'équation  (4)  a  la  forme  : 

(y  -  yo)[{ab'-ba')x+my  +  p]  =0, 

m  eip  étant  des  constantes. 
Soit  yi  un  nombre  diflérent  de  y^;  les  équations  (1)  admettent  la  solution 

my^'\-p 

donc 

f  (*»  Vi)    et    fi  (x,  y,) 
sont  divisibles  par 

(a  6'  —  6a)a?  +  myi  +  p; 

et  comme  cela  est  vrai  pour  une  infinité  de  valeurs  de  2^1,  on  a  : 


(a  6'  —  6  a')  a?  +  m  y  4-  p]  (a'j;  +  P'y+  y'). 


de  sorte  que  le  système  (1)  se  décompose  en  deux  systcmeSi  dont  l'un  est  formé  par 
une  seule  équation  : 

(a  6'  —  6  a')  a;  +  m  y  +  p  =  0 

et  l'autre  est  formé  par 

aa?  +  py4-Y=0  ^ 

«'^+P'y+Y'=o; 

si  'i>  y\  est  la  solution  de  ce  dernier  système,  on  reconnaît  aisément  que^i  =^  «/«. 

Supposons  ab'  —  ba'=0,ad'^dn'^  0,  l'équation  (3)  étant  toujours  une  iden- 
tité; le  coefficient  de  y*,  égal  à  oc'  —  ca\  devant  être  nul,  l'équation  (4)  se  réduit  à 

{ad  —  da')x-\-{ae'-ea')y  +  ahf'-ha'=zO.  (6) 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  y,  les  équations  (2)  ont  au  moins  une  racine  commune 


1 
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donnée  par  Téquation  (6).  On  en  conclut  comme  plus  haut  que  /('»y)  ^A  ('*  V) 
iont  diTisibles  par 

(«  <r  —  d  a')  j  +  (af' -  ea')  y  +  aA' —  *«< 

et  que  par  suite  le  système  (1)  a  une  infinité  de  solutions. 

En  résumé  :  un  système  de  deux  équations  du  second  degré  à  deux  inconnues  n'a 
que  quatre  solutions  au  plus  ou  bien  en  a  une  infinité,  cette  dernière  droonstance 
se  présentant  si  les  deux  équations  ont  leurs  coefficients  proportionnels  ou  encor 
quand  les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  des  produits  de  facteurs  linéaire 
ayant  un  facteur  commun. 

617.  Théorème  relatif  aux  fonctions  symétriques  ration 
nelies  fractionnaires.  —  Nous  pouvons  maintenant  démontrei 
le  théorème  relatif  aux  fonctions  symétriques  rationnelles  dont 
nous  avons  parlé  au  n*  572. 

Soient  /  (ar,  y),  f{x^  y)  deux  polynômes  entier»  Pour  que  les 
deux  équations 

aient  au  moins  une  solution  commune,  il  faut  et  il  suffit  que  y^ 
3oit  racine  d*une  équation  R(y)=0,  que  nous  savons  former;  donc 
il  n*y  a  qu*un  nombre  déterminé  de  valeurs  de  y«  répondant  à  la 
question,  à  moins  que  R  (y)  ne  soit  identiquement  nul  ;  mais  dans 
ce  cas  (549)  il  existe  un  polynôme  entier  ^  (x,  y)  qui  divise  exac 
tement  /(a?,  y)  et  ç  [x,  y). 

De  même,  pour  que  les  équations  f{y^^  a?)  =  0  et  ç  (y^,  x)  =  0 
aient  une  racine  commune  il  faut  que  y«  soit  racine  d'une  seconde 
équation  p(y)  =r  0;  donc,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  s'il 
n'existe  aucun  polynomef(x,  y)  divisant  en  môme  temps /(âr,  y) 
et  f(x,  y),  il  n'existera  évidemment  non  plus  aucun  polynôme 
entier  divisant  en  même  temps /"(y,  or)  et  ^  (y,  or]  et  par  suite  on 
pourra  trouver  une  infinité  de  valeurs  de  y^  telles  que  les  fractions 

• 

soient  irréductibles  toutes  les  deux. 

Cela  posé,  considérons  une  fraction  rationnelle  symétrique, 
fonction  des  lettres  x,  y,  et  supposons  qu'il  n'existe  aucun  poly- 
nôme entier  divisant  à  la  fois  ses  deux  termes.  On  a  par  hypo- 
thi^se  * 

f(^^  y)  _  f(y^  ^) 
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on  peut  trouver  une  infinité  de  valeurs  y,  telles  que  les  fractioni 
égales 

soient  irréductibles.  On  aura  donc 

X  étant  indépendant  de  x. 
Donc,  en  remplaçant  x  par  y^,  nous  aurons 

/"(yo»  yo)  =  ^Ayo,  yo) 
?{yo,.yo)=i?(yo,yt); 

mais  on  ne  peut  avoir 

Ayo>  yo)  =  0  et  9  (yo,  yo)  =  0, 

car  les  polynômes  f[x^  t/o)  et  9  (a?,  y„)  seraient  tous  deux  divisibles 
par  X  —  yo,  ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse  ;  donc  \  =  1  et 
par  conséquent,  pour  une  infinité  de  valeurs  deva 

f{x,  yo)  =  fiy^.x) 
cy(ar,  yo)=9(yo,a?), 

donc  ces  identités  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  y,  de  sorte 
que 

f[^.  y)  =  /(y,  x) 
?(j^»y)  =  <î(y,  ar), 

les  deux  termes  de  la  fraction  sont  par  conséquent  symétriques. 
On  fera  le  môme  raisonnement  par  rapport  à  toutes  les  lettres. 

EXERQGES 
1.  Vérifier  que  les  équations  : 

4  X»  -  25x«  4-  10x«  +21  »  — iOssO 
2jr*  +    5a:«  -|-a:-2=0 


ont  deux  racines  communes 


'2' 
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2.  Trouver  les  racines  communes  et  les  racines  non  communes  anx  éonttloos 

*•— iar»— 5x«  +  86«  — 86=0 
X*— 6jc»+4x«  +S4x  — 3S=0. 

^  On  trouve  pour  diviseur  commun  (x—  2)*. 

3.  Chercher  les  racines  communes  aux  équations 

*♦— 13a:>  +  36=C 
«•-f  ar«  — 4ar  — 4  =  0. 

on  appliquera  à  ces  exemples  les  méthodes  de  Bezout  et  de  Sylvester  pour  i^iun- 
natcre  que  les  équations  ont  au  moins  une  racine  commune. 

4.  Rteoudre  le  système  : 

«•  +  3yar«4-(3yt-y4-4)a?  +  y*  — y"  +  îy  =  0 
»•+  2ya?  +  y>   —  y=0. 

—  Réponse  :  ^x  =  O,  y  =0)  et  (x  ae—  s,  y  =  1.) 

5.  Résoudre  le  système 

a*  — 3yar«  +  3x«  +  3y«jc  —  6yx— a?  —  y*  +  3y*  +  y  —  3  =  0 
4r*+8yar«— 3ar«  4-3y«x—  6ya:— a;+  y»  — ^y"  — y  +  3=0. 

—  Réponse:       (j?=0,y  =  l).  (aî=0,y  =  —  4),  (a?=0,y  =  3; 

(y  =  0,a?=l),  (y  =  0,jp  =  -l) 
(y  =  l,ar  =2),  (y  =  l,«  =  — 2) 
(y  =  2,  ar  =  l),  (y=2,x  =  -l). 

6.  Résoudre  le  système 

*^  +  y*  *•  +  y*  =  0,  a?»  -  y%=  0. 

7.  Résoudre  le  système  : 

*•— 2xy«  —  y»  — l=0,««+3xy    4-yi  +  l=s0. 

8.  Achever  la  solution  du  problème  n*  588,  2*,  dans  le  cas  où  n  est  différent  de  zei  o 

9.  Éliminer  y  entre  les  deux  équations 

y» -1=0 
x  =  ay  +  6y*; 

en  déduira  une  méthode  de  résolution  de  l'équation 

a*  +  p»  +  ç  =  0. 

10.  ÉUminer  i  entre  les  denx  équations 

^  iM      «^.  1  +  15/* 

r=5(i-.9f*K  y=— 57— 
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il  Pour  former  le  déterminant  R  de  Bezout  (606),  on  peut  poser 

F^i  (ar)  s  9  («)  [A^^j  +  A^,«  +  ...  +  A^«*-*-*] 


F„(a;)  =  ç(x).A^. 

Montrer  qu'on  obtient  alors  un  déterminant  symétrique.   Indiquer  la  loi  de 
formation  de  ses  éléments. 

12.  Trouver  les  solutions  réelles  d'une  équation  à  coefficients  imaginaires  /(s)=  0. 
On  posera  x  =sx  +yiei  Ton  sera  ramené  à  résoudre  un  système  de  deux  équa- 
tions à  deux  inconnues  à  coefficients  réels.  Les  solutions  réelles  conyiendront  seules. 

13.  Rendre  rationnelle  Téquation 


au  moyen  de  l'élimination. 
On  pose 

(«-c)«+y«  =  i««,    («+c)«  +  y«  =  »«. 
d*où 


et  l'on  élimine  u  et  v. 
On  trouve 


0»  +  tt«  =  2y«  +  ac*  +  2<* 


on 


(2a  -  w)«  +  tt»  =  2y»  +  a«"  +  2<J« 
4a*  —  4au  =  icx  ... 

14.  Montrer  qu'en  éliminant  /  entre  les  deux  équations 

4(a«  —  46d  +  3  c*)(bf'-  ice  +  3d*)  —  (a/—  Ue  +  8cd)«  =  0, 
3r<,i(ei  — d/)^3a6(c/— (/tf)  +  4ac(d«  — ce)  +  2ô«(d*  — 6/)  +  56»ce+3c*  — 86c«rf 

—  (a«— 46d  +  3c«)»  =  0, 

on  obtient  l*an  ou  l'autre  de  ces  résultats  : 

(ae  —  Ibd  +  3c")»  —  27  (ace  +  2ôcd  -^  adP  ^  eô«  —  c«)*  =  0, 
a«  (oe  —  4ôrf  +  3c»)  —  3(6»  —  ac]^  =  0. 

MiCHAEL  ROBRRTS. 

15.  Soient  /(x)  un  polynôme  de  degré  m  etçC^;)  un  polynôme  de  degré  p,  et 
supposons  |>  <^  m  ;  on  divise  par  ç(x)  les  polynômes 

r {«),  *  / W,  ^*  /(*)> *'"*  ré- 
prouver que  le  résultant  des  polynômes  f{x)  et  9  (4?)  est  égal  an  déterminant 
des  coefficients  des  restes  obtenus 
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1&  Soient  f(*)  et  9  (œ)  deux  polynômes  entiers,  le  de^é  de  9  (z)  étant  inférieui 
à  celui  de  f  («).  On  pose  : 

9  (*)  _  c^    ,    <î|    ,    Ct    , 


et  Ton  forme  les  déterminants 


c,    c, 


Co 

C| 

Ct 

Cl 

Cl 

c» 

f  •••■ 

<^« 

Ci 

C4 

Co     c,     C| 

c,    c.    c. 


n-l 


n 


*^n— 1  n 


.  C 


8n~l 


R  étant  le  degré  de  f(x). 

Le  dernier,  égalé  à  zéro,  donne  la  condition  pour  que  /  (a;)  =  0  et  9  (x)  =  0  aient 
une  racine  commune. 

Si  les  p  derniers  déterminants  sont  nuls,  le  précédent  ne  l'étant  pas,  il  y  a 
p  racines  communes. 

Kronecebr. 

17.  Soient  /  (x)  et  9  (x)  deux  polynômes  de  degré  m.  On  a  : 

X       y 

heik  devant  prendre  toutes  les  valeurs  de  0  à  m  —  1 . 
Montrer  que  cj  =  cj. 
Si  X9  est  une  racine  commune  aux  équations 

/•(x)  =  0,    9(^)  =  0, 

le  premier  membre  de  l'identité  précédente  sera  nul  pour  x  =  ««,  quel  que  soit  y. 
Donc 

cj+  cjx,+  c;xj+  +  cJ»-*xJ'-*=0 


•■)      9 


«1  +  c,  «0  +  Cl  xl  + 


+  C-*  xr-'  =  0 


'0 

.m 

0 


««-i  +  Cm-l  '.  +  ^n.-.  <  + +  C=l  'r'  =«; 

en  déduire  que  le   déterminant  R  formé    avec  les  coefficients  des  équations 
précédentes  est  nul.  Montrer  que  la  réciproque  est  vraie  : 
Si  R  =  0,  on  a 

224  A»  =  0. 


de  sorte  que  Ton  peut  écrire 


^  (*)  — ;: — ;: '  w  — ;: — -—  = 

X  —  y  X  —  y 


=  0. 


les  puissances  de  y  étant  remplacées  par  des  indices,  etc. 
18.  Prouver  que  la  dérivée  d'une  fonction  algébrique  est  algébrique. 

Soit  /(x,  y)  =  0,  l'équation  algébrique  qui  détermine  y;  on  a  /*,  +  yTy=0; 

on  élimine  y  entre  les  deux  équations,  etc. 
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CHAPITRE  VI 

TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIONS 

618.  Problème.  —  Étant  donnée  une  équation  f{x)  =  0,  former  une 

nouvelle  équation  dont  les  racines  soient  égales  aux  valeurs  que  prend  une 

/_\ 

fraction  irréductible  rationnelle  donnée  ^rr^t  quand   on  remplace  x 

successivement  par  toutes  les  racines  de  réquation  proposée. 

Je  dis  qu'on  obtiendra  l'équation  demandée  en  éliminant  a?  entre 
les  deux  équations 

f(x]  =  0,    .y^(:r)-.(p(a?)  =  0.  (1) 

Supposons  f{x)  et  ^{x)  premiers  entre  eux,  et  soît  x^  une  racine 
de  réquation  f{x)  =  0  ;  si  Ton  pose 

les  équations 

/W  =  0,    yj{x)^o{x)  =  0  (2) 

ont  une  solution  commune  2:9,  donc  le  résultant  R(yo)  des  premiers 
membres  est  nul;  or  ce  résultant  est  du  degré  m  par  rapport 
aux  coefficients  de  yo  +  W  —  ^W»  ^  étant  le  degré  de  f(x).  Par 
conséquent,  ^o  est  racine  de  Téquation 

R(y)  =  0,  (3) 

qui  est  de  degré  m. 

Réciproquement,  soity^  une  racine  de  K{y)  =0.  Le  résultant 
R(yo)  des  polynômes 

A^)    et    yo+M  — 9(a?) 

étant  nul,  les  équations  (2)  ont  au  moins  une  racine  commune  x^, 
et  par  suite 
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d*où,  en  remarquant  que  f  [x^)  ne  peut  être  nul  puisque  /  {x)  et  ^  (or, 
sont  premiers  entre  eux  : 

L'équation  cherchée  est  donc  Téquation  (3). 

Il  était  évident  a /^riori  que  l'équation  R(y)  serait  du  degré  m, 
puisque  les  racines  de  cette  équation  s'obtiennent  en  remplaçante; 

dans  -r)---  par  les  m  racines  de  f(x)  =  0. 

Remarques.  —  I.  Si  Ton  considère  le  système  (1)  comme  un 
système  de  deux  équations  à  2  inconnues  x,  y^  on  a  vu,  dans  le  cha- 
pitre précédent,  qu'on  obtiendra  Téquation  aux  y,  en  éliminant  x 
entre  ces  deux  équations.  L'équation  aux  y  est  précisément  la 
transformée  cherchée. 

IL  Nous  avons  supposé  f[x)  et^(a?)  premiers  entre  eux.  S'il  en 
était  autrement,  en  désignant  par  Xq  une  racine  commune  aux 
équations  f{pc)  =  0  et  ^[x)  =  0,  la  valeur  correspondante  de  y 
serait  infinie. 

Si  f^[x)  est  le  produit  de  tous  les  facteurs  de  f{x)  correspondant 
aux  racines  communes  aux  équations 

f[x)z=Q,    ♦(a?)  =  0, 
de  sorte  que 

t\x}=f,{x)f^{x), 

il  suffira  de  considérer  l'équation  f^[x)  =  0,  les  valeurs  finies  de  y 

/_\ 

étant  les  valeurs  que  prend  -^-^  quand  on  remplace  dans  cette 
fraction  x  successivement  par  toutes  les  racines  de  l'équation 

A(x)  =  0. 

619.  Transformation  homog^raphique.  —  Nous  considére- 
rons d'abord  le  cas  où  ^(x)  et  ^[x]  sont  des  polynômes  du  premier 
degré,  et  nous  définirons  la  transformation  par  l'équation 

en  supposant 

au'  —  ba  ^0. 

La  transformée  s'obtiendra  en  éliminant  x  entre  l'équation  (1)  et 
l'équation  proposée  fix)  =:  0. 
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Or,  on  peut  résoudre  l'équation  (1)  par  rapport  àx,  et  Ton  a 


X  = 


par  suite  Téquation  cherchée  est  la  suivante  : 


'  \ay  —  a] 


On  peut  éyidemment  remplacer  y  par  x  et  écrire 


\ax  —  aj 


Cas  particuliers.  —  !•  a  =  *',  a'=  0,  6  =  *'A,  la  formule  (1) 
devient 

y  =  a?  +  A, 
et  la  transformée  est 

/(»  — A)  =  0. 

Les  racines  de  la  transformée  sont  égales  aux  racines  de  la 
proposée  augmentées  de  A.  Ce  résultat  est  d'ailleurs  évident,  car 
si  Ton  suppose  f{x^  =  0,  en  remplaçant  x  par  x^-{-  h  dans /"(a?—  A), 
le  résultat  sera  évidemment  égal  à  /'(ar^j)  et  par  suite  ar^  +  A  sera 
racine  de  la  transformée. 

De  même  l'équation 

f{x  +  A)  =  0 

a  pour  racines  les  racines  de  l'équation 

f{x)  =  0, 

chacune  d'elles  étant  diminuée  de  A. 
2*  é  =  0,  a'=0,    a  =  A'*, 

par  suite, 

y=kx; 

la  transformée  devient 


/ 


©=»• 
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Les  racines  de  cette  équation  sont  égales  à  celles  de  la  proposée, 
multipliées  par  un  même  nombre  k, 

G  est  ce  que  l'on  vérifie  facilement.  En  particulier,  si  A;  =  —  1, 
l'équation 

n-  *) = 0 

est  la  transformée  en  —  x;  ses  racines  sont  égales  à  celles  de  la 
proposée  changées  de  signe. 
3»  Si  Ton  pose 

a  =  0,    é'  =  0,    6  =  a, 


on  a 


»=i' 


ot  la  transformée  devient 


.(1)  =  0; 


c'est  Yéquation  aux  inverses  des  racines  de  la  proposée. 

620.  Théorème.  —  La  transformation  homographique  la  plus 
générale  est  la  combinaison  des  transformations  élémentaires 

y=x  +  h,     y==kx,     y  =  r* 

X 


En  effet,  si  Ton  pose 


ax  4-  b 


on  a 


__  a         ba*  —  ab'    a  k 

y        Z?    •    ^ff^'^    I    77\  —  ZP    I 


a    '   a'{a'x  +  ô')       a    '   x -^  k' 

k  et  h  étant  définis  par  les  formules 

,_àa^-ab'      ._,   *' 

Si  Ton  fait  successivement  les  transformations 

z=:x+h,     ^  =  7,     u  =  kt,    y=u  +  --, 

*  a 
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on  aura  évidemment  le  même  résultat  qu*en  faisant  la  transforma 
tion  unique  définie  par  Téquation  (l). 

Pour  montrer  une  application  de  ce  théorème,  considérons  Texpression 

Xf   ~~*  7!*      X\    ^    Xa 

u  = '  :  — 

X^  ~~    «Tf      X\  "^  Xi 

ax  4-  b 

et  supposons  qu'on  remplace  chacune  des  lettres  x  par --r>. 

a^x  +  0 

Pour  calculer  Texpression  nouvellei  il  suffit  évidemment  de  yoir  ce  qu'elle  devient 

i^  quand  on  augmente  chaque  lettre  a;  d'une  constante;  3<^  quand  on  multiplie  chaquo 

lettre  x  par  un  môme  nombre  ;  3o  enfin  quand  on  remplace  chaque  lettre  x  par  son 

inverne.  Or,  on  vérifie  immédiatement  qu'après  chacune  de  ces  transformations  u  ne 

change  pas;  donc  une  même  transformation  homographique effectuée  svirXf,x^fXifX^ 

n'altèi«  pas  la  fonction  u. 

Remarque.  —  Si  Ton  pose  y"*  /(-)  s  F(jr,  y),  faire  dans  l'équation  f(x)=0 

▼      1      A 

la  sulistitution  x=z  ,  revient  à  faire  dans  l'équation  F(x,y)=:0,  la  suosti- 

tution  linéaire  :  a?  =  oX  +  ÔY,    y  =  û/X  +  ô^T. 
On  rattache  ainsi  la  substitution  homographique  à  la  théorie  des  invariants. 

621.  Application  des  transformations  élémentaires.  — 

Soit 

f{x)  =  Aoa?*  +  AiX"»-*  +  Aja;»»-*  + +  A«  =  0, 

une  équation  algébrique.  Diminuons  toutes  les  racines  d^une  quan- 
tité indéterminée  h  ;  la  transformée  est,  comme  on  l'a  vu, 

f(x  +  h)  =  0, 
ou 

f[h)  -\.xr(h)  + 1-2  r{h)  +...+  ^^ ^^_^^  r'-oCA) + A,a-=0. 

On  peut  dispose!'  de  h  pour  faire  disparaître  un  terme  quelconque 
de  la  transformée.  Pour  que  le  terme  en  x^  disparaisse,  il  faut  et  il 
suffit  que  A  soit  une  racine  de  Téquation 

/^)(A)  =  0. 

En  particulier,  si  Ton  veut  que  le  terme  indépendant  de  x  dispa- 
raisse, on  devra  prendre  h  égal  à  une  racine  de  réquation/'(a)  =  0. 
c*est-à-dire  égal  à  une  racine  de  l'équation  proposée.  Ce  résultat 
est  évident  a  priori;  en  effet,   si  Ton  diminue  les  racines  d'un 
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nombre  égal  à  Tune  d*elles,  il  est  clair  que  la  transformée  aura  une 
racine  nulle. 

Pour  que  le  terme  en  a;**"*  disparaisse,  il  faut  et  il  suffit  que  h 
vérifie  l'équation 

/t--*)(A)  =  0, 
c'est-à-dire 

mÂo/i  +  A|  =  0. 
La  transformée  est  alors 


r{-ét+^)=''- 


Ce  résultat  peut  encore  s  expliquer  taciiement;  en  effet,  la  somme 

des  racines  étant  égale  à  —  -r-' ,  si  Ton  diminue  chacune  des  m 

A« 

A  A 

racines  de f- ,  leur  somme  sera  diminuée  de  —  —  et  par  suite* 

fTiAo  A^ 

la  somme  des  racines  de  Téquation  transformée  sera  nulle. 

Considérons  en  particulier  Téquation  du  troisième  degré 

f{x)  ^  a^a^  +  3  fli  a?*  +  3  a,  a?  +  Oj  =  0. 

Si  Ton  diminue  toutes  les  racines  de î,  on  trouve 

a» 


,^+,r{-'f)+f{-'^)=o. 


On  voit  d*aprës  cela,  qu'étant  donnée  Téquation  générale  du  troi- 
sième degré,  il  suffit  de  diminuer  chaque  racine  d'un  nombre 
déterminé  pour  la  ramener  à  la  forme 

x^-\- px  -{-  q  =z  0. 

Remarque.  ^  Si  après  avoir  fait  disparaître  un  terme  par  la  transformation 
précédente,  on  Toulait,  par  la  même  méthode,  en  faire  disparaître  un  second,  le 
premier  reparaîtrait  ;  en  cflct,  on  pourrait  obtenir  la  seconde  transformée  en  dimi- 
nuant d'un  seul  coup  les  racines  de  la  proposée  d'un  même  nombre  h'  ;  pour  que 
deux  termes  disparaissent  à  la  fois,  il  faut  que  h'  puisse  vérifier  deux  équaUoaa 
telles  que 

^tl')(ar)  =  0,/'^«^(ar)=0. 
Pour  que  ces  équations  aient  une  racine  commune,  il  faut  qu*il  y  ait  entre  les 
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coefficients  de  f{x)  une  relation  déterminée.  Par  suite,  en  général,  on  ne  peut,  par 
cette  méthode,  faire  disparaître  plus  d'un  terme  ;  d'ailleurs,  on  pouvait  B*y  attendre, 
puisqu'on  ne  dispose  que  d'une  indéterminée  h.  Avec  la  transformation  homogra* 
phique,  on  peut  faire  disparaître  deux  termes; en  voici  un  exemple  remarquable. 

622.  Résolnaon  de  l'éqaaaon    s*  +  px  +  9  =  0. 
Soient  a  et  6  deux  indéterminées  ;  nous  ferons  la  substitution  définie  par  Téquation 

X  —  d  oy-^  et 

y  = 7;  d'où  l'on  tire  x  =  -: -. 

^      X— à  y  —  1 

L'équation  transformée  est  la  suivante  : 

{by-ay+p{by  -  <i)(y- i)«  +g  (y-1)»  =  0, 

ou,  en  développant, 

y»(6»+p6  +  7)-(8fl4«  +  ap  +  2ôp+3î)y« 

+  (3a«4+ôp+.2ap  +  3^)y--(a»+pa+7)  =  0. 


Posons 


8a6«+p(a+26)+3g=0 
3a«ô+p(2a  +  6)  +  3ç=0. 

On  en  conclut,  en  ajoutant  et  retranchant 

(aô+p)(a  +  6)  +  27=:0, 
(a  — ô)(3aô  +  p)  =  0. 

On  suppose  a  différent  de  6,  sans  quoi  on  aurait  y  s=  !•  donc 

p  9  9 

a6s— ^etpar  suite     a+6=  — — , 
3  o 

de  sorte  que  a  et  6  sont  les  racines  de  l'équation 

P  à 

Cette  équation  a  deux  racines  z',  z''.  On  peut  prendre  ar=z\b=:  *";  oua  =  z" 
et  6  =  z',  de  sorte  que  Ton  aura  à  résoudre  l'une  ou  Tautre  des  deux  équations 

.^2±Pl+S      ou      y^^^2±P£±l, 

y  ;B"»  +  pz"+7  ^  S'»+P«'  +  7 

Les  racines  de  l'une  de  ces  équations  sont  égales  aux  inverses  des  racines  de 

1  by — a 

l'autre  équation;  or  en  permutant  a  et  6  et  changeant  y  en  -,  laflraction — —r  ne 

y  y 

change  pas  :  on  en  conclut  qu'il  suffit  de  considérer  le  système  a  =  j',    6  =  s". 

Cela  étant,  si  Ton  divise 

t*+pi+  q 

par 

i^  +  ^s-i 
p  3 


1 


339  COURS  n ALGEBRE 

on  trouve 

d'où 

s"»  +pz"+q        z"' 

On  est  donc  ramené  &  résoudre  Téquation  binôme 

x"  y*^z'^  0. 

Par  conséquent,  en  remplaçant  y  par  -^ ;; ,  on  a  mis  Téquation  proposée  sous 

X — z 

Ia  forme  dCtme  tomme  algébrique  de  deux  cubes  : 

z"  {x  —  x')»  —  x'  (ar  —  x")»  =  0. 

Le  problème  est  ainsi  ramené  à  la  résolution  û'une  équation  binôme. 

623.   Problème.    —    Étant  donnée  une    équation  â  coefficients 
entiers 

A^a^  +  Ajar"-'  +  A,x«-»  + +  Am  =  0, 

multiplier  les  racines  par  un  nombre  entier  \  choisi  de  manière  que  les 
coefficients  de  Péquation  transformée  soient  tous  entiers^  le  coefficient 
de  x^  étant  de  plus  égal  à  Punité, 
L'équation  transformée  est  la  suivante  : 

:t^  +  Y  ^^''  +  T  ^'^'"~'  + +  T^  ^"^  =  0. 

"0  Aq  Aq 

on  a  donc  une  première  solution  en  prenant  >  =  Ao* 

On  peut  se  proposer  de  trouver  pour  ^  la  plus  petite  valeur 
numérique  possible;  pour  cela,  on  réduit  chacune  des  fractions 

Aj  Aj  Am 

Aq  Aq  Aq 

à  leur  plus  simple  expression;  on  mettra  ainsi  Téquation  sous  la 
forme 

ar~+  ^  >ar«-'  +  ^  y}x^'*  + +  ?2i  a«  =  0, 

on    peut  supposer  tous  les  nombres  q^y  q^, qm  positifs;  — 

9i 
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doit  être  entier,  donc  l  doit  être  divisible  par  q^  ;  on  essaie  la  solu- 
tion 3^  =  q^.  Les  facteurs  premiers  de  q^^  y,, qm  appartiennent 

tous  à  Ao;  si  9,  ne  divise  pas  \^,  on  verra  quels  sont  les  facteurs 
premiers  de  Aq  par  lesquels  on  doit  multiplier  q^  pour  que  le  carré 
du  produit  obtenu  soit  divisible  par  >',  et  ainsi  de  suite,  en  n'intro- 
duisant jamais  que  les  facteurs  premiers  nécessaires;  on  trouvera 
é\idemment  par  cette  méthode  la  plus  petite  valeur  de  \. 
Exemple  :  Considérons  Téquation 

360ar»— 180a^+ 72aH»— 17a:«+ 11  a?  —  15  =0. 
L'équation  transformée  est  : 

>  =  2  ne  convient  pas  ;  essayons  >  =  10  ;  ^^  n'est  pas  entier  quand 

>  =  2.5. 

Il  faut  introduire  le  facteur  3  ;  essayons  >  =  30  ;  cette  valeur 
convient  et  Ton  obtient  pour  transformée  : 

a:8  _  15  or*  +  180  ar»—  1275  a?»  +  24750  x  —  112500  =  0. 

624.  Théorème.  —  Toute  transformation  rationnelle  est  équiva- 
lente à  une  t7'ans formation  entière  de  degré  inférieur  à  celui  de 
C équation  proposée.  Et  réciproquement. 

Soit 

f{x)  =  0, 
une  équation  de  degré  m,  et  soit 

une  fraction  rationnelle    irréductible;  supposons  do  plus  ^{x) 
premier  avec  f{x). 

On  peut  trouver  deux  polynômes  entiers  fi{x)f  ^i{x)  vérifiant 
l'identité 

f[x)i^,{x)  +  ^x)f,{x)=i. 

Si  a  désigne  une  racine  quelconque  de  l'équation  f{x)  ==  0, 
en  remplaçant  x  par  a  dans    Tidentité  précédente,   on   obtient 
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régaUté 

♦  (a)A(a)  =  l. 

La  fraction  7-r-r  est  équivalente  &  ,  ,    ^'  ^> ,  mais  si  Ton  rem 

place  ap  par  une  quelconque  des  racines  de  f{x]  =  0,  par  exempl 
par  a,  dans  cette  dernière  fraction,  celle-ci  prend  pour  valeui 
f{a)  fi{a).  Il  en  résulte  que  les  deux  fonctions 

||Jet,(x)A(x) 

prennent  des  valeurs  égales  quand  on  substitue  à  a?,  dans  chacune 
d'elles,  une  racine  quelconque  de  Téquation  f{x)  ==  0. 

Gela  posé,  si  le  degré  du  polynôme  9  (or)  f^(x)  est  supérieur  ou 
égal  à  m,  en  divisant  ce  polynôme  par  f(x)j  on  aura  identiquement: 

^{x)f,{x)=f{x)Q{x)+9[x), 

9{x)  étant  un  polynôme  de  degré  m  —  1  au  plus,  et  Q(x)  un 
polynôme  entier.  Remplaçons  dans  les  deux  membres  de  cette 
identité  x  par  une  racine  Quelconque  a  de  Téquation  proposée, 
nous  aurons 

î(û)/;(a)=e(a). 

Par  conséquent,  la  fraction  rationnelle  -^ — -    et  le  polynôme 

entier  0(0?)  dont  le  degré  est  inférieur  à  celui  de  f{x)j  prennent  des 
valeurs  numériques  respectivement  égales    quand  on  remplace 
dans  cette  fraction  ou  dans  ce  polynôme,  a?  successivement  par 
toutes  les  racines  de  Téquation  f{x)  =  0. 
Il  résulte  de  là  que  la  substition 

^^i^{x) 

est  équivalente  à  la  substitution  entière  de  degré  m  —  1  au  plus, 
définie  par  Téquation 

y  =  0  (a?). 

625.  Réciproquement,  soit  y=^{x),  une  substitution  entière  de 
degré  m  —  1,  divisons  le  produit  ô  (x).  ^  {x)  par  f{x),  ^  (a?)  étant 
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un  polynôme  entier  arbitraire  mais  premier  avec  f{x)  ;  nous 
obtiendrons 

fi(x)  et  <^{x)  étant  des  polynômes  entiers,  le  degré  de  f  (x)  étant  au 
plus  égal  à  m  —  1 . 

Si  Ton  remplace  x  par  a  dans  Tidentité  précédente»  a  étant  une 
racine  quelconque  de  Téquation  f{x)  =  0,  on  aura 

0  (a)  ^P  (a)  =  <y  (a), 
d'où 


donc  la  substitution 


9  (a?) 

V  =  JLJL-i 


est  équivalente  à  la  substitution 

y  =  e{x). 

Le  degré  de  ^  (a?)  est  arbitraire,  celui  de  cj>(a?)  est  au  plus  m  —  1  ; 
on  peut  d'ailleurs  ajouter  à  <f  (a?)  un  multiple  quelconque  de  f{x). 

Je  dis  maintenant  que  Ton  peut  trouver  une  substitution  dans 
laquelle  le  numérateur  cp  (x)  soit  au  plus  de  degré  m  —  2. 

Pour  plus  de  simplicité,  supposons  m  =  3;  je  dis  que  Ton  peut 
déterminer  des  constantes  ce,  ^,  y  telles  que  la  substitution 

ao:  +  & 
x  +  y 

soit  équivalente  aune  substitution  entière 

y  =:Ax^  +  Bx+C. 

Soient,  en  effet,  a?^,  aîj,  a?,  les  trois  racines  de  Téquation  f{x)=  0; 
les  nombres  x^,  x„  a?,,  que  nous  supposons  distincts,  doivent  vérifier 
les  égalités  suivantes  : 

{kx]  +  Bx,  +  C)  {x,  +  y)  =  «  X,  + 13, 
(A  arj  +  Ba?j+  C)  (a?,  +  y)  =  «  a?,  + /3, 
(Aa?î  +  Baî3  +  C)(a:3+7)  =  «X3  +  |5. 

Or  le  déterminant  de  ce  système  du  premier  degré  à  trois  incon* 
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nues  ff,  p,  y  est,  au  signe  près,  égal  à 


X,    l    kx]  +  Bx,+  G 
0?,    1     A  a:;  -f  B  jr,  -f  C 

x,    1    A  j-;  +  B  x,  +  C 


Ce  déterminant  se  réduit  facilement  à 


1 
1 
1 


X 


X, 


X, 


et  ce  dernier  est  diiférent  de  zéro  si  les  nombres  x^^  x^»  x^  sont 
différents. 

II  résulte  de  là  que  la  transformation  rationnelle  la  plus  géné- 
rale, relativement  à  Téquation  du  3'  degré,  est  la  transformation 
homographique. 

626.  Cela  posé,  soit 


Ao  ar+  A,a:«-*  +  A,x"-»  + +  A«-,  x  +  A«  ==  0    (1) 


réquation  proposée,  et  soit 


p^  ajm-l  ^  p^3«-.«  ^ ^  p^^^  x  +  pm 


(2) 


la  substitution  à  effectuer  : 

On  aura  la  transformée  en  éliminant  x  entre  les  équations  (1) 
et  (2)  ;  si  Ton  écrit  Téquation  (2)  de  cette  manière  : 

Pi  ^"'~*  +  P%  a?"»"*  +  +  Pm-i  X  +  p,„  —  y  =  0,        (2) 

on  pourra  trouver  Téquation  cherchée  en  égalant  à  zéro  le  résul- 
tant des  polynômes  formant  les  premiers  membres  des  équations 
(1)  et  (3).  On  peut  encore  opérer  ainsi:  on  déduit  de  Téquation  (2) 

xyz=zp^ar  +P2X"^*  + +pmX, 

mais  on  peut  remplacer  le  second  membre  par  le  reste  de  la  divi- 
sion de  ce  po  ynome  par  f{x)  ;  on  aura  ainsi 


xyz=Lq^  X"»-*  +  g.x»^*  + +  gr«.i  x  +  q^. 


d^où 


X*  1/  =  ç,  x»»  +  î,  x*"-»  + +  îZm-1  x«  -j-  q^  X 
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et,  en  faisant  usage  du  même  procédé,  on  en  tire 
en  continuant  de  la  sorte,  on  arrivera  à 

On  obtiendra  ainsi  les  m  équations  : 

Pi  «^*  +  Pi  a^"*  +  + +  Pm  —  y 

?i  «*^*  +  ?i  «""•  + +  (?m-«  —  y)  •'«?  +  ?i 


0 
0 


•  •  • 


(t«j  — y)a:*-*4-ti,aî'"-*+  +  +w^  =  0 

On  en  déduit  aisément  que  Téquation  cherchée  est  la  suivante. 


Pi 
9i 


Pi 
?i 


Pm-i  Pm  —y 

Çm-1 — y      ?>i 


««,— y    w. 


Wm-l 


U, 


=  0 


827.  Exemple.  ^  Soit  Téquation 

«»  —  5«"  f  a»  —  1  ï^  ô- 


on  fait  la  sobstltation 


l/=X>  _4j;  ^  4, 


06  cette  dernière  équation  on  tire 

xy  =  «•  —  4x*  4"  ** 

ou,  en  tenant  compte  de  U  proposée 
H  suCQt  d*éliminer  x  entre  les  deux  équations 

L'équation  demandée  est  donc  la  suivante  : 

(y-3)*+(y-2)(y«-6y  +  4) 


sO 


on 


y»— 5y'  +  6î/— 1=0 

II.  B.  «IWBmLOWBKI.  —    AtalSBB. 
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on  retrouve  ainsi  Téquation  proposée;  cette  équation  n*e8t  pas  altérée  par  la 
substitution  employée. 
8S8.  Reprenons  le  problème  général.  On  donne  Téquation 

At**"  +  Ai  x—*  +  ...  +  A^  =  0  (i) 

et  Ton  fait  la  substitution 

î,  =  Bo  +  B,  X  + ...  +  B^oJ'  +  ...  -f  B^^jx"*-»  p) 

L'équation  transformée  étant  déterminée,  soit 

y"  4-  C,y"*-*  +  Crf^"'"*  +  ...  +  C^  =  C  (3) 

cette  équation  ;  si  Ton  remplace  B^  par  B^.  +  A,  en  désignant  par  x  l'une  des  racines 

de  réqualioB  (1),  la  valeur  de  y  déterminée  par  l'équation  (3]  deviendra  y  +  ha^\ 
d*ailleurs  leb  coeftlcients  G,,  d C^  qui  sont  des  fonctions  de  B^  B|...  B„_| 

seront  remplacés  respectivement  par  CJ,  C^ C'^,  et  Ton  aura 

C;  =  C,4-Ar^4- 

^B^ 


de  sorte  que  Ton  aura  identiquement,  quel  que  soit  h  : 

Les  coefficients  des  différentes  puissances  de  h  doivent  6tre  nuls;  on  aura  donc 

en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  A,  une  équation  du  premier  degré  en  x^;  donc  xf 
s'exprime  rationellement  en  fonction  de  y;  en  pariiculier  x  est  une  fonction 
rationnelle  de  y. 
On  trouve  aisément  : 

^  (  m  y*"-'  +  (m-1)  C,  y*""*  +...  +  €„,,) 

8i  Ton  pose 

K(y)  =  r4  C,y'"-*+ 4-C 

on  peut  écrire 

ÔF(y) 


m 


DB, 
F-  (V) 
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et  en  particulier 

Equations  aux  carrés,  aux  cubes,  aux  puissances 

;^  des  racines  d'une  équation  donnée. 

629.  1*  Équation  aux  carrés  des  racines.  —  Étant  donnée 
réquation  f(x)  =  0  on  se  propose  de  former  l'équation  qui  a  pour 
xacines  les  carrés  des  racines  de  la  proposée.  Il  suffit  pour  cela 
d'éliminer  x  entre  Téquatîon  proposée  et  Téquation 

a:*— y  =  0. 
On  peut  mettre  f[x)  sous  la  forme  suivante  : 

f{x)^f{a?)  +  x^[7f) 

f  (a?*)  et  ^  (x*)  étant  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  a?  ;  par 
suite,  on  doit  éliminer  x  entre  les  équations 

9(y)  +  0?  +  (y)  =  0  et  X*  —  y  =  0. 
On  obtient  ainsi 

&(y)P-y[+(y)]"  =  o 

On  parvient  au  même  résultat  de  la  manière  suivante. 
Soient  a,  b,  c /  les  racines  de  Téquation  proposée  : 

f{x)  ^  Ao  (a?  —  a)  {x  —  b) (a?  —  /) 

A-^)  =  Hl)-  A,  (X  +  a)  {X  +  b) {x  +  l) 

donc 

A^)/(-  «)  =  {-  ir  A,  (««  -  a«)  («•  -  6«) {x*  -  P) 

Il  en  résulte  que  le  produit  f{x) .  f{ —  x)  est  entier  par  rapport 
à  x*,  et  si  Ton  remplace  or*  par  y,  on  obtiendra,  à  un  facteur 
numérique  près, 

(y-a»)(y-6«) (y^P) 

c'est-à-dire  précisément  le  premier  membre  de  Téquation  aux 
carrés  des  racines  de  la  proposée. 
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630.  AppIlMiitoM.  —  Reprenons  la  question  traitée  au  numéro  627. 
On  donne  Téquation 

*•  — 64;«  +  6«  — 1  =  0 
•tl'on  fait  la  suiwtitation 

Si  l'on  pose 
oii  a 

y  =  «*; 

réquation  proposée  devient  : 

,t  -I-  ,1  —  2  ,  _  i  s=  0. 

L*équation  cherchée  ne  di£f%re  pas  de  l'équation  aux  carrés  des  racines  de 
réquation  en  z.  Par  suite,  en  suivant  la  règle  que  nous  avons  trouvée  on  écrit  : 

I  (f  •  —  2)  +  «•  —  1  =  0 

ce  qui  donne  immédiatement 

y(y-2)*-(y-i)»=o 

00 

y«  — 6y«+6y  — 1  =  0. 

631.  Équatton  aux  cnbes  des  racines.  —  On  peut  mettre 
le  polynôme  f{x)  sous  la  forme  : 

A^)=f(^)  +  ^?i(a?»)  +  ««n(^)  (1) 

en  désignant  par  cp  (a:*),  <f^{a^)y  <fi{s^)  des  polynômes  entiers  en  a^. 
On  aura  réquation  demandée  en  éliminant  x  entre  réquation 
f(x)  =  0  et  réquation 

«•-y  =  0  (2) 

ou  entre  cette  dernière  et  Téquation 

«"<î,(y)  +  ap?i(y)  +  ?(y)=0.  (3) 

On  déduit  de  celle-ci,  en  tenant  compte  de  réquation  (2)  : 

«y  ^i(y)  +  y  ?i (y)  +  ^(y)  =  o  (S) 

Donc  si  X  désigne  une  racine  de  /'(wc)  =  0,  les  équations  (3),  (4),  (5) 
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dans  lesquelles  on  regarde  x  et  a^  comme  les  inconnues,  sont 
compatibles  ;  par  suite  : 


?«  (y)  9i  {y)  9  (y) 
?i(y)  9  (y)  y9t(y) 
?  (y)  y9t(y)  y?i(y) 


=  0 


ou  en  développant 

f[y)  +  y'^l(y)  +y9Î(y)  ~3y  (y(y)  (?,(y)  Q,(y)  =  6. 

On  peut  arriver  autrement  à  cette  équation  :  si  Ton  considère 
le  produit 

où  «  désigne  Tune  des  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité,  à  un 
facteur  a:  —  a  de  f(x),  correspond  dans  le  produit  précédent,  le 
produit 


ou: 


ou  encore 


(a?  —  a)  (et  a?  —  a)  («'  x  —  a) 


{x  —  a)  {x  —  a9i){x  —  a  «•) 


X*  — «». 


Donc  le  produit  f{x).  f{%x).  /(«'  x)  est  égal  à  un  polynôme  entier 
en  a^  et  en  remplaçant  a?  par  y,  on  aura  le  premier  membre  de 
réquation  cherchée. 

Or: 

f{x)  =0?  %(y)  +  a?  9,  (y)  +  <y(y) 

f[xx)  =««a:«(y,{y)  +  «  a?  <J,  (y)  +  9  (y) 

/•(««a?)  =«a:«cp,(y)  +«V»<?t(y)  +  <f(y) 

par  suite,  on  trouve 

f{x)  f[ax)  /-(««  x)  =  ^(y)  +  y  çJcy)  +  y'<pîty)— 3y  ?i(y)^t(y)f3(y) 

en  observant  que 

***  +  «*+!»■— 3MMi;^(t<  +t;  +  w)(w +  «»  +  «*  u;)(tt  +  «"u  +  «tt;) 
632.  On  démontre  de  1^  ïfkèm^  façon  que  Ton  obtient  Téquation 
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aux  puissances  p^  des  racines  de  f{x)  =  0,  en  formant  le  produit 

où  «  désigne  une  racine  p*/>nmi/iVe  de  Tunité.  Ce  produit  e«t  un 
polynôme  entier  en  âp^,  F  {œ^)  ;  Téquation  demandée  est 

F(y)  =  0, 

ou  ce  qui  revient  au  même 

F(«)=0 

833.  Remarque.  —  Si  Ton  demande  Téquation  ayant  pour  racines, 
les  racines  f^*  des  racines  de  Téquation  f(x)  =  Ot  il  faudra  éliminer 
X  entre  les  équations 

donc  réquation  transformée  s*obtient  immédiatement  en  rempla- 
çant dans  f(x)^x  par  x^  ;  soit: 


TRANSFORMATIONS  A   DEUX  RACINES 

634.  Problème.  —  Étant  donnée  une  équation  f{x)  =  0,  former 
V équation  qui  a  pour  racines  toutes  les  valeurs  que  prend  une  fonction 
rationnelle  donnée  f  (x,  z)  quand  on  y  remplace  de  toutes  les  manières 
possibles  xet  x  par  deux  racines  distinctes  de  l'équation  proposée,  (en 
supposant  que  cette  équation  n*ait  pas  de  racines  égales). 

!•'  Cas»  La  fonction  f  (ar,  z)  nest  pas  symétrique. 

Soit,  pour  préciser,  <f{x,  s)  ^J-^-^  et  considérons  deux  racines 

0  (X,  z] 

a,  b  de  l'équation  proposée  ;  posons 

if(a,b)=p, 
d'où: 

B.  »(a,  *)  — a,{fl,4)=0. 
Les  équations 

/(«)  =  Û,       p.  e  (aï,  *)-  +  («,*)  =  0 
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ont  au  moins  une  racine  commune  a  ;  donc  le  résultant  des  deux 
polynômes /(a;)  et  /3.  6  (ar,  b)  —  ^(ar,  b)  est  nul.  Ce  résultant  est  un 
polynôme  entier  et  de  degré  m  par  rapport  aux  coefficients  de 
/5  0  (a?,  b)  —  ^(x,  b),  et  par  suite  de  degré  m  par  rapport  à  la  lettre 
p,  m  désignant  le  degré  de /"(a:)  ;  soitR(p,  b)  ce  résultant.  On  a: 

R(P,6)  =  0 
Les  équations 

ont  au  moins  une  racine  commune  b  ;  donc  le  résultant  des  poly- 
nômes R(p,  z)  et  /(2\  est  nul;  ce  résultant,  que  nous  désignerons 
parF(P)  est  du  degré  m  par  rapport  aux  coefficients  de  R(/3,  2),  or 
ces  coefficients  contiennent  p  au  degré  m  au  plus  ;  donc  F  (3)  sera 
du  degré  m^  au  plus  par  rapport  à  3;  donc  enfin  p  est  racine  de 
réquation  de  degré  m' 

F  (y)  =  0. 

Réciproquement  y  soit|3  une  racine  de  cette  équation.  F(p)  étant 
nul,  les  équations 

R0,«)  =  0,      r(z)=0 

ont  au  moins  une  racine  commune  ;  soit  b  cette  racine,  de  sorte 
que  R(3,  6}  =  0  ;  mais  R  (|9,  b)  étant  le  résultant  des  polynômes  f{x) 
et  P.  0(ar,  6)  —  f  (ar  6),  les  équations 

f(x)=:0,      p.9(^,  *)-*(x,*)  =  0 
ont  au  moins  une  racine  commune  ;  soit  a  cette  racine.  On  a 

P.  B{a,  à)  -  +{a,  ô)  =  0 
ou 

p=9(a,6) 

et 

f(a)  =  0,      A*)  =  0 

Rien  ne  prouve  que  les  racines  a  et  A  soient  difiFérentes;  par 
conséquent  Téquation 

F(»)  =  0 
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est  trop  générale,  elle  a  pour  racines  non  seulement  les  valeurs^ 
que  prend  la  fonction  f  (or,  z)  quand  on  remplace  x  eiz  par  deux 
racines  différentes,  mais  elle  a  encore  pour  racines  toutes  les 
valeurs  que  prend  la  fonction  f(x,  x)  quand  on  remplace  âP  par 
toutes  les  racines  de  f(x)  =  0. 

Effectivement  si  l'on  pose  y  =^(a;,  i),  les  différentes  valeurs  de 
y  correspondent  à  tous  les  arrangements  que  Ton  peut  former 
avec  les  m  racines  prises  deux  à  deux;  le  nombre  de  ces  valeurs 
sera  donc  égal  à  m  {m —  1)  ;  si  Ton  considère  en  outre  les  m  valeurs 
obtenues  en  supposant  x  eix  remplacés  par  une  môme  racine  on 
aura  en  tout  m{fn  —  1)  +  ***  ou  m*  valeurs  de  y. 

635.  On  peut  modifier  la  méthode  précédente  de  manière  à  obte- 
nir une  équation  débarrassée  des  m  solutions  étrangères  dont  il 
vient  d'être  question. 

Remarquons  d'abord  que  la  méthode  suivie  revient  à  éliminer 
x  et  s,  entre  les  trois  équations 

f(x)  =  0,       f(z)  =  0,       y-  f  (x,  «)  =  0.  (1) 

Or  le  système  de  ces  trois  équations  est  évidemment  équivalent 
au  système  suivant  : 

f{x)  =0,        fix)  ^m  =0,        y  -  y  (a?,  *)  =  0. 

Le  polynôme  f{x)  —  f{z)  est  divisible  par  x  —  z,  et  l'on  peut 
écrire  : 


/(,)-rw^%^(x-.) 


X  —  z 


f(x)  —  f(z) 

-^-^ — ' — -  étant  un  polynôme  entier  à  la  fois  par  rapport  à 

X  "^  * 

X  et  z,  de  sorte  que  le  système  précédent  se  décompose  en  deux 
autres  et  que  l'on  peut  considérer  d'abord  le  système . 

/'(a?)=0,      a?  — «  =  0,      y— 9(x,  *)=0 

qui  équivaut  à  celui-ci 

/'(ar)  =  0,      y  =  f(x,x) 

et  qui  donne  pour  y  précisément  m  solutions  étrangères;   et 
en  second  lieu,  le  système 

A«)  =  0.      /^(^)-^(»)^o,       y  =  ?(«,«)         (2) 

X  —  z 


TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIONS  M5 

or  on  a  identiquement  : 

U  en  résulte  qu*on  ne  peut  plus  supposer  que  x  etz  prennent  des 
valeurs  égales,  car  on  aurait  alors  en  même  temps  f(z) = 0,  f{z) = 0, 
et  par  suite  Téquation  proposée  aurait  au  moins  une  racine  double, 
ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse. 

On  obtiendra  donc  Téquation  demandée  sans  solutions  étrangères^ 
en  éliminant  xetz  entre  les  équations  (2)  ;  il  suffit  pour  s'en  assu- 
rer de  reprendre  le  raisonnement  déjà  fait  plus  haut. 

636.  2"*  Cas.  La  fonction  f  (x,  z)  est  symétrique. 

Dans  cette  hypothèse,  si  a  et  6  sont  deux  racines  de  Téqua- 
tion  f[x)  =  0,  on  a 

?(a,  b)  =  9  (à,  a) 

il  en  résulte  que  y  n*aura  plus  qu*un  nombre  de  valeurs  distinctes 
égal  au  nombre  des  combinaisons  des  m  racines  deux  à  deux,  soit 

— ^— ^ — -  Si  Ton  emploie  la  méthode  générale,  on  obtiendra  pour 

le  résultant  final  un  polynôme  qui  sera  carré  parfait.  Pour  bien 
établir  ce  point,  supposons  d*abord  que  cp(x,  z)  ne  soit  pas  symé- 
trique, mais  devienne  symétrique  quand  on  donne  à  quelques 
coefficients  des  valeurs  particulières;  alors  on  obtiendra  d*abord 
une  équation  en  y  dont  les  racines  sont  inégales  ;  mais  quand 
f  (x,  z)  deviendra  symétrique,  ces  racines  deviendront  égales 
deux  à  deux.  Par  exemple  si  ^{x^  z)^x  •■{'  z;  on  peut  d'abord 
poser  y  =z  x-^  ta  et  supposer  que  «  tende  vers  1. 

Mais  on  peut  souvent  modifier  la  méthode  générale  de  manière 
à  ne  pas  obtenir  le  résultant  final  sous  forme  de  carré  parfait. 
En  efl'et,  soient  a  et  6  deux  racines  distinctes  de  Téquation  /*(x)=0, 
si  Ton  suit  la  première  méthode,  on  exprime  d'abord  que  les 
équations 

p-9(a:,*)  =  0,       nx)  =  0 

ont  une  racine  commune,  ce  qui  donne 

R(P,*)  =  0 

et  l'on  élimine  ensuite  z  entre  les  équations 

R(/3,z)  =  0,      AW=Of 
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Ces  deux  équations  ont  une  racine  commune  b.  Or  on  peut 
procéder  en  ordre  inverse;  les  équations 

ont  une  racine  commune  b\  donc  leur  résultant  est  nul;  or  je 
dis  que  ce  résultant  est  R  (p,  a).  En  effet,  la  fonction  f  (x,  z]  étant 
symétrique  et  par  suite  égale  au  quotient  de  deux  polynômes 
symétriques  ^{Xy  2),  9  (or,  x),  le  résultant  des  polynômes  entiers  en  x, 

f(x)  et  y.  9  (x,  2)  —  ♦(x,  z) 

est  le  même  que  celui  des  polynômes  en  z 

f{z)  ety9(ar,z)— ^(x,  z). 

On  en  conclut  que  les  équations 

R(P,x)  =  0,     nx)  =  Q 

ont  deux  racines  communes  a,  b.  Par  suite,  si  Ton  peut  ramener 
la  question  à  l'élimination  d*une  inconnue  entre  deux  équations 
du  second  degré,  on  écrira  que  ces  deux  équations  ont  leurs 
coefficients  proportionnels. 

f(x\  —  f(z) 
Si  Ton  remarque  que  le  polynôme  ^-^-^ -^-^  est  symétrique  par 

X  —^  z 

rapport  à  x  et  z,  on  verra  aisément  que  ce  que  nous  venons  de  dire 
s'applique  à  la  seconde  méthode. 


APPLICATIONS 

637.  Équation  aux  dlfTérences.  —  Soit  donnée  une  équation 
de  degré  m^  f(x)  =0.  On  demande  de  former  l'équation  qui  admet 
pour  racines  toutes  les  différences  des  racines  de  la  proposée ^  prises 
deux  à  deux. 

Si  Ton  pose  y  =  x  —  z,  en  désignant  par  a  et  6  deux  racines 
distinctes  de  l'équation  proposée,  on  aura  deux  valeurs  de  y  en 
posant  X  =  a,  z  =  b  ai  ensuite  or  =  6,  z  =  a  ;  ces  valeurs 

y'  =za  —  ô,        y"  =  b  —  a 

sont  égales  et  de  signes  contraires.  On  obtiendra  ainsi  m  {m  —  1) 
valeurs  distinctes  en  général,  et  deux  à  deux  égales  et  de  signes 
contraires,  de  sorte  que,  après  avoir  formé  l'équation  en  y,  en 


f 
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osant  y^  =  t  on  obtiendra  une  équation  de  degré  qui 

aura  pour  racines  les  carrés  des  différences  des  racines  de  la 
proposée,   prises  deux  à  deux;  cette  équation  a  été  nommée 
r équation  aux  carrés  des  différences  relative  à  Téquation  proposée. 
Pour  former  cette  équation,  nous  considérons  le  système 

9=x-z,    f{z)=0,    /-(,)+fZ^/"(,)  +  ^-î=l|.V (=)+...  =  0 
il  suffit  donc  d*éliminer  z  entre  les  équations 

638.  Exemple.  —  Soit  Téquation 

x^+px  +  q=0.  (1) 

remplaçons  x  par  z,  on  obtient, 

^  +  pz  +  q  =  0  (2) 

retranchant  membre  à  membre,  et  divisant  par  x  —  2 

remplaçons  dans  cette  dernière  x  par  y  -}-  z;  il  vient  : 

iz'+3yz+y'+p  =  0.  (3) 

Il  ne  reste  plus  qu*à  éliminer  z  entre  les  équations  (2)  et  (3).  On 
peut  remplacer  Téquation  (2)  par  la  suivante  : 

z(3z«  +  3yz  +  y'  +p)  -3  {i>  +  pz  +  y)  =  0 

ou  en  simplifiant 

3yi^  +  {y"-2p)2-3ç=0  (4) 

En  éliminant  z  entre  les  deux  équations  du  second  degré  (3)  et 
(4)y  on  obtient 

3[y  (y»  +;>)  +  3?]»  -  2(y«  +  p)  [{y'  +  p)  iy'-'^p)  +  9  ?.y]  =  o 

en  simplifiant  et  posant  y*  =  a;,  on  obtient: 


1 
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639.  ÉqoaHoiis  aux  sommes  des  racines  prises  deux  à 
deux.  —  Soit  f[x)  =  0  Téquation  proposée,  de  degré  m. 
On  pose 

et  l'on  élimine  op  et  z  entre  ces  trois  équations.  Le  nombre  de 
valeurs  distinctes  de  y  est  — --^ -;  Téquation  finale  devra  donc 

ôtre  de  degré — —^ . 

Considérons  par  exemple  une  équation  du  4*  degré 

f(x)  ^  «*  +  iMc*  +  ps^  +  ja?  +  r  =  0. 

On  a: 

s  (»  +  «){«■  +  X*)  +  n;(x*  +  «•  +  xx)  +  p(x  +  «)  +  î 
ou,  en  posant  x  +  <  =  y» 

MziZ!W  =  ,.(2y+n)-  xy(2y+n)  +  y«+ny«+py  +y. 

Il  reste  à  éliminer  x  entre  les  deux  équations 

X*  +  nx*  +  P**  -|-  î*  +  ''  =  0  (1) 

^  (2y  +  n)  -  xy  (2y  +  n)  +  y»  +  ny«  +  /)y  +  î  ==  0.    (2) 


n 


En  général  2y  -4-  ^  sera  diflTérent  de  zéro,  car  supposer  y  =  —  ^ 

c*e8t  supposer  que  la  somme  de  deux  des  racines  puisse  ôtre  égale 
à  la  somme  des  deux  autres,  puisque  la  somme  des  quatre  racines 
est  égale  à  —  n.  D*après  cela,  multiplions  le  premier  membre  de 
réquatîon  (1)  par  2y  -f-  n  et  le  premier  membre  de  Téquation  (2} 
par  —  x'  et  ajoutons.  Il  vient  : 

(«+y)  {2y+«) ^  +  [p(2y+«)— y*— «y"  — py— ?]«■ 

+  (2y+n)yx  +  {2y  +  n)r  =  0, 
Enfin,  en  remarquant  qu*on  a  pas  non  plus,  en  général,  y  =  —  n\ 
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multiplions    Téquation  (2)  par  z  [n  -^  y)  et  retranchons  de  la 
précédente.  On  obtient  : 

^^[p{^y  +  «)  —  y*  —  »»y'  — py  —  ?  +  y  (y  +  »»)  (2y  +  «)] 

+  [(2y  +  n)q^{n  +  y]  (y«  +ny«  +py  +  ?)]  «+  (2y+n)r  =  0 
ou  en  simplifiant 

2»  [y»  4-  2ny«  +  (p  +  n>) y  -f  pn  —  y] 
-^y[y'  +  2n.v«  +  (p  +  n«)y  +  ;>n-î]  +  (2y  +  n)r  =  0    (3) 

Le  résultant  des  deux  équations  du  second  degré  (2)  et  (3),  est 
[(2y+n)»r-(y»+ny«+py+y)[y«+2ny«+(p+n«)y+pn-î]]*=0. 

Mais  si  Ton  écrit  que  les  deux  équations  sont  identiques,  ce  qui 
revient  d^ailleurs  à  éliminer  z^  —  zy,  on  obtient  simplement 

(Sy  +  n)*r  — (y•+ny•+py4.g)[y^  +  2«y«^.(p  +  n«)y+p  +  n«)y+pn-7]=0• 
NouS  obtiendrons  cette  équation  d'une  manière  plus  simple,  par 
une  autre  méthode. 


AUTRES  MÉTHODES. 


640.  É4«atioBs  muk  deml-aoBunes  et  «vx  duMl-dilléreMees.  —  Dans  le 
polynôme /(j;)  de  degré  m,  remplaçons  âp  par  y  +  s;  on  obtient  un  polynôme  de 
degré  m  par  rapport  A  y  et  s,  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  suiyante  : 

/(y+«)s9(y,««)  +  «  +  û^,««) 

On  en  déduit  : 

f(y^  x)s9  (y,  a»)  — «  4/{y,  «•) 

Gela  posé,  si  a  et  6  sont  deux  racines  de  Téquation  /  (x)  =  0,  on  peut  déterminer 
y  et  x  par  les  conditions 

d'où 


a  +  b  a  — 

y=-r    '=— 


ces  valeurs  de  y  et  de  x,  vérifient  les  équations 

?  (y,  «•)  +  s  *  (y»  a*)  =  0 

9(y,z«)-2  +  (y,s«)=0 
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et  par  suite,  si  Ton  suppose     a—  6     différent  de  séro,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  si  z  est  différent  de  séro  : 

ç(y,s«)=:0,    ♦(y,««)  =  0. 

néciproquement,  si  Ton  résout  ce  système,  à  toute  solution  (y,  i)  correspondent 
(!cuz  racines  y-^-i^  y  —  t  de  Téquation  /(s)  =  0.  Je  dis  de  plus  que  si  l'équation 
/*  (jr)  =  0  n*a  pas  de  racines  égales,  on  ne  peut  supposer  3  =  0;  en  effet,  on 
aurait  alors  pour  une  valeur  conTcnablement  choisie  de  y. 


mais 


ç(y,  o)=0      +(y,  o)  =  0 


par  suite 


9(y.o)=:/(lf)     ♦(y,o)  =  r(lf) 
on  aurait  donc  à  la  fois 

/'(y)=o,    riy)^^ 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  puisque  Téquation    /"(x)  s  0   n  a  par  hypothèse  que  des 
racines  simplet. 
En  fésumé,  si  Ton  résout  le  système  d*équations 

les  valeurs  de  y  seront  les  demi-sommes,  et  les  valeurs  de  z  les  demi-différences 
des  racines  de  Téquation  f{x)=:0  prises  deux  à  deux.  En  posant  s'  =  /  ,  si 
Ton  élimine  /  entre  les  équations 

9(y.0  =  0.    +(y,0  =  o 

on  obtiendra  Téquation  aux  demi-sommes  ;  si  au  contraire  on  élimine  y  on  aura 
réquation  aux  carrés  des  demi-différences.  On  en  déduira  facilement  Téquation  aux 
sommes  et  Téquation  aux  carrés  des  différences. 
I.  —  Soit  l'équation 


«*  -fax»  -f-  bx*  +  ex  +  d=0 
on  formera  les  équations 

9  (y.  x«)  sy*  +  «y*  «"  +  s*  +  a(y»  +  3y*>)  +  A  (y>  +  s>)  +  cy  +  d=  0 
^  (y,  z*)  =4y»  +  4y  «•  -h  a  (3y*  +  s»)  +  26  y  +  c  =  0. 

La  seconde  de  ces  équations  est  du  premier  degré  par  rapport  à  s'  ;  on  éliminera 
sans  difficulté  z*  et  Ton  aura  Téquation  aux  demi-sommes.  En  éliminant  y  on  aura 
réquation  aux  carrés  des  demi-différences. 

641.  ÉqvAlloBS  awK  aoBunes  on  aux  prodvita  d««  mctoes  pH««s 
denx  ik  deux.  —  Soient  a  et  6  deux  racines  de  l'équation  ^(x}  =  0.  Le  polynôme 
f  (x)  est  divisible  par 

X*  — (fl-f  h)X'^ab. 
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Réciproquement  si 

divise  f{x)^  l*équation  f{x)  =  0  a  pour  racines  les  deux  racines  de  Téquation 

c'est-à-dire  deux  racines  ayant  pour  somme  y  et  pour  produit  2. 

Il  en  résulte  que  si  Ton  pousse  la  division  de  f(x)  par  x^  -^  xy  -{•  z  jusqu'à  ce  que 
l'on  obtienne  i  ji  reste  du  premier  degré  qui  sera  de  '.a  forme  : 

on  exprimera  que  deux  racines  de  f{x)  rz:  U  ont  pour  somme  y^  et  pour  produit  lf\  en 
écrivant  que 

ynryf,    z=isf 
reprét«ntent  une  solution  du  système 

et  réciproquement.  On  aura  donc  l'équation  aux  sommes  en  éliminant  s  entre  ces 
deux  équations  et  Téquation  aux profiuits  en  éliminant*/ 

642.  AppUc«ti<Mi.  —  Soit 

f{x)==x^-\-nx*  +  px*'\-qx+rrzzO 

on  trouve  en  faisant  la  division  : 

x*+nx*+px*-\-,qx-\-r^{x*''Xy-{-z)[x*-\-{y  +  n)x-[-y*-\-ny-{-p-z] 
+  }ç-«(î/  +  n)+  y[y(y+n)+p-z]  j  x  +  r-z[y(y  +  n)+p-2]. 

Nous  sommes  aussi  conduits  aux  deux  équations  : 

g  -  s  (y  +  n)+  y  |y"  +  «y  +  ;?-  *]  =  ^  (*) 

r-^ziy^-^ny-^p—zl^O.  (2) 

Pour  former  l'équation  aux  produits,  par  exemple,  il  faut  éliminer  y  entre  ces 
deux  équations  :  or  la  seconde  donne  : 

y«  +  ny  +  p--?=  :• 
en  substituant  dans  la  première,  on  obtient  : 


8&9  COURS  D'ALGÈBRE 

d'où: 


y  = 


r 


L*équaUon  cherchée  est  donc  la  suivante  :• 


ou 


Par  suite,  si  Ton 


■  +  7=' 

on  obtient  Inéquation  : 

*»  —  p./«  +  (n^-.  4r)  /—  [r  (««  —  4p)  +  g*]^0  CSi 

Si  Ton  désigne  par  a,  6,  c>  d  les  quatre  racines  de  Téquation  f  (x)  =  0,  en 
remarquant  que 

abed  s=:  r 

on  reconnaît  immédiatement  que  les  racines  de  Téquation  (8)  sont  égales  aux  trois 
sommes  suivantes  : 

ab  •\-cd,     ae'\'  bd,     ad  -f-  bc. 

Formons  maintenant  Téquation  aux  sommes  des  racines  deux  à  deux  ;  on  TobUendra 
en  éliminant  s  entre  les  équations  (1)  et  (S).  Si  Ton  ordonne  ces  équations  par  rapport 
à  X,  on  trouve  : 

X  (2y  +  n)  -  (y»  +  ny«  +  py  +  9)  =  0, 
2»  —  «  (y*  +  ny  +p)  +  r  =  0. 

L'équation  cherchée  est  donc  : 

GetCo  équation  est  du  6«  degré  ;  mais  on  a 

a  +  6  +  c4-d=  — Il 

par  suite,  si  Ton  pose 

a-^-bz^f^,    C'\'d^\f' 

on  a 

y'  +  y"  =  -  71. 

Les  racines  de  réquation  (4)  ont  donci  deux  a  deux,  pour  somme  —  n  ;  si  Ton 
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pose 

on  aara,  en  appelant  6'  et  6"  les  valeurs  de  0  correspondant  à  y'  et  à  y"  : 

cionc 

0+6"r=0, 

par  suite  Téquation  en  0  ayant  ses  racines  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires, 
on  aura  une  équation  du  troisième  degré  en  6*. 

On  peut  former  commodément  Téquatlon  en  0,  en  partant  de  l'équation  (8). 

En  effet,  l'équation  (3)  donne 


donc 


ou,  en  posant  6*  =  t, 


Les  valeurs  de  t  se  déduisent  donc  immédiatement  de  celles  de  t. 
Si  Ton  désigne  par  Xi,  je^,  jti,  X|  les  racines  de  l'équation  f{x)  =  0,  on  a  vu  que 
la  fonction 

Xi  X^  "^  ^i^i 

n'a  que  trois  valeurs.  La  fonction  suivante 

X|  -f-  «Cf  —  a?j  —  Xi 

en  a  six,  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires.  Or 

•Tf  -|-  *»  "H  a?8  -f"  ^4  ^  ~~  W| 

donc 

a?!  +  «,  —  Xt  —  «I  =  2  (X|  +  X,)  +  n 

il  résulte  de  là  que  les  valeurs  de  Xi4-  ^  —  ^—  ^4  sont  précisément  les  valpm  > 
dc'ie.  EnpcBant 

««+*|— «I  — *4  =  «*f 
•':!»   a 

yt  —  n* 
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Si  Ton  pose  u*  =  o,  on  trouve,  en  remplaçant  dans  Téquation  (3)  /  par 

V  —  ?i*  +  4p 
4  • 

i»»  — (3n«— 8rtwi+(3n*— 16n«p4-16jti«  +  «6n9  — 64r)i;— {n»— 4itp+8^)«=0.  (6) 

Les  équations  (3),  (4),  (5)  permettent  de  ramener  la  résolution  de  Téquation  du 
4"  degré  à  la  résolution  d'une  équation  du  3*  degré.  En  effet,  la  résolution  de 
Téquation  (3)  entraîne,  comme  nous  Tavons  yu,  celle  de  Téquation  (4)  ;  si  Ton  con- 
naît la  somme  de  deux  racines,  on  sait  ramener  la  résolution  de  Téquation  du 
4«  degré  à  celles  de  deux  équations  du  second  degré  (550). 

Si  Ton  connaît  une  racine  de  l'équation  (3),  on  peut  encore  diriger  ainsi  le  calcul  : 
Soit  l  cette  racine,  posons 

'l  ^S  4"  ^1  ^4^-  tf 

comme  on  a 

Xi  Xf  •  X%  Xi  =^  Tt 

on  aura  21  x^  et  x^  x^  par  une  équation  du  second  degré* 

Soient  x'  et  X"  les  racines  de  cettv  équÂU</a . 
On  posera 

*i  a«|  =  X',       X|  Xi  =  X"» 
Or, 

*i  «1  *«  +  x^x^Xi  +  «I  *t  a?!  -f  «I  aç|  4f4  ^  —  f , 
donc 

«I  «•(«!  +  *«)  +  a?,  X4  (a?j  +  «JsK  —  q, 

ou 

X'  (a-,  +  xj  +  X"  (r,  +  ^1)  •■=-«?; 

mais 

a:,  +  ar,  +  ar,  +  X4  =  —  n  ; 

on  déduira  de  ces  deux  équations  X|  +  x^  et  x,  +  jr4. 

On  connaît  donc  Xi  x^  et  x^  +  x^^  par  suite  x^  et  x^  sont  racines  d'une  équation  du 
second  degré. 

Pareillement,  connaissant  or,  x^  et  jtj  +  x^,  on  déterminera  x^  et  X4  par  une  équa- 
tion du  second  degré. 

L'équation  (5)  résout  aussi  la  question  qui  nous  occupe.  Si  l'on  désigne  par  9i,i;t,Va 
les  racines  de  cette  équation,  on  peut  poser  : 

Tj  +  a:,  —  ar,  —  3:4  =  e  v^       j 

a^i  +  ar,  —  ar4  —  ar,  =  s'  /«?,        >  tf) 

T,  -f  a:4  —  a?,  —  ar,  =  t"  ^^       ) 

e,  c',  t"  étant  égaux  chacun  k±.i. 
Les  signes  des  radicaux  ne  sont  pas  tout  &  fait  indéterminés.  En  multipliant 
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membre  à' membre  ces  é()uations  on  trouve,  en  désignant  par  j«  la  somme  des  puis- 
sances A  dos  racines  de  /  (x)  =  o,  et  par  Se  la  somme  des  produits  a  à  a  de  ces 
mêmes  racines, 

c  e'  e"  v^  '  \^f  ^H  =^  2  «,  4-  2  Sj  —  «1  «t, 
ou 

.   e  e'  e"  y^  .  \^  .  v^Oj  =  —  n*  +  4np  —  8g;  (7) 

donc,  si  Ton  donne  à  \/(^et  v^i  des  signes  quelconques,  lesignede  ^Vf  sera  détermine^ 
Aux  équations  (6)  on  associera  Téquation 

iPi  +  ar,  +  ^3  4-  ar4  =  —  n.  (8) 

On  déduit  des  équations  (C)  et  (8),  l'expression  des  quatre  racines.  En  tenant 
compte  de  Téquation  (7),  on  peut  écrire  : 

c  '  étant  définie  par  Téquatiôn  (7),  la  formule  (9}  a  quatre  déterminations  K 
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643.  Soit  f{x)  =  0  une  équation  algébrique.  Lorsque  deux  ou 
un  plus  grand  nombre  de  racines  sont  liées  par  une  relation  telle 
que 

<p(x,z)  =  0,  (1) 

on  peut,  en  général,  décomposer  l'équation  en  plusieurs  autres  et 
par  suite  ramener  la  résolution  de  Téquation  proposée  à  celle 
d'équations  de  degrés  plus  faibles;  c*est  ce  que  Ton  nomme  abaisser 
/équation  proposée. 

Il  est  d'abord  facile  de  s'assurer  si  l'équation  admet  des  racines 
vérifiant  la  relation  y(x,  z)  =  0,  lorsque  f{x,  z)  est  un  polynôme 
entier. 

ICn  effet,  s'il  en  est  ainsi,  les  équations 

f{x)  =  0,      f{z)  =  0,      f{x,  z)  =  0 

ont  des  solutions  communes.  Si  l'on  élimine  x  eiz  entre  ces  trois 
équations,  on  obtiendra  une  relation  entre  les  coefficients  de  f(x) 
et  de  9(x,  -),  qui  doit  être  vérifiée.  S'il  en  est  ainsi,  l'équation  pro- 
posée admet  nécessairement  deux  ou  plusieurs  racines  vérifiant 
la  relation  donnée. 

1.  Voir  :  J.-A.  Serret,  Algèbre  nupérieure^  Tome  II,  p.  47d  (4«  édition) 
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Soient  aeib  deux  racines  de  la  proposée,  vërifiant  la  relation  (1); 
on  a  par  h3fpothèse 

Nous  dirons  que  a  est  une  racine  de  première  etpèce  et  i  une 
racine  de  seconde  espèce. 

Nous  allons  former  une  équation  ayant  pour  racines  toutes  les 
racines  de  première  espèce. 

Soient  a  une  racine  de  première  espèce  et  b  une  racine  de 
seconde  espèce  associée  à  a,  de  sorte  que 

?  (a,  *)  =  0. 

Les  équations 

/^(,)=0,      f(a,z)=0 

ont  au  moins  une  racine  ci>mmune  b^  donc  1er  résultant  des  poly- 
nômes/(z)  et  f  [a,  i)  est  nul.  Ce  résultant  est  un  polynôme  entier 
par  rapport  à  a,  soit  R  (a)  ;  donc,  puisque  R  (a)  rr  0,  a  est  racine  de 
Téquation 

R(»)=0, 
obtenue  en  éliminant  x  entre  les  équations 

9{x,i)=o,    A')  =  o. 

Réciproquement^  toute  racine  de  t équation  f{x)  =  0  vérifiant  en 
outre  réquation  R  {x)  =  0,  est  une  racine  de  première  espèce. 
En  effet,  supposons 

/•(a)=0,      R(a)  =  0; 

le  résultant  R  (a)  des  polynômes  f[i)  et  f  (a,  %)  étant  nul,  les  équa- 
tions 

/•(x)  =  0,      9(a,i)  =  0 

ont  au  moins  une  racine  commune;  soit  b  cette  racine,  de  sorte 
que 

A«)  =  0,      AA)  =  0,     f(a,*)=0; 

a  est  donc  bien  une  racine  de  première  espèce.  Il  convient  de 
remarquer  qu^il  peut  arriver  que  b  soit  égal  à  ti,  mais  cela  n'infirme 
en  rien  les  conclusions  précédentes. 
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Cela  posé,  si  /*|  {x)  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes f{x)  et  R  (x),  réquation 

donnne  les  racines  de  première  espèce. 
Divisons  f{x)  par  /|  [x)  et  soit 

f{x)  s  A  {x)  i{x). 

Nous  cherchons  maintenant  les  racines  de  seconde  espèce.  Soient 
a,  b  deux  racines  associées^  a  étant  de  première  espèce  et  b  de 
seconde  espèce.  On  a 

A{a)  =  0,      (î(a,*)  =  0. 

Les  équations 

/;(a?)  =  0,      <p(a?,6)=0 

ont  au  moins  une  racine  commune  a,  par  suite  leur  résultant  R,  (b) 
est  nul  ;  b  est  donc  une  racine  de  l'équation 

R,(a?)  =  0; 

on  verra  comme  plus  haut  que  toute  racine  commune  aux  équa- 
tions 

^{x)  =  0,      R,  [x)  =  0 

est  une  racine  de  seconde  espèce;  on  cherchera  le  plus  grand 
commun  diviseur  f^{x)  de  +(aî)  et  de  R,  (or),  et  Téquation 

donnera  les  racines  de  seconde  espèce;  on  aura  ainsi 

en  posant 

^{x)^fM.U(x). 

La  résolution  de  Téquation  est  ainsi  ramenée  à  celle  des  équations 

644.  Cas  particulier  :  la  fonction  9  (x,  z)  est  symétrique. 

On  procédera  de  la  même  manière  que  plus  haut,  seulement  les 
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doux  premières  espèces  de  racines  sont  confondues,  car  f  (a,  ô) 
est  identique  à  ?(i,  a).  Par  suite  on  obtiendra 

L'équation 

A  (x)  =  0 

donnera  toutes  les  racines  pouvant  prendre  la  place  de  x  ou  de  2 
dans  la  relation 

f  (a?,  ;)  =  0. 

645.  Remarque.  —  Si  à  toute  racine  a  de  l'équation  proposée 
correspond  une  racine  6  telle  que  l'on  ait  7  (a,  à)  =  0,  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  f{x)  et  de  R  {x)  sera  le  polynôme  f{x] 
lui-même,  et  par  conséquent  la  méthode  ne  réussira  pas.  Par 
exemple,  si  les  racines  se  partagent  en  groupes  de  deux  racines 
ayant  une  somme  constante,  de  sorte  que  Ton  ait  toujours 

X  -}-  z  =  s^ 

X  etz  désignant  deux  racines  associées,  on  devrait  chercher  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  f{x)  et  de  f{s  —  x)  ;  ce  plus  grand  com- 
mun diviseur  sera  f{x). 

De  même,  si  la  relation  xz  =  h  est  vérifiée  par  toutes  les  racines 
associées  deux  à  deux,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes /(ar)  et  a?" /f-j  sera  f{x).  Le  procédé  d'abaissement  que 

nous  avons  indiqué  ne  réussirait  pas. 

Néanmoins  dans  certains  cas,  en  particulier  dans  les  deux  cas 
que  nous  venons  d'indiquer,  on  peut  trouver  une  méthode  d'abais- 
sement. 

Considérons  d'abord  la  relation 

X  -{•  z  =  s. 
Posons 

'={  +  t; 

soit  a  une  racine  de  l'équation  proposée;  par  hypothèse  s  —  a 
sera  encore  une  racine;  si  l'on  désigne  par  l'  et  t"  les  valeurs  cor- 
respondantes de  f,  on  a 

2^-    »  2^ 
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donc 

i  +  C  =  0. 

Par  suite,  à  toute  racine  i'  de  Téquation  /'(k+  m  =  0  corres- 
pond une  deuxième  racine  égale  à  —  t\ 
Il  peut  arriver  que   Téquation  proposée  ait  un  certain  nombre 

s 
de  racines  égales  à  ^;  dans  ce  cas  la  transformée  en  i  aura  autant 

de  racines  nulles;  toutes  les  autres  racines  seront  deux  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires;  de  sorte  que  Ton  aura  identique- 
ment 


f{A  ^  /(I  +  ')  ^  <"  F  (0. 


L'équation  f{x)  =  0  sera  donc  ramené  à  la  résolution  de  Téquation 
F(/')  =  0,  ou  en  posant  £"  =  u,  à  celle  de  Téquation 

donc  réquation  proposée  est  susceptible  d'abaissement. 

Si  une  partie  seulement  des  racines  de  Téquation  proposée  peu- 
vent  être  associées  deux  à  deux,  de  manière  que  la  somme  de  deux 
racines  conjuguées  soit  égale  à  s,  on  peut  faire  rabaissement  de  la 
manière  suivante.  On  pose  comme  plus  haut  : 


=  î  +  '; 


on  obtient  ainsi 


d'où 


Il  y  a  au  moins  un  groupe  de  deux  racines  a,  b  de  Téquation 
r{x)  =  0  telles  que  les  équations  en  t 


i+'=« 
1-.=. 
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nipiit  une  solution  commune  l  =  t'  ;  on  aura  donc 

on  en  conclut 

Nous  supposerons  l'équation  proposé  débarrassée  préalablement, 
s'il  y  a  lieu,  des  racines  égales  à  ç;  on  a  donc  t'  ^  0,  par  suite 

♦  («'»)  =  0. 
Si  donc  on  pose  t*  =  u,  les  équations 

auront  au  moins  une  racine  commune.  On  cherchera  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  o(u)  et  f  (i/)«  soit6(u]  ce  plus  grand  commun 
diviseur.  Si  Ton  sait  résoudre  Téquation  B{v)  =  0,  à  une  racine  u 
correspondront  deux  racines  a  et  b,  ayant  pour  valeurs 

Donc  la  résolution  de  Téquation  proposée  sera  ramenée  à  celle 
d'équations  de  degrés  moindres. 
Nous  allons  considérer  maintenant  les  équations  teHes  qu'à  toute 

racine  a  corresponde  une  racine  égale  à-.  Ces  équations  forment 
une  classe  importante  d'équations  nommées  équations  réciproques. 

ÉQUATIONS  RÉQPROQUES 

646.  Déflultlon.  —  On  dit  qu'une  équation  f{x)  =  0  est  réci- 

proque,  si  à  toute  racine  a  d'ordre  «  de  multiplicité  correspond  une 

1 
racine  égale  à -et  de  même  ordre  de  multiplicité.  II  convient  de 

1 
remarquer  que  si  a  =  1,  on  a  -  =  l  ;  de  même  si  a  =  —  1,  on  a 
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1 

en<îore  -=  —  1.  D'après  cela,  ayant  égard  à Tidentité 

{x  —  a)  (^a:  —  -  j  =  a?*  —  ^a  +  -  jar  +  1 , 

on  voit  que  le  polynôme  réciproque  le  plus  général  sera  de  la 
forme 

f[x)^k{X'-'\y{x+\Y{x'-z^x+\)''{x''^z,x+\y [a^^i^+l)\  (1) 

A  étant  une  constante,  et  Z|,  2, z»  étant  toutes  les  valeurs  que 

1 
prend  la  somme  x  -^  -^  quand  on  remplace  x  par  les  racines  de 

l'équation  f{x)  =  0  autres  que  1  ou  —  1. 

Réciproquement,  sif{x)  est  de  la  forme  précédente,  Téquation 
f[x):=0  est  évidemment  réciproque. 

On  déduit  immédiatement  de  Tidentité  (1) 


x^f(^^^{^\y.f{x).  (2) 


On  peut  arriver  d'une  autre  manière  à  cette  conclusion.  En  effet, 
pour  exprimer  que  Téquation 

f{x)^9 
est  réciproque,  il  suffit  d'exprimer  que  les  équations 


Aar)  =  Octx-AQ  =  0 


sont  équivalentes  ;  par  suite  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  puisse  trouver 
un  nombre  X  tel  que  l'on  ait  identiquement  : 


x"* 


/'©-vw. 


Désignons  par  x^  un  nombre  qui  ne  soit  pas  racine  de  l'équation 

1 

proposée,  de  sorte  que  —  ne  soit  pas  non  plus  racine  ;  on  aura  les 


^0 


deux  équations 
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d*où  Ton  conclut,  en  remarquant  que  par  hypothèse /(x^)  et  fl—j 
ont  différents  de  zéro  : 

Si  Téquation  n*admet  pas  de  racine  égale  à  1  ni  à  —  1,  en  rem- 
plaçant x^  par  1,  on  aura  : 

Al)  =  !/(«), 
d'où 

1  =  1; 

ensuite,  en  posant  x,  =  —  1,  la  même  identité  donne 

et  comme  on  a  trouvé  que  >  est  égal  à  i,  on  en  conclut  ( —  1)"*  =  1, 
et  par  suite  m  doit  être  un  nombre  pair;  ce  qui  est  évident  a  priori, 

puisque  Téquation  n'ayant  pas  de  racine  égale  à  =b  1,  à  chaque 

1 
racine  a  correspond  une  racine  -  différente  de  a. 

Il  résulte  de  là  que,  1»  dans  tous  les  cas,  pour  que  f{x)  soit  réci- 
proque, il  faut  et  il  suflit  que  f(x)  et  x^  fi")  soient  identiques 

signe  près  ;  2?  si  le  polynôme  réciproque  f  (x)  est  divisible  par  le 
produit 

(x_l)p(x  +  l)t, 

on  a 

f{x)  =  {x-iy{x  +  \)^¥{x), 

F  (x)  étant  un  polynôme  de  degré  pair  2fft,  satisfaisant  à  Tidentité 

Soit 

F{x)=X^x''^  +  A,x»:-«  + +  A^V-»-  + +  A^x!^  +  

+  A|.*-riP'*+   +  Aî^-l  X  +  A.l,n 

on  aura  : 

xV  F  f -W  Asi^xV  +  A2,.-iXî:*-»  + +  Ai^  .rx»i»~'-|- 

+  ^rx^+ +A.x  +  Ao; 


au 
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on  doit  donc  avoir 

A  —  A 

AO  A. 

A  —A 


Ar  — —  Ajiji — r« 


par  suite,  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes 
doivent  être  respectivement  égaux;  réciproquement^  si  ces  condi- 
tions sont  remplies,  il  est  clair  queF  (x)  est  réciproque. 
En  posant 

»«=;)  +  ?  + 2^, 
on  aura  ensuite 

Si  Ton  pose 

f{x)  =  B,af^  +  B,œ-^'  + +B«, 

on  voit  comme  plus  haut  que  les  coefficients  devront  vérifier  les 
conditions 

B,=  (-1)'B„ 


par  suite,  pour  qu'une  équation  sott  réciproque^  si  elle  n'admet  pas  de 
racine  égale  à  tunité,  ou  si  1  est  racine  d^ ordre  pair  de  multiplicité, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  des  termes  situés  à  égale  distance 
des  extrêmes,  ainsi  que  les  coefficients  des  termes  extrêmes  soient  respec- 
tivement égaux;  si  1  est  racine  d'ordre  impair  il  faut  et  il  suffit  que 
les  coefficients  situés  à  égale  distance  des  extrêmes  soient  égaux  et  de 
signes  contraires;  dans  ce  déifier  cas,  si  le  degré  m  est  pair,  le  terme 

de  degré"!^  doit  manquer. 

647.  Abaissement  d'une  équation  réciproque.  —  On  com- 
mencera par  chercher  si  Téquation  admet  des  racines  égales  à  1  ou 
à  —  4  ;  s'il  en  est  ainsi,  en  appelant  jo  le  degré  de  multiplicité  de  la 
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racine  égale  à  1,  et  f  le  degré  de  la  racine  égale  à  —  1 ,  on  divisera 
f  (x)  par  (x  —  1/  (x  +  1;«.  Soit  F  (x)  le  quotient  ;  ce  polynôme  sera 
de  degré  pair  2ft;  représentons-le  par 

A.xV+A,x«i^-'+ +A,^txV-'+A^xi'+A,^a^'+ +A^+A^; 

si  Ton  divise  tous  les  termes  par  x^,  on  pourra  meitre  TcquaUcn 
débarrassée  des  racines  1  ou  -*  1  sous  la  forme 

Cela  étant,  je  dis  que  si  Ton  pose 

X  4--  =t 

•    X 

V,  sera  un  polynôme  entier  en  z  et  de  degré  p. 
On  a,  en  effet,  V^  =  z;  en  élevant  les  deux  membres  au  carré. 


ou 


et  par  suite 


on  a  ensuite 


(*+iy='*. 


V,  +  2  =  ««, 


V,  =  ,»-2; 


?.V,  =  «»-2«. 


mais 


V,  V.  =  (*  +  ^)  (*•  +  ji)  =  v,  + V.  =  v,  +  », 

donc 

Je  dis  que  l'on  a 

V,  =  x'-p:i-»  + 

les  degrés  des  différents  termes  de  V,  étant  de  même  parité  que  p. 
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Kn  effet,  supposons  la  loi  démontrée  jusqu*à  j9=  n;  on  a 

d*où 

et  par  suite 

V„+,  =  I  (r  -  n2^»  + )  ^  (Z-'  -  (n  - 1)  ««-•  + ), 

ou 

Vh.,=  i"+'-(«  +  1)2'^  + 

Dans  Vn  les  degrés  des  termes  sont  de  même  parité  que  le 
nombre  n;  donc,  dans  le  produit  i  Vn  les  degrés  de  tous  les  termes 
seront  de  la  parité  de  n-|-lf  et  comme  ceux  de  Vn-i  sont  de  la 
parité  de  n —  1  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  n  -f-  i»  on  voit  que 
la  loi  annoncée  est  générale. 

D'après  cela,  Téquation  proposée  sera  ramenée  à  la  forme 

A,V^  +  A,V,..,+ +A^,V,  +  A,.  =  0; 

on  aura  donc  à  résoudre  une  équation  de  degré  fienz;  soient 

Zp  z, Zp,  les  racines  de  cette  équation,  il  n'y  aura  plus  qu*à 

résoudre  les  équations  du  second  degré  : 

a?"  —  x,ap  +  l  =0 


ap"  —  z»  a:  +  1  =0. 


Ce  résultat  était  à  prévoir;  nous  avons  déjà  fait  observer,  en 

1 
effet,  qu'à  chaque  couple  de  deux  racines  réciproques  a,  -  corres- 
pond un  diviseur  du  second  degré 

1 

les  racines z^,  z^ z^  étant  les  valeurs  de  or  -{-  -,  valeurs  qui  sont 
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en  nombre  égal  à  ^,  puisque  en  remplaçant  x  par  chacune  des 
racines  de  f{x)  ==  0,  dans  Icxpression  x  -{-  -les  racines  a  et  - 

X  G 

donnent  le  même  résultat. 
Exemple.  L*équation 

X»— 1  =0 

est  réciproque;  si  Ton  divise  le  premier  membre  par  x  — 1>  on 
obtient 


ou 


et  en  posant 


3^  +  X^  +  X*+X  +  l  =0, 


^  +  ^+^  +  ^  +  4=0, 


on  obtient  Téquation 

dont  les  racines  soiit 

2 

il  ne  reste  plus  qu'à  résoudre  les  équations  du  second  degré 

aj» :; —  x  +  1  =0. 


648.  GénéralUatloB.  —  Supposons  qu'à  toute  racine  a  de  l'équation  f{x)z^.  0 
correspondt  une  autre  racine  égale  d  -,  h  étant  une  constante.  Pour  plus  de  sim- 
plicité, 8uppo<^ns  que  Téquation  n*ait  aucune  racine  égale  à  :t:  v^;  dans  ce  cas 
le  polynôme  f  (x)  sera  le  produit  de  facteurs  du  second  degré  de  la  forme 


X 


—  f  a  +  -  j  X  +  h. 


D'ailleurSi  on  devra  avoir  identiquement 
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X  étant  une  constante.  En  remplaçant  x  paroro  puis  par  •— ,  et  en  supposant  qu*aucun 
de  ces  nombres  ne  soit  racine,  on  aura 


< 


d'où 

X*  =  A". 

Supposons  d'abord     A  >  0  ;     si  en  outre  ni     \/a  ni  —  ^/A    ne  sont  racines,  on 
doit  avoir 

(v/Â)«r(v/Â)  =  xr(^/Â) 
par  suite 

m  doit  donc  être  pair,  soit     m  =  2  |i,    et  l*on  devra  avoir 

On  en  conclut  facilement  que  les  coefficients  des  termes  à  égale  dislance  des 
extrêmes  vérifieront  les  relations  comprises  dans  les  formules  : 

A.       —  A  /j'^'* 
de  sorte  qu'en  divisant  tous  les  termes  de  Téquation  par  a;*^,  elle  prendra  la  forme 


on  posera 


«+-  =  «, 

X 


et  Ton  verra  comme  plus  haut  que  le  premier  membre  deviendra  un  polynôme 

entier  en  z  de  degré  |i. 

Supposons  maintenant  A  négatif,  et  soit  A  =  —  A*. 

A                          A* 
L*équation  «  =  -  devient  a?  = ou  a:*  =  —  A*  ;  elle  a  pour  racines  ±  Ai.  Si 

s  .1* 

réquation  proposée  est  A  coefficients  réels,  et  si  elle  admet  la  racine  At,  elle  admctr.ra 
aussi  la  coi^juguée  —  Ai  et  inversement. 

Nous  supposerons  le  polynôme  f{x)  débarrassé  du  facteur  x^  +  ^*  s'il  y  a  lieu; 
alors  en  remplaçant  x  successivement  par  Ai  et  par  —  At,  on  trouve 

1=  A"  r  =  A"  i. 

Mi 
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Pour  que  ces  conditions  soient  compatibles,  U  faut  q[ue 

donc  m  doit  être  pair;  soit  m  s=  3  (t;  on  aura  ainsi 

11  y  a  donc  encore  deux  cas  à  considérer,  suivant  que  (i  est  pair  ou  impair. 
Soit  donc 

!•  m  =  4  |i'  dans  ce  cas  X  =      k^\ 

2»  m  =  4|t'  +  2,    alors   X  =  — ***^'*"'. 

Considérons  le  premier  cas,  et  soit 

/•(*)=  Ag  i-*»»  +  A,  x^^'  + +  A*^  X  +  A^^; 

on  a 

jk«  =  -  A.  par  suite  A*«*  =  A  "J*  =  X. 

Or, 
x*i'/-(j.)  =  Ai,. .  x*!*  +  A*;.-!  A  .y»^*  + +  Al  A*«^-*  «+  A,  k^^ 

on  en  conclut  aisément 

A4^^=  Ap  A««*-'; 

3n   mettra  donc  Téqualion  soifs  la  forme 

et,  par  suite,  on  fera  encore  l'abaissement  en  posant  a:  +  -  =  z. 
2»  Soit  maintenant  m  =  4  ji  +  2;  alors  1  =  —  *»H-»  =  +  /i*i'+«, 

/•(«)  =  A,«»'^+  A,  x^«  + +  A,^^,  *  +  A,^, 

f  g)  =  A^.  x*^*  +  A^+.  A  »>^'  + +  A,  A'H-. ,  +  A.  »»«•+»; 


ts  relations  entre  les  coefficients  sont  alors  les  soîTantes  : 

A4,^4«r=  +  ^  •  *"^'^. 

On  pourra  mettre  Téquation  sons  la  forme 
On  posera  eno)re  x  H —  =  z,  et  l'abaissement  se  fera  par  le  même  procédé. 

9 
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Remarcjoe.  —  On  ramène  facilement  les  équations  précédentes  aux  équations 
réciproques.  En  effet,  quand  h  est  positif,  il  suffit  de  poser  x=iy  yjhi  Téquation 

f  \y  yP^  =  ^  sera  réciproque  ;  car  si  ^c'  et  x"  sont  deux  racines  de  TéquaUon  f(as)=:o^ 
dont  le  produit  soit  égal  à  A,  en  appelant  t/  et  y^  les  valeurs  correspondantes  dey, 
on  aura  : 

X'  =y'^ 
x"=z  y'  s/h 

par  suite 

x^x"^y'y^*.h 

d*où 

Soit  maintenant  A  =—  A;*.  En  posant  x=,  —  ky,  les  racines  de  la  transformée 
f{—^y)  =0  pourront  être  associées  deux  à  deux  de  manière  que  le  produit  de 
deux  racines  associées  soit  égal  à  —  1. 

Si  Ton  suppose  A  =  1,  dans  les  formules  obtenues  plus  haut,  et  en  ne  considérant 
que  les  équations  dont  les  coefficients  sont  réels  et  qui  sont  débarrassées  dei 
racines  i  ou  —  «,  lorsque  le  degré  m  est  divisible  pari,  en  posant 

r{x)  =  A,  **»*  +  A,  oî*»^*  + +  A^  ^ 

les  relations  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  racines  deVéquaUon  f{x)=z  0 
soient  deux  à  deux  réciproques  et  de  signes  contraires,  sont  les  suivantes  : 

de  sorte  que  Téquation  doit  être  de  la  forme. 

A#(ar*»'  +  l)  +  A,(«*»^-'-«)+A,(j:*i^-'  +  «»)+ +  A,^x*i*  =  o 

ou  en  divisant  par  s^  ^  l 

"^  (^'  +  ^^  +  ^  (*^'-  ^)  + +  *—• • 

on  posera 

1  _^ 

X  "■"  •"  — "•  •», 
X 

et  Ton  reconnattra  aisément  que  si  Ton  pose 

Vp  sera  un  polynôme  entier  de  degré  p  en  z. 
Si  le  degré  est  simplement  pair,  on  devra  avoir 

II.  —   •.    MUWBKOLOWUl.    —    ALaiBBI.  24 
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de  sorte  que  l'équation  devra  être  de  la  forme  : 

A^  («*!*+«-  l)  +  Ai  («*H<  +  ar)  +  At(«*i*  -  a:»)  + +  A^^^  «•«^=  0 

et  par  suite  on  pourra  mettre  Téquatiou  sans  la  forme  : 


^  (*'""  -^)  ■*■  ^(*^  +  ^')^^'  (^'"'-  ."i^)  +  -+^ 


IH-I 


On  posera  encore  : 


1 

X =  «,  etc. 

X 


649.  Exemples.  —  L*équation 

ôx*  +4«»— 66*"— 4a?H-6=0 

peut  se  ramener  à  la  forme 


Si  l'on  pose 


on  a 


par  suite  : 


ou 


1 

X SSM 


-^  +  5  =  .»  +  « 


6(<'  +  S)  +  4<— 66  =  0 


65»  +4*  — 46  =  0. 


On  est  ainsi  ramené  à  la  résolution  d'équations  du  second  degr^ 
2*  Soit  encore  l'équation  : 

*«•  +  6jr»  — 166«*  — 20«*  +I56a;«  +  6JP  — A»  0; 

en  divisant  par  or*  : 

*("-è) + «(*• +i)  -"*  {'-  !)-»=«• 

en  posant 


on  a 


1 

X • 

X 

=  «• 

X* 

*i- 

=  «•+2 

X* 

1  _ 

«»4-8t 

par  suite 


ou 
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6  (x«  H-  3z)  +  6  (1»  +  2)  -  15  ^<  -  20  =  0 


Aa»  +  6««  — iSb*  ~8=a0. 


La  résolution  de  l'équation  proposée  est  ramenée  à  celle  d*une  équallon  du 
3*  degré. 

650.  Considérons  maintenant  une  équation  dans  laquelle  11  y  a 
un  ou  plusieurs  groupes  de  racines  réciproques  deux  à  deux  ;  on 
peut  abaisser  Téquation  en  exprimant  que  le  premier  membre  est 
divisible  par  x* —  zx-\-  h^  h  étant  le  produit  des  deux  racines  con- 
sidérées. On  fera  la  division  jusqu'à  un  reste  du  premier  degré  et 
Ton  procédera  comme  si  Ton  voulait  former  Téquation  aux  som- 
mes et  réquation  aux  produits,  On  obtiendra  deux  équations  en  % 
qui  devront  avoir  une  ou  plusieurs  racines  communes.  Si  <•  est 
Tune  de  ces  racines,  Téquation 

donnera  deux  racines  de  la  proposée,  dont  la  solution  sera  ramenée 
ainsi  à  celle  d'une  équation  de  degré  m  —  2  am  plus. 

On  peut  encore  procéder  ainsi  :  Supposons  pour  plus  de 
simplicité  A  =  1  et  considérons  les  deux  polynômes 

f(x)  +  «"  ^(1) 
et 

on  reconnaît  aisément  que  ces  deux  polynômes  sont  réciproques. 

Par  suite  en  posant  x  -{-  -  =  2,  on  aura  deux  équations  en  z  qui 

devront  avoir  au  moins  une  racine  commune.  On  trouvera  cette 
racine  par  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur,  et  la  réso- 
lution de  l'équation  f{x)  =  0  sera  ramenée  à  celle  d'une  équation 
de  degré  m  —  2  au  plus. 

651.  Problème.  —  Exprimer  que  les  racines  d'une  équation 
f{x)  =  0  vérifient  deux  à  deux,  la  relation 

xz  -[-  a(x  +  z)  +  é  =  0. 
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En  remarquant  que  cette  relation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(a:  +  a)  (z  +  <*)  =  ^*  —  * 
il  suffira  d'exprimer  que  les  racines  de  Téquation 

f{x  +  a)  =  0 

se  partagent  en  groupes  de  deux  racines  ayant  un  produit  constant 
et  égal  à  a"  —  b. 

EXERdCgS 

1.  Former  l'équation  qui  a  pour  racines  les  quotients  deux  à  deux  des  racines  de 
Inéquation     f(x)  =  0. 

2.  Étant  donné  l'équation  /'(x)  =  0,  trouver  Téquation  dont  les  racines  sont  toutes 

X       s 
les  combinaisons  de  la  forme  y  =  — 1 — •  x  et  s  désignant  deux  quelconques  des 

z         X 

racines  différentes  de  la  proposée. 
Appliquer  à  Téquation 

X»  -  3*  +  1  =  0. 

—  L*éqaatlon  cherchée  est  alors  : 

y»H-3y«  — 24î/— 53  =  0. 

3.  Soit  a  Tune  quelconque  des  racines  de  Téquation     «"*  —  1  =:  0.     On  pote  : 

!•  Calculer     A,,  A^ A^^j 

2*  Éliminer  x  entre  les  deux  équations 

s"^*  +  Al  ««"-»  + +  A^j  *— *  ^o 

ar*"  —  1  =  0. 

3«  Montrer  que  le  résultant     R  (s)     ne  doit  contenir  que  des  poissancet  paires 
de  s;  trouver  la  signification  de  Téquation 

R  (z)  =  0 

par  rapport  à  l'équation 

«^  —  1  =  0 

4«  Appliquer  au  cas  de 

x»  —  1  =  0. 

—  L'équation  R  (2)  =  0  est  Téquation  aux  diflërences  relatives  à  «*"— i =0. 

4.  Montrer  que  réquation  aux  carrés  des  différences  des  racines  de  l'équation 

«•  —  3aa;*  +  6 jr -f  c  =  0 
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est  la  SDivante  : 

ar»4-6/"(a).  xt  +  df'Ha),  a:  +  4 /"•  (a)  +  27 /«  (a)  =0 
f{x)  désignant  le  polynôme  x*  —  3aâ?*-f-6«-|-0. 

5.  Déterminer  q  de  manière  que  deux  racines  de  Téquation 

«•  —  5ar-|-ç=i0 
vérifient  la  relation 

"~  1  +  2 

et  résoudre. 

6.  Trouver  le  dernier  terme  de  Téquation  aux  carrés  des  différences  relative  à 
f  (x)  =  0,  connaissant  les  racines  de  Téquation  dérivée  f  (x) = 0. 

—  Le  premier  terme  ayant  pour  coefficient  1,  le  dernier  aura  pour  valeur 

•^ifwm /"w 

m  étant  le  degré  de  f{x),  A«  le  coefficient  de  x"  dans  f{x),  et  a,  p,  •••.•  X  étant 
tes  racines  de  Téquation  dérivée. 

7.  Étant  données  une  équation  de  degré  m  et  n^ayant  que  des  racines  simples  : 
f(x)=^0,  et  une  deuxième  équation  9  (a*)=:0  de  degré  m  également  ;  prouver  qu'il 
existe  m  !  substitutions  linéaires  permettant  de  transformer  la  première  équation 
en  la  seconde. 

8.  Soient 

Calculer  V„. 

—  On  pose     â;=cosç  +  t8in9,    de  sorte  que     2  =  9cos9,    V.  =  2cosri9. 

Montrer  que  les  dérivées  V^,  V^  de  V„  par  rapport  à  «,  vérifient  TidenUté  : 
Soit 


Calculer  la  valeur  de  4^  an  se  servant  de  Tidentité  précédente. 
On  trouvera 

_        j,  n(n--p-i)(n-p-2) (n— 2p  +  2)(»  — 2p  + I) 

^  —  yr-^r.  4^2^3 p 


de  sorte  que 


n-«  .   »(^~^)    n-»       n  (n-4)(n^5)  ^^ 


,  ,    ,YP  n(n~p-l)(n~|>-2) (n—2p +1)  ^^^-tP^ 

i.  2»  ••••■  p 


87i  COURS  DALGÊBRE 

Oa  a  ensuite 


Binf 

sinfio 
Calculer  — : — ^  en  fonction  de  i,  c'est-à-dire  de  Scos». 
sinç  '  ^ 

■ 

Si  n  est  pair,  en  déduire  costif  et en  fonctions  rationnelles  de  sinç,  et  si  fi 

f 

est  impair,  exprimer  ■  .  ^  et  sinno  en  fonctions  rationnelles  de  sin». 

smç 

0.  Montrer  que  si  les  racines  d'une  équation  de  degré  pair  se  partagent  en  m 
groupes  tels  que  Ton  ait 

axz  +  6(«+»)-|-c=0, 

«y  +  0 
«  et  s  désignant  deux  racines  aisociées,'on  peut  par  une  sulwtitution  :  x  =        ^ 

obtenir  une  équation  en  y  ne  contenant  que  des  puissances  paires. 

(Pellbt.) 
iO.  Montrer  que  Texpression 

dx.dy 


(*  -  y)« 


reste  invariable  si  l*on  effectue  sur  â;  et  y  une  même  substitution  homograptiique 
en  posant 

au-}-  b         av  •{•  b 

il.  Ramener  la  résolution  de  Téquation  au  4*  degré  à  celie  d'une  équation 
réciproque  en  posant  «  =  a  y  +  §. 

42.  Ramener  la  résolution  de  l'équation  réciproque  du  4fi  degré  à  celle  d'une 
équation  bicarrée  : 
—  On  pose 

1  —y 

13.  Résoudre  l'équation 

«"  -  5gx»  -  px*  -  59*  *•  +  9»  =  0. 

(Jacobi.) 

14.  Trouver  la  condition  pour  que  Téquation 

X*  —  2ar'  +  p  «  +  9  =  0 

ait  deux  radnes  réciproques;  la  condition  étant  supposée  remplie,  résoudre  l'équa- 
tion. 

15.  Déterminer p et  9  de  manière  que  Téquation  x^  +  px*  -\-  9x*  -^  x  -{•  q  s=  0 
ait  deux  racines  réciproques  et  que  la  somme  des  deux  autres  racines  soit 
égale  à  1  et  résoudre. 


EXERCICES  aTB 

16.  Soient 

/'(a?)  =  «"'  +  Pia:'^*  + p.=  0 


deux  équations  ayant  une  racine  commune  xj.  On  forme  les  produits  n— 1  à 
aes  racines     x„  Xt, ^n  ^^  9(a?)=r0.    Si  R    est  celui  de  ces  produits  qui 

ne  contient  pas  x^,  montrer  que 


R^ = P.+ Pi  *^ + + p»-«  arp + 9^i  *r* 

L*équation 

p»  +  p,  a?  + +  Ph-i  «*~*  +  P«_i  *^*  =  0 


a  pour  racines  toutes  les  racines  de     9  («)=0     excepté  Xf 
En  conclure  : 


p«-t 

a:,  =              çj 
Pn-l 

^n  Pn-i 
P» 

i  «  P?        ^«-* 
*1        Pt          9n 

(6.  Darbouz.) 

que  des  racines 

a. 

bt  c,  . 

....  k,  IdBfix 

si  Ton  peut  exprimer  Y  en  fonction  entière  de  a,  de  sorte  que    V  =  9  (a)    prouver 
que  si  Ton  divise  9  (x)  par  ^(or),  le  reste  sera  indépendant  de  x  et  égal  à  V. 
Cela  étant,  on  pose 

f(x)  fi(x)  fn^%(^) 

on  a  : 

f{a)z=o    /;(ft>=:0,    AW=o, /;^,(0  =  o. 

L*un  quelconque  f^  {x)  des  polynômes  ^  de  cette  suite  est  exprimé  en  fonctioii 
rationnelle  des  coefficients  de  f{x)  et  des  racines  de  Téquation  /*  (a?) = 0  qui  n*appar- 
tiennent  pas  à  /)^  (x)=  0.  Gela  étant,  V  est  une  fonction  symétrique  de  ik  et  de  /; 
mais  réquatiOD    f^^^  (t)=^0    eat  du  oremier  decrré  en  /  '  donc,  on  neut  exprimer 

Yen  fonction  de  ne;  enappnquant  la  proposition  precêaenie,  on  aura  Yen  fonction  aes 
coefficients  de  f{x)  et  des  racines  autres  que  k  et/.  On  reprendra  Y  comme  fonction 
symétrique  des  racines  A,  A;,  /  de  f^^_^  (x)  =  6  ;  mais  keil  n'y  entrent  plus,  donc  Y 

est  exprimé  en  fonction  de  ^^  ;  on  lui  appliquera  le  même  théorème  et  ainsi  de  suite 
En  conclure  que  si  Texpression  de  Y  est  entière  par  rapport  aux  racines  et  aux 
coefficients  de  /*(«),  et  si  ces  coefficients  sont  entiers,  le  premier  étant  égal  à  1,  la 
fonction  Y  sera  égaie  à  un  nombre  entier. 

(GàUCHTO 
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CHAPITRE  VII 

DÉTERMINATION   DU  NOMBRE  DE  RACINES  RÉELLES  D'UNE 

ÉQUATION  A  COEFFICIENTS  RÉELS 

THÉORÈME   DE   DESCARTES 

652.  Définitions,  —  Soit /*  (x)  un  polynôme  entier,  rationnel,  à 
coefficients  réels  et  ordonné;  on  dit  que  deux  termes  consécutifs 
de  f{x]  présentent  une  variation  quand  leurs  coefficients  ont  des 
signes  contraires,  ou  une  permanence  si  leurs  coefficients  ont  le 
même  signe. 

Ainsi,  le  polynôme 

1 5  a?' —  8  X»  +  4  Jc»  —  1 2  X*  —  7  a:  +  5 

présente  4  variations  et  1  permanence. 

Nous  représenterons  par  v  le  nombre  des  variations  de  f{x)  et 
par  V  le  nombre  des  variations  de  /"( —  x). 

Chaque  variation  correspondant  à  un  changement  de  signe  quand 
on  passe  d'un  terme  au  suivant,  il  est  évident  que  les  termes 
extrêmes  de  f(x)  auront  le  même  signe  ou  des  signes  contraires, 
suivant  que  v  sera  pair  ou  impair,  et  réciproquement. 

Remarquons  encore  que  si  Ton  multiplie  tous  les  termes  de  f{x) 
par  une  même  puissance  de  x^  par  af^  le  nombre  de  variations!;  reste 
évidemment  le  même»  puisque  les  coefficients  des  termes  du  pro- 
duit sont  respectivement  les  mêmes  que  ceux  des  termes  de  même 
rang  de  f{x)  ;  les  coefficients  de  ( —  xf  f{ — x)  seront  les  mêmes  que 
ceux  de  f{ —  x)  si  p  est  pair,  ou  égaux  à  ceux  de  —  /*( — x)  si  p  est 
impair  ;  donc  v  ne  change  pas  non  plus.  Il  en  est  encore  ainsi, 
lorsque  f(x)  étant  divisible  par  une  puissance  de  x,  on  divise  tous 
les  termes  de  f{x)  par  cette  puissance.  On  peut  donc  supposer  sans 

rien  changer  aux  deux  nombres  v  et  v\  que  le  dernier  terme  do 
f{x)  soit  indépendant  de  x. 
653.  Lorsque  f[x)  est  complet^  n  m  désigne  son  degré  on  a 

»  4-  t?'  =  m. 
En  efi*et.  la  différence  des  degrés  de  deux  termes  consécutifs  de 
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f[x)  est  égal  à  1  ;  par  conséquent,  lorsqu'on  change  x  en  —  a?,  un 
seul  de  ces  termes  change  désigne;  d*où  il  résulte  que  toute  varia- 
tion de  f[x)  donne  une  permanence  correspondante  dans  f[ —  x) 
et  inversement.  Par  conséquent  la  somme  t?  -f  v  est  égale  à  la 
somme  des  nombres  de  variations  et  de  permanences  de  f[x), 
ou  ce  qui  revient  au  môme,  au  nombre  total  d'intervalles  formés 
par  deux  termes  consécutifs  ;  or  il  y  a  en  tout,  par  hypothèse,  m-|-i 
termes,  donc  on  a  bien 

Supposons  maintenant  que  le  polynôme  f{x)  soit  incomplet, 
mais  qu'il  ait  un  terme  indépendant  de  x.  Si  la  différence  des 
degrés  de  deux  termes  consécutifs  est  plus  grande  que  1,  on 
dit  que  f{x)  présente  une  lacune  entre  ces  deux  termes  ;  on  peut 
combler  cette  lacune  en  intercalant  un  ou  plusieurs  termes  supplé- 
mentaires. Or  si  Ton  intercale  un  terme  entre  deux  termes  ayant 
des  signes  contraires,  on  né  change  évidemment  pas  le  nombre 
des  variations;  si  Ton  intercale  un  terme  entre  deux  termes  de 
même  signe,  on  introduit  deux  variations  ou  Ton  n'en  introduit 
aucune  suivant  que  le  signe  du  terme  intercalé  est  contraire  ou 
identique  à  celui  des  deux  termes  considérés;  donc,  en  définitive, 
en  introduisant  des  termes  nouveaux,  on  ne  peut  augmenter  le 
nombre  des  variations  de  f{x)  que  d'un  nombre  pair  ;  il  en  est  de 
môme  relativement  au  nombre  des  variations  de /*( — x);  donc  si 
l'on  complète  le  polynôme,  v  -{~  ^  ^^^^  augmenté  d'un  nombre 
pair  2  A,  de  sorte  que 

ou: 

v+  V  =  m  —  2k, 

Cette  formule  n'est  plus  vraie  si  f{x)  est  divisible  par  x^;  on  a 
alors 

i>  +  v'  =  (m— p)  — 2A. 

654.  LemmeKSegner).  —  Soit  f[x)  un  polynôme  entier ^  rationnel,  à 
coefficients  numériques^  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  x,  et  soit  a  un  nombre  positif:  le  nombre  des  variations  du  pro 
dvxtf{x),  (x  —  a)  surpasse  le  nombre  des  variations  de  f{x)  d'un  nombre 
impair. 

Supposons  que  le  premier  terme  de  f{x)  ait  le  signe  +;  on  peut 
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écrire  f{x]  de  la  manière  suivante  : 

f{x)  =  (Aar-  + )  -  {k,x"'  + )  +  (k,x"^  + ) 

+  (—  1)^  (A,.  3?^+ ) +  (—  !)•  (A.  a?*"»  + ) 

chacun  des  polynômes  tel  que 

*  A,  op  '  + 

ayant  tous  ses  coefficients  positifs,  tous  ces  polynômes  étant 
ordonnés  suivant  les  puissances  décroissantes  et  les  nombres 

fTI,  tll|, tfl-p fltv 

allant  en  décroissant,  enfin  i;  désignant  le  nombre  des  variations  de 
f{x).  II  convient  de  remarquer  que  quelques-uns  des  polynômes 
mis  entre  parenthèses  ou  m^e  tous  ces  polynômes  peuvent  se 
réduire  à  un  seul  terme. 

Cela  posé,  dans  le  produit  de  f{x)  par  x  —  a,  le  terme  en  x"^* 
est  égal  à  Aar^'+S  il  a  donc  le  même  signe  que  le  premier  terme  de 

n    I  I 

f{x).  Calculons  le  terme  en  ar  ''  dans  f{x)  (x  —  a);  s'il  y  a  dans 
f(x)  un  terme  contenant  x  ^     ce  terme  sera  de  la  forme 

-  (- 1)"  a;  «%+*. 

de  sorte  que  le  terme  cherché  sera  égal  à  : 

(- 1)'  [A,  +  a  A;J  x"'+' 

il  aura  donc  le  même  signe  que  (—  1)''  A^  a?*"^,  puisque  A^  désigne 
un  nombre  positif  ou  nul  ;  on  peut  donc  poser  : 

f(x)  {x  -  a)  =  Bar»»+* -  B»  a:V'  +  B,  a?""»"^*  

+  (-  1)"  B^  x'"^'^' +  (—  1)-  B.  a?*»"^*  + 

Bt  Bp B/>,  Bu  désignant  des  nombres  positifs.  Quels  que 

soient  les  signes  des  termes  non  écrits,  il  est  bien  évident  que  le 
polynôme  f(x)  (ar  —  a)  a  au  moins  v  variations. 

Remarquons  maintenant  que  le  dernier  terme  du  produit  de  f{x) 
par  X  —  a  étant  égal  au  produit  du  dernier  terme  de  f{x)  par  —  a, 
aura  un  signe  contraire  h  celui  du  dernier  terme  de  f{x);  il  en 
résulte  que  si  Ton  désigne  par  v^  le  nombre  des  variations  de 
/*(ar)  (ar  — a),  t?jet  r  sont   de  parités  différentes;  or  on  vient  de 
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proaver  que  v^  est  au  moins  égal  à  t;,  on  a  donc 

k  étant  positif  ou  nul. 

655.  Théorème  de  Descartes. — l"*  Le  nomàre  des  racines  post- 
tives  (Tune  équation  algébrique  à  coefficients  réels  ne  surpasse  pas  le 
nombre  des  variations  de  son  premier  membre  ;  2*^  la  différence  de  ces 
deux  nombres  est  paire. 

£n  effet,  si  Ton  désigne  par  a^  a,,  Op  toutes  les  racines 

positives,  distinctes  ou  non,  de  I*équation  f{x)  =  o,  on  peut  écrire 

f{x)  s  («— aj  (a:— a,) (a?  —  a^)  f  {x). 

f(x)  et  ff  [x]  désignant  des  polynômes  entiers  à  coefficients  réels. 

Or,  d'après  le  lemme  précédent,  le  produit  9  (x)  {x  —  a^)  a  au 

moins  une  variation;  f(x){x-^  ûi){^  —  ûj)  ©d  21  *^  moins rf^wx 

et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  f(x)  a  au  moins  p  variations. 

D'autre  part  si  les  termes  extrêmes  de  f{x)  ont  le  môme  signe, 
les  nombres  p  et  t;  sont  tous  deux  pairs  ;  ils  sont  tous  deux  impairs 
si  les  termes  extrêmes  de  f[x)  sont  des  signes  contraires;  on  a 
donc 

v=p  +  2h,  (1) 

h  étant  positif  ou  nul. 

Remarque.  —  Chacune  des  racines  positives  doit  être  comptée 
avec  son  degré  de  multiplicité. 

656.  Corollaire.  —  1®  Ze  nombre  des  racines  négatives  de  l'équation 
f[x)=  0  ne  surpasse  pas  le  nombre  des  variations  de  la  transformée  en 
—  x;  2»  la  différence  de  ces  deux  nombres  est  paire. 

En  effet,  le  nombre  des  racines  négatives  est  égal  au  nombre  des 
racines  positives  de  la  transformée  en  — x,  dont  (655),  n  désignant 
le  nombre  des  racines  négatives,  on  a 

v=:n  +  ih\  (2) 

h'  étant  positif  ou  nul. 

657.  Corollaire.  —  Si  Ton  désigne  par  m  le  degré  de  Téquation 
f{x)=o  supposée  débarrassée  des  racines  nulles,  s*il  y  a  Heu,  on 
a  trouvé 

m=:iv  +  v+ik  (3) 


1 
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donc,  en  ajoutant  membre  à  membre  les  égalités  (1),  (2),  (3) 

m  =  p+n  +  2A  +  2A'  +  2*.  (4) 

Si  Ton  désigne  par  2 1  le  nombre  des  racines  imaginaires,  on  a 

donc 

2lz=z2h  +  2h'  +  1k.  (5) 

Si  Tun  quelconque  des  trois  nombres  k,  A,  h'  est  différent  de 
zéro,  réquation  proposée  a  certainement  des  racines  imaginaires. 
Il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  que  : 
1^  Le  nombre  des  racines  réelles  est  au  plus  égala  v  -^^  v; 
2«  Le  nombre  des  racines  imaginaires  est  au  moins  égal  àm  —  (o  -j-  ^')\ 
3  Delinégalité 

on  tire 

t/  <  OT  —  t?, 

par  suite  le  nombre  des  racines  négatives  est  au  plus  égal  à  m  —  o. 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  Ton  suppose  f{o)  ^  0. 

658.  Cas  particiilier  où  l'éqaatton  a  toutes  ses  racines 
réelles.  —  Si  m  désigne  le  degré  de  Téquation  débarrassée,  s*il  y 
a  lieu,  de  ses  racines  nulles,  on  a,  puisque  toutes  les  racines  sont 
supposées  réelles 

donc,  régalité  (4)  donne  alors 

2A  +  2A'  +  2*  =  0, 

et  par  suite,  aucun  des  nombres  A,  h'  k  n*étant  négatif,  on  a 

A  =  A'  =  *  =  0. 
Les  égalités  (1)  et  (2)  deviennent  alors  : 

p  =z  Vf  n  =  V 

et  Ton  peut  ajouter  dans  ce  cas  que  t?  +  ©  =  m,  même  si  le  poly- 
nôme f(x)  n*est  pas  complet. 

Donc,  quand  une  équation  a  toutes  ses  racines  réelles,  le  nombre  des 
variations  est  égal  au  nombre  des  racines  positives  et  le  nombre  de$ 
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variations  de  la  transformée  en  —  ap,  est  égal  au  nombre  des  racines 
négatives. 

659.  Remarque.  —  Il  y  encore  deux  cas  dans  lesquels  on  peut 
affirmer  que  p  =  u  :  1*  lorsque  t?  =:  0  il  est  évident  que  p  =  0  ; 
2"  lorsque  t;  =  l,onajt>  =  l,  puisque  la  différence  1  —  p  doit  être 
positive  ou  nulle. 

660.  Corollaire.  —  Pour  que  l'éguation  f{x)  =0  ait  toutes  sesracines 
positives,  il  faut  que  son  premier  membre  soit  complet  et  ne  présente 
que  des  variations. 

En  effet,  toutes  les  racines  devant  être  réelles  et  positives  on  doit 
avoir  m  =  v;  et  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  est  évidemment  néces- 
saire que  le  polynôme  soit  complet  et  que  deux  termes  consécu- 
tifs quelconques  présentent  une  variation.  Mais  ces  conditions  ne 
sont  pas  suffisantes.  Par  exemple,  le  polynôme  a?*  — ay  +  l  est 
complet,  ne  présente  que  des  variations  et  néanmoins  Téquation 

a:*  —  ar  +  1  =  0 

n'a  que  des  racines  imaginaires. 

661.  Application.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu*une  équation  f  (a?)  =  0,  à  coefficients  réels,  ait  toutes  ses 
racines  réelles  et  inégales,  en  supposant  qu'on  ait  formé  l'équation 
aux  cairés  des  différences  relative  à  r équation  proposée. 

Si  réquation  proposée  a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales, 
réquation  aux  carrés  des  différences  aura  toutes  ses  racines  posi- 
tives; donc,  son  premier  membre  devra  être  complet  et  ne  présenter 
que  des  variations.  (Au  surplus,  cette  conclusion  peut  se  déduire 
immédiatement  des  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines 
d'une  équation).  Supposons  ces  conditions  remplies  et  soit  ^  {x)  le 
premier  membre  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  relative 
à  l'équation  proposée.  Le  polynôme  f  {x)  étant  complet  et  ne  pré- 
sentant que  des  variations,  f  {—  x)  ne  présentera  que  des  perma- 
nences; donc  Féquation  ^(âp)=:0  n'a  aucune  racine  négative.  Il 
en  résulte  que  la  proposée  n'a  aucune  racine  imaginaire,  car  à 
toute  racine  de  la  forme  a  -j~  Ph  correspondrait  sa  conjuguée 
a — pi]  or 

*  +  P«'  — («  — i3i)  =  2pt; 

réquation  y  (a?)  =  0  admettrait  alors  la  racine  —  4  (3»,  ce  qui  est 
impossible,  puisqu'elle  n'a  pas  de  racines  négatives.  L'équation 
f{x)=iQ  ne  peut  pas  non  plus  avoir  de  racines  multiples,  car  ù 
deux  racines  égales  entre  elles  correspondrait  une  racine  nulle  de 
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réquatîon  f  (x)  =  0,  ce  qui  est  contraire  à  Thypothèse,  puisque 
f  {x)  étant  complet,  n'est  pas  divisible  par  x. 

Donc,  pour  qu'une  équation  à  coefficienit  réels  ait  toutes  ses  racines 
réelles  et  inégales^  il  faut  et  il  suffit  que  le  premier  membre  de  t équa- 
tion aux  carrés  des  différences^  relative  à  cette  équation^  soit  complet  et 
ne  présente  que  des  variations, 

i    Exemple.  —  Nous  avons  trouvé  que  Téquation  aux  carrés  des 
différences  des  racines  de  Téquation 

ac*  +  Z'*  +  î'  =  0  (1) 

est  la  suivante  : 

x»  +  6p  a?«+  9p*  X  +4p»+  27  y*  =  0  (2) 

Donc,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équa- 
tion (1)  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales  s'obtiendront  on 
écrivant  que  le  polynôme  (^  présente  trois  variations,  ce  qui 
exige  que  l'on  ait 

p  <  0,      4  p»  +  27  y*  <  0 

La  seconde  de  ces  inégalités  entraine  évidemment  la  première, 
car  si  p  était  plus  grand  que  zéro,  il  en  serait  de  même  de  la 
somme  4  p'  -j~  27  q^;  donc,  pour  que  l'équation  (1)  ait  ses  racines 
réelles  et  inégales,  il  faut  et  il  suffit  que  la  condition  suivante  soit 
vérifiée  : 

4p«  +  27}»<0. 


1.  Applications  du  théorème  de  Descartes.  —  !•  Étant 
donnée  Féquation. 

7?  +/>^+  y  =0 
trouver  le  nombre  des  racines  positives  et  le  nombre  des  racines  négatives. 
i"  cas.  p  >  0      q>0. 


On  a  dans  cette  hypothèse  o  =  0,     t/  =  i  ;  donc  Téquation  aune 
racine  négative  et  deux  racines  imaginaires. 

2*  cas.  p>0      q<0. 

Alors  t;=  1,  t?'  =0.  Par  suite,  Téquation  a  une  racine  positive 
ut  deux  racines  imaginaires. 
On  peut  remarquer  que  dans  ces  deux  cas,  la  quantité  4  p'  -f-  27  q^ 
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est  positive:  Téquation  doit  donc  bien  avoir  deux  racines  imagi- 
nairos. 

3»  CM.  p  <  0      ?  >  0. 

On  a:  0  =  2,  V  =  1  ;  donc  Téquation  a  une  seule  racine  négative, 
et  zéro  ou  deux  racines  positives. 

A^cas.  p<0      j'<0. 

On  a  alors  v  =  1,  t?'  =  2  ;  par  suite  l'équation  a  une  racine  posi- 
tive et  zéro  ou  deux  racines  négatives. 

Dans  chacun  de  ces  deux  cas,  on  lèvera  l'incertitude  en  détermi- 
nant le  signe  de  4  p'  +  27  q^. 

Remarquons  enfin  que  changer  q  en  —  q  revient  à  former  la 
transformée  en  —  x. 

2«  Soit  donnée  réquation  : 

Le  premier  membre  présentes  variations;  la  transformée  en  — x, 
en  présente  une;  donc  Téquation  proposée  a  fine  racine  négative 
et  une  ou  trois  racines  positives. 

3'  Soit  encore  V équation 

a:«  +  2a:*  +  a:~3  =  0. 

Le  premier  membre  présente  une  seule  variation;  donc  l'équa- 
tion n'a  qu'une  seule  racine  positive.  La  transformée  en  —  a;  a 
une  variation  ;  donc  l'équation  proposée  a  une  racine  négative. 


663.  niéovénie.  —  Le  nombre  des  racines  imaginaires  <Vune  équation  incom- 
plète est  au  moins  égal  à  la  somme  des  nombres  de  racines  imaginaires  de  toutes 
les  équations  binômes  qu*on  obtient  en  égalant  à  zéro  chaque  groupe  de  deux 
termes  consécutifs  de  Véquation  proposée. 

Soit,  en  effet,  Téquation 

Aar"»  +  Ba?P  +  CLc'  + +  Ux"" -\-  Kx'  +  L  =  0. 

Soient,  Vj,  v%j v^  les  nombres  de  yariations  correspondants  à  chaque  groupe 

de  deux  termes  consécutifs,  chacun  de  ces  nombres  étant  égal  à  1  ou  &  0;  soient  de 

même  v^^  v,, v^Jes  nombres  de  yariations  correspondants  aux  mêmes  groupes 

dans  la  transformée  en  — jt  Les  équations  binomos 


JLX^+Ba^=r,      Bj:P+Cr'=:u Ho?'' -f  K*  =  o,    Ka*  +  L  =  o, 
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ou  plus  simplemeat  : 

A^-'+B=o,    Bx'-'+C^o ttr''"*  +  K  =  o,    Kx*  +  L  =  r 

OQt  respectivement 

racines  imaginaires;  en  tout  : 

(m-p)+(p--9)+ +  (r-«)  +  #— (»^ +  »,+  ...  + »A)-(Oi  +  P,'r.. 4  O, 

ou 

m  — (r  +  rO 

racines  imaginaires.  Or  la  proposée  en  a  an  moins  m  —  (9  +  v  ),  donc  la  proposi- 
tion est  établie. 

On  déduit  immédiatement  de  là  la  proposition  suivante,  connue  sous  le  nom  de 
théorème  des  lacunes. 

664.  St,  dont  une  équation  incomplète,  il  manque  un  terme  entre  deux  termes 
de  mime  signe,  ou  g'U  manque  plus  d'un  terme  entre  deux  termes  de  signes 
quetamques,  téquation  a  nécessairement  des  racines  imaginaires. 

En  effet,  soient 

+  Ga:'^  +  Hjri^  + 

deux  termes  consécutifs,  G  et  H  étant  de  même  signe.  L'équation 

Gx*  +  H  =  0 

a  ses  deux  racines    imaginaires;   donc  la  proposée  a  au  moins  deux  racines 
imaginaires. 
Soient  maintenant 

+  G«»»+*  +  HjH*  + 

deux  termes  consécutifs,  k  étant  an  moins  égal  à  3,  L'équation  binôme 

G  X*  +  H  =s  0 

a  nécessairement  des  racines  imaginaires  ;  il  en  est  donc  de  même  de  la  proposée. 
Supposons  i(e=:2X  +  1.  Dans  cette  hypothèse,  Téquation  binôme  considérée  a  2X 
racines  imaginaires  ;  si  ^  =  3X,  X  étant  au  moins  égaX  à  2,  Téquation  binôme  a  2X  ou 
^  (X—  1), racines  imaginaires;  la  proposée  a  par  conséquent  au  moins  2 X  ou  2  (X  —  1) 
racines  imaginaires. 
Soit,  par  exemple  Téquation  suivante  : 

2x»--ar»  +  x«— 1=0. 

Les  équations  2  x'  —  x*  =0,  ou2  x^  ~  1  =  0  et  x*  +  i  =0  ont  chacune 2  racines 
imaginaires;  la  proposée  en  a  donc  au  moins 4. 

On  arrive  directement  à  cette  conclusion  par  Tapplication  du  théorème  de 
Descartes;  en  efiet  on  trouve  :  v  =  2,  v'  =  1,  donc  Téquation  donnée  a  au  moins 
1  —  (2  -^  1)  =:  4  racines  imaginaires. 
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Donc,  quand  il  s'agit  d'une  équation  numérique,  la  considération  des  lacuyies  n'a 
aucune  utilité  pratique  ;  la  remarque  suivante  montre  quel  parti  on  peut  en  tirer. 

Sien  multipliant  le  polynôme  f  (x)  par  un  polynôme  <^  (x),  choisi  de  façon  que 
Véquaiion  ç  (a;)  =  0  n^ait  que  des  racines  réelles^  on  obtient  pour  produit  un  poly- 
nôme f\x)^{x)  présentant  une  ou  plusieurs  lacunes  telles  que  V équation  f{x)^{x)  =  0 
ait  des  racines  imaginaires^  il  est  clair  que  Véquation  proposée  aura  certainement 
des  racines  imaginaires,  puisque  par  hypothèse  Téquation  9  (a?)  =  0  n'en  a  pas. 

Exemple  ;  Si  Véquation  a  trois  coefficients  consécutif^  en  progression  géométriqur^ 
elle  a  des  racines  imaginaires. 

En  effet,  considérons  Téquation 

A «*•  + +  B«^'  +  Bqs^^  +  Bg'  a: »*  + =  0. 

Si  Ton  multiplie  le  premier  membre  par  x^q^on  obtient  l'équation 

Aa?"*+*+ +B'aî'^  +  B"a:''  +  ....=0, 

les  tennes  de  degrés  p  +  2  etp  + 1  disparaissant.  La  nouvelle  équation  présente  une 
lacune  de  deux  termes;  elle  a  donc  des  racines  imaginaires  et  par  suite  il  en  est 
de  même  de  la  proposée. 
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665.  Définition.  —  On  dit  que  deux  racines  réelles  a,  b  de  l'équa- 
tion /'(ar)  =  0  sont  consécutives^  quand  elles  ne  comprennent  aucune 
autre  racine  réelle  de  Téquatîon  proposée. 

Nous  avons  démontré  que  si  la  fonction  f{x)  s'annule  pour  x  =  a 
et  pour  X  =  b,  et  si  elle  admet  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  a  et  ô  une  dérivée  finie  et  bien  déterminée  /"  (a?),  la 
fonction  dérivée  f  (a?)  s'annule  au  moins  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  a  et  b. 

Nous  allons  reprendre  et  compléter  ce  théorème  dans  le  cas  oii 
/■(a?)  est  un  polynôme  entier. 

666.  Théorème.  —  !•  Deux  racines  réelles  consécutives  d'une  équa- 
tion  algébrique  f[x)r=Q  comprennent  un  nombre  impair  de  racines 
réelles  de  Véquation  dénvée  /"'  (x)  =  0. 

2*  Deux  racines  réelles  consécutives  de  Véquation  dérivée  compren- 
nent^ au  plus  y  une  racine  réelle  de  la  proposée. 

3**  L'équation  f{x)  =^Q  a^au  plus^  une  racine  réelle  plus  gi^ande  que 
la  plus  grande  racine  réelle  de  Véquation  dérivée  et,  au  plus,  une  racine 
réelle  plus  petite  que  la  plus  petite  racine  réelle  de  Véquation  dérivée. 

l*»  Soient  a  et  ^  deux  racines  réelles  consécutives  de  l'équation 
f[x)  =  0;  on  peut  déterminer  un  nombre  positif  *,  vérifiant  l'iné- 
galité 

a  +  &<6  —  k 

U.  —  B.  RIIWMOLOWUl.    — >  AJUliBKI.  25 
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et  tel  que  Téquation  f  {x)  =  0  n*ait  aucune  racine  réelle  comprise 
entre  a  et  a  -|^  ^,  ni  aucune  racine  réelle  comprise  entre  b  —  ib  et 
à.  Soit  h  un  nombre  positif  inférieur  à  ^;  on  aura 


L*équation  f{x)  =  0  n'ayant  aucune  racine  comprise  entre  a  -^  h 
et  b  —  A,  les  dénominateurs  f{a  -f  à)  et  f(b  —  h)  ont  le  même 
signe ,  donc  on  a 

r(«+*)r{*-A)<o. 

L*équatfon  f(x)=0  a  par  conséquent  un  nombre  impair  de  racines 
réelles  comprises  entre  a-f- A  et  6  —  A  ,et  comme  par  hypothèse  les 
intervalles  de  aka  -{-  h  et  de  b  —  A  à  b  ne  renferment  aucune 
racine  réelle  de  Téquation  f(x)  =  0,  cette  dernière  a  un  nombre 
impair  de  racines  réelles  comprises  entre  a  et  6. 

2^  Soient  «  et  |3  deux  racines  réelles  consécutives  de  l'équation 
r{x)=zO;  si  Ton  fait  varier  x  dans  Tintervalle  («,  P),  la  dérivée 
f  (x)  conserve  toujours  un  signe  invariable  et  par  suite  la  fonc- 
tion/"(x)  varie  dans  le  même  sens;  elle  ne  peut  donc  s'annuler 
plus  d'une  fois,  et  si  elle  a  une  racine  a  entre  «  et  |3,  cette  racine 
sera  simple,  car,  /^  (a)  est  différent  de  zéro  puisque  a  est  compris 
entre  deux  racines  réelles  consécutives  de  l'équation  /^  (a?)  =  0. 

D'ailleurs,  si  l'équation  f(x)  =  0  avait  deux  racines  a,  b  com- 
prises entre  «  et  p,  l'équation  f{x)  =  0  aurait,  d'après  la  première 
partie  du  théorème,  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre 
a  et  A,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse . 

3*  On  démontre  de  la  même  manière  la  dernière  partie  de  l'énoncé. 

667.  Corollaire.  —  Soient  «  et  ^  deux  racines  réelles  consécutives 
de  l'équation  f{x)  =  0;  trois  cas  peuvent  se  présenter  : 


L'équation  f{x)=0  a  une  racine  réelle  simple  comprise  entre  «  et  /9. 

2*  A«)  m  >  0 

L* équation  /"(ar)  =  0  n'a  aucune  racine  réelle  entre  «  et  fi. 

3«  L'un  des  deux  facteurs  f{a)  ou  f(p)  est  nul  ei  par  suite  a  ou  p  est 
racine  de  f(x]  =  0. 

Ces  propositions  résultent  immédiatement  du  théorème  précé- 
dent. 
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Remarquons  que  «  et  ^  ne  peuvent  être  toutes  les  deux  racines 
de  réqnation  f{x)  =  0,  car  la  dérivée  devrait  alors  avoir  une  racine 
comprise  entre  «  et  /3,  tandis  qu'on  suppose  que  a  et  /S  sont  des 
racines  consécutives  de  la  dérivée. 

668.  Théorème.  —  Si  réqnation  f{x)  =:  Q  a  p  racines  réelles 
comprises  entre  deux  nombres  donnés^  f  équation  f  {x)  =  Q  en  a  au 
moins  p  —  1  dans  le  même  intervalle. 

En  effet,  soient  a,  b,  c, k,  l  les  racines  de  l'équation  f(x)  =  0, 

qui  sont  comprises  entre  deux  nombres  donnés  x^,  x\j  et  soient 
A,  B,  ...  L,  les  degrés  de  multiplicité  de  ces  racines,  de  sorte  que 

A  +  B+G+ +  L  =  p. 

On  sait  que  a,  6, /seront  des  racines  d'ordres  A— 1,B  — 1, 

L—1,  respectivement,  de  Téquation  /^(a?)  =  0;  en  outre,  la  dérivée  a 
au  moins  une  racine  dans  chacun  des  q — 1  intervalles  (a,  b] ,  (é,  c) . . . 
(k,l)^q  désignant  le  nombre  de  racipes  distinctes  de  la  proposée 
comprises  entre  x^  et  ar^.  La  dérivée  a  donc  au  moins  entre  x^  et  x^ 
un  nombre  de  racines  réelles  égal  à 

(A-1)  +  (B-1)  + +  (L-l)+?-l  =  (;;-^)  +  î-1=p-l. 

Corollaire.  —  Si  l'équation  f(x)  ==  0  a  p  racines  réelles  entre 
x^  et  a?4,  l'équation  dérivée  d'ordre  fi,/^"J(a?)  =0,  en  a  au  moins 
p  —  n. 

Remarque.  —  La  proposition  précédente  subsiste  si  au  lieu  d  un 
intervalle  fini  (a?,,,  a:,)  on  considère  Tintervalle  de  —  oo  à  +00. 

669.  Théorème.  —  Si  l'équation  f  {x)  =:Q  a  p'  racines  réelles 
dans  un  intervalle  donné,  Inéquation  f{x)  =  Q  en  a  au  plus  p' -\' \  dans 
le  même  intervalle. 

En  effet,  soit  p  le  nombre  de  racines  réelles  de  l'équation  f{x)=0 
qui  sont  comprises  dans  l'intervalle  considéré  ;  on  a,  d'après  le 
théorème  précédent, 

donc 

p^p'  +  i. 

Plus  généralement,  si  Véquaixon  f^""^  {x)  =  0  a  p  racines  réelles  dans 
un  intervalle,  Inéquation  f{x)  =  0  en  a  au  plus  p'  +  n  dans  le  même 
intervalle. 

670.  Définition.  —  On  nomme  suite  de  Rolle  la  suite  formée 
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par  les  résultats  que  Ton  obtient  en  substituant  à  x  dans  f{x)^  les 
racines  réelles  de  Téquation  /'  {x)  =  0,  rangées  par  ordre  de  gran- 
deur croissante,  précédés  de  /  ( —  oo  )  et  suivis  de  /  (-}-  oo  ). 

671.  Théorème.  —  Pour  que  r équation  f{x)  =  OaU  toutes  ses 
racines  réelles  et  inégales,  il  faut  et  il  suffit  que  t équation  dérivée 
f{x)  =  0  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales  et,  de  plus,  que  la 
suite  de  Jlolle  présente  m  variations. 

En  effet,  supposons  que  Téquation  proposée  ait  toutes  ses  racines 
réelles  et  inégales;  rangeons  ces  nombres  par  ordre  croissant 

a,  6,  c, A-,  /;  (1) 

réquation  f(x)  =  0  aura  au  moins  m  —  1  racines  réelles  «,p, > 

séparées  par  la  suite  (1),  et  comme  elle  est  de  degré  m  —  1,  toutes 
ses  racines  sont  réelles;  on  a  ainsi  obtenu  cette  suite  croissante 

—  00 ,  a.  «,  6,  P,  c, *,  1,  /,  +  00 ,  (2) 

donc,  la  suite  de  Rolle 

/(-«)•   A«),   m. A>),   A+oc)  (3) 

présentera  m  variations.  En  effet,  Téquation  f{x)  =  0  a  une  racine, 
et  une  seule,  entre  —  oo  et  «,  donc  f{ — oo)et/*(cc)  ont  des  signes 
contraires;  de  même  elle  a  une  seule  racine  entre  a  et  fi,  donc  /*(«) 
et  f{p)  ont  des  signes  contraires,  et  ainsi  de  suite.  Ces  conditions 
sont  donc  nécessaires,  je  dis  qu'elles  sont  suffisantes.  En  effet,  par 
hypothèse,  Téquation  /^  (x)  =  0  a  m  —  1  racines  réelles  et  inégales 
formant  la  suite  croissante 

—  00,  «,p,  7 ),+«>  (4) 

La  suite  (3)  présente  m  variations,  donc  deux  termes  consécutifs  de 
cette  suite  ont  des  signes  contraires,  par  conséquent  Téquation 
f{x)  =  0  a  une  racine  réelle  dans  chacun  des  m  intervalles  formés 
par  deux  termes  consécutifs  de  la  suite  (4);  elle  a  donc  toutes  ses 
racines  réelles  et  inégales. 


ine.  —  Pour  qu'une  équation  /(x  =  0  ait  toutes  ses  racines  réelles,  il 
est  nécessaire  que  chacune  des  équations 

f  (x) = 0,  r  M = 0 /<"•-'  (x)  =0 

ait  toulcâses  racines  réelles:  ces  conditions  ne  sont  pas  suffisantes.  Il  est  facile  de 
s'en  rendre  compte.  Si  l'équalion  f{x)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles,  on  peut 
trouver  une  constante  C  telle  que  Téquation  f  (x)  -\-  C=  0  n'ait  pas  toutes  ses 
ïliciii<îs  réelles  :  il  suffit  par  exemple  que  f  (X)  et  A  ()  )  +  C  aicntdcs  signes  contraires, 
létant  la  plus  grande  racine  réelle  de  f  (or)  =:  0  ;  or  f(x)  +  G  a  même  dérlvéeque 
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/(x),  etc...  Si  Ton  considère  par  exemple  une  équation  du  second  degré  ayant  des 
racines  imaginaires,  sa  dérivée,  qui  est  du  premier  degré,  a  une  racine  réelle. 

672.  Théorèmes  complémentaires.  —  L équation  f{x)  =  0 
a  un  nombre  pair  de  racines  réelles  supérieures  à  la  plus  grande  racine 
de  r équation  f[x)  =  0,  et  aussi  un  nombre  pair  de  racines  réelles 
inférieures  à  la  plus  petite  racine  de  V équation  f(x)=zO, 

l»  Soit  l  la  plus  grande  racine  de  Téquation  flx)  =  0.  Soit  A  un 
nombre  positif  tel  que  Téquation  f  {x)  =  0  n'ait  aucune  racine 
entre  /  et  /  +  A;  les  deux  nombres  f  {1  +  h)et  f  (l  +  h)  ont  le 
môme  signe  ;  pareillement  /"  (+  «>  )  et  /*  (4-  »  )  ont  le  même  signe  ; 
donc  /*  (i  +^)  Gt  /*'(+  00  )  ont  le  môme  signe  et  par  suite  l-}-  h  et 
+  00  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  Z  et  +  oo  comprennent  uu 
nombre  pair  de  racines  de  Péquation  f  {x)  =  0. 

2<»  Soit  a  la  plus  petite  racine  de  Téquation /*  (or)  =  0,  et  soit  A  un 
nombre  positif  tel  que  la  dérivée  n*ait  aucune  racine  réelle  entre 
a  —  A  et  a;  f{a  —  A)  et  {f  {a  —  A)  ont  des  signes  contraires  ainsi 
que  f{ —  00  )  et  /^  ( —  oo  ) ;  donc  /^  (a —  h)  et  f  {—  co)  ont  le  môme 
signe,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Il  résulte  delà  que  pour  exprimer  que  Téquation  f{x)z=Q  a 
toutes  ses  racines  réelles  et  inégales,  il  suffit  d'exprimer  que  Téqua- 
tion  f  {x)  =iO  a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales  et  que  chaque 
intervalle  de  deux  racines  consécutives  de  Téquation  dérivée  com- 
prend une  racine  de  la  proposée. 

673.  On  démontrera  d'une  manière  analogue  les  propositions  suivantes  : 

1*  Soient  a,  p,  y  trois  racines  consécutiyes  de  la  dérivée  ;  si  p  est  racine  d'ordre 
pair  de  multiplicité,  les  racines  a  et  f  comprendront  au  plus  une  racine  réelle  de  la 
proposée. 

Car  si  x  varie  de  a  à  y,  quand  x  traverse  la  valeur  p,  f  {x]  s^annule  sans  changer 
de  signe  ;  donc  f{x)  varie  dans  le  même  sens  et  par  suite  ne  peut  s'annuler  qu'une 
fois  au  plus  entre  a  et  f  ;  si  /"(P)  =0,  l'équation  f{x)  =  0  n'aura  aucune  racine 
entre  «  et  p  ni  entre  p  et  y. 

2*  Si  a,  p,  Tf  î  sont  quatre  racines  réelles  consécutives  de  Téquation  p  (a?)  =  0,  si 
l'équation  /(x)  =0  a  une  racine  réelle  comprise  entre  a  et  p  et  une  racine  réelle 
comprise  entre  y  et  S,  elle  aura  aussi  une  racine  réelle  comprise  entre  p  et  y  si  les 
ordres  de  multiplicité  des  racines  p  et  y  de  la  dérivée  sont  tous  deux  impairs  et 
réciproquement. 

De  sorte  que  les  deux  conditions  ^(a)/(p)  <  0,  f  (y)  f{^)<0  exprimeront, 
dans  ce  cas,  que  l'équation  /"  (x)  =  0  a  trois  racines  réelles  séparées  par  la  suite 

«ï  Pi  T»  ^• 
3*  Si  oc,  p,  Y  sont  les  trois  plus  petites  racines  de  la  dérivée  ;  si  —  <»  et  a  ainsi  que 

p  et  Y  comprennent  une  racine  de  la  proposée,  a  et  p  en  comprendront  également 

une  si  les  ordres  de  multiplicité  de  «  et  de  p  sont  impairs. 

Théorème  analogue  pour  les  trois  plus  grandes  racines. 

4»  Si  les  deux  plus  petites  racines  a  et  p  de  l'équation/"  [x)  =  0  comprennent  une 
racine  de  f  {x)  =0,  cette  dernière  aura  une  racine  plus  petite  que  a,  si  a  est  racin« 
4*ordre  impair  de  multiplicité  de  la  dérivée. 

Théorème  analogue  pour  les  deux  plus  grandes  racines. 

Ces  proposition  pc^rmettent  de  réduire  le  nombre  des  conditions  nécessaires  et 
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suffisantes  pour  que  Téquation  f[x)  =  0  ait  toutes  ses  racines  réelles,  lorsque  Ton 
sait  résoudre  Téquation  f  (x)=zQ  et  que  cette  équation  a  toutes  ses  raeines  réelles. 
674.  Théorème.  —  Soienl  Q  (x),  le  quotient  de  la  division  de  f{x)  par  sa  dérivée 
f{x),  et  9  [x)  le  reste;  les  racines  de  VéquaHon 

Q  W.  (p  («)  =  Û 

séparent  les  racines  de  l'équation  f[x)  =:  6. 
En  effet,  ridentiié 

^(x)  =  />(ar).0(x)  +  f(x) 

donne 

Soit  a  une  racine  réelle  de  Téquation  /(j;)  »  0  et  supposons  Q  (a)  9^  0 . 

r(x) 
Lorsque  x  traverse  en  croissant  le  nombre  a,  -r-, —  passe  de  —  00  à  +  «  ;  d*Aîl- 

leurs^dans  on  intervalle  contenant  a  et  suffisamment  petit,  Q  (x)  ne  change  pas  de 

signe  ;  donc     ^  ^^       passe  de  +  oo  à  —  » .  Soient  a  et  6  deux  racines  consécu- 

tives  de  f  (x)  ==  0;  on  peut  déterminer  d*après  cela  un  nombre  positif  A,  vérifiant 
les  conditions 

fl4- A<6— A, 
et  tel  que 

Q(0'{'h)ffla+  h)  Q(6-A)y(6-A) 

/(a+A)  f(à-k) 

aient  des  signes  contraires;  mais 

f(a-{-h)    et    f(b-^h) 

ont  le  même  signe,  donc 

Q(a  +  A)?(a+A)    et    Q  (A— A)  <p(A^A) 

ont  des  signes  contraires  ;  il  en  résulte  que  deux  racines  consécatives  a,  ^  de 
l'équation 

Q  (x),  9  (x)z=0 

comprennent  une  racine  de  réquation  proposée  si  /  (a)  et  f  (p)  ont  des  signes  con 
traires,  ou  n*en  comprennent  aucune  si  f{cL)  et  /'(p)ont  le  même  signe  ;  par  consé- 
quent on  peut,  pour  la  séparation  des  racines  de  réquation  f  (x)  =:  0,  substituer 
dans  la  suite  de  Rolle,  aux  racines  de  réquation  f*  (x)  =  0,  celles  de  9  (x)  =  0  et  la 
racine  de  Q  {x)  =  G.  Le  quotient  Q  (x)  est  du  premier  degré  :  si 


/(x)=Aax"»  +  A,x«-*  -h 
ona 

Q{x)=-.-|. 


m  ^  *w*  A^' 
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At 
de  sorte  que  Téquation  Q  (j;)  =  0  a  dour  racine r-.  L'équation  9  {x]=sO  est  du 

degré  m  —  2. 

675.  Applications.  —  1*"  Soit  V équation 

X*— 2a?«  — -iar  +  l  =  0. 
L'équatioD 

cy  (a:)  =  0  est,  dans  cet  exemple,  2a:*-|-3ap  —  2  =  0; 

1  X 

elle  a  pour  racines— 2  et-;  d'ailleurs  Q  (a:)  =-,  donc  nous  substi- 
tuerons à  X  dans  f{x)  les  termes  de  la  suite 

1 

—  00,    —2,    0,     ^,    +00. 

Les  signes  des  résultats  sont  les  suivants  : 

+,        +,        +,   -,    +. 

1 

L'équation  proposée  a  donc  une  racine  entre  0  et-  et  une  autre 

1   , 

entre  -  et  -{-  00. 

Deoziènie  méthode.  —  Si  Ton  pose 

/(a?)  =  a?»-2a:-2+i, 


on  a 


/'(«)  =  3  a:»- 2 -i. 


f  {x)  et  f  [x)  sont  discontinues  pour  :z;  =  0  ;  mais  si  A  désigne  un 
nombre  positif  aussi  petit  qu'on  veut,  chacune  de  ces  fonctions  est 
finie  et  continue  dans  les  intervalles  de  —  00  à  —  A  et  de  -f-  ^ 
à  4-  <^  ;  on  peut  donc  appliquer  le  théorème  de  Rolle  dans  chacun 
de  ces  intervalles. 
L'équation 
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OU 

3a:*~2a:«  — 1=0 

a  pour  racines  réelles  +  1  et  —  1. 
Substituons  à  ar,  dans  f{x\  la  suite  : 

—  00,    —1,    —A,    +  A,    -j-1,    +00, 

nous  obtenons  les  signes  suivants  (en  supposant  h  suffitamment 
petit)  : 

L*équation  proposée  a  donc  une  racine  réelle  entre  U  et  1  et  une 
racine  réelle  entre  i  Qi-j-  œ. 

On  pourrait  faire  les  substitutions  dans  le  polynôme  xf{x)^  c^est- 
à-dire  dans  le  premier  membre  de  Téquation  proposée;  les  résul- 
tats correspondants  à  Tintervalle  de  —  ooà  —  h  auront  tous  changé 
de  signe  ;  les  autres  auront  les  mêmes  signes. 

Il  convient  de  remarquer  que  l'inégalité 

n-h).f{+h)<(i 

n'entraîne  pas  l'existence  d'une  racine  comprise  entre  —  Aet  -j-A, 
puisque  la  fonction  /*  (x)  est  discontinue  pour  x  =  0. 
2*  Trouver  le  nombre  des  racines  réelles  de  Véquation 

a?"*  +  ax*  +  6x  +  c  =  0. 

L'équation  aux  inverses  a  autant  de  racines  réelles  que  la  pro- 
posée; il  suffit  donc  de  considérer  l'équation 

car"  +  6x"-*  +  aar-^  +  1  =  0. 

La  dérivée  aura  a?~"*  en  facteur,  de  sorte  que  Ton  aura  à  résoudre 
l'équation 

a:"-»  [mcx*  +  (m  —  1)  6x  +  (wi  —  2)  a]  =  0 

qui  a  m —  3  racines  nulles  et,  en  outre,  les  racines  de  l'équation  du 
second  degré 

m  c  X*  +  (m  —  1)  é  a?  +  (m  —  2)  a  =  0. 

On  pourra  donc  savoir  combien  l'équation  proposée  a  de  racines 
réelles. 
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Cette  méthode  s'applique  à  l'équation  du  4®  degré  privée  de  son 
second  terme.  Soit  par  exemple  : 

a:*_15a?»  — 27  a? +  12  =  0; 

réquation  aux  inverses  est 

12  x*-T-27  a?»  -  15  jî*  + 1  =  0. 

L'équation  dérivée  relative  à  cette  dernière  équation 

16  a?»— 27  a?»  — 10ar  =  0 

5 
a  pour  racines  —  j^,  0  et  2. 


Substituons  à  x 


-«^-     ~Î6'      0,     2,     +00 


dans  le  polynôme 

12  a?*  — 27  a?»— 15a?«+l, 

on  trouve  les  signes  suivants  : 

+.      +,       +,     -,     +; 

donc  réqration  aux  inverses  a  une  racine  entre  0  et  2  et  une 
racine  plus  grande  que  2;  la  proposée  a  donc  une  racine  comprise 

1  1 

entre  0  et  ~  et  une  racine  plus  grande  que  -. 

676.  Condition  de  réalité  des  racines  de  l'éqaatlon  da 
3'  de^é.  —  Soit  f{x)  un  polynôme  du  3«  degré.  Pour  que 
l'équation  f{x)  =  0  ait  ses  trois  racines  réelles  et  inégales,  il  faut 
d'abord  que  les  deux  racines  a,  p  de  la  dérivée  soient  réelles  et,  de 
plus,  qu'elles  vérifient  l'inégalité 

fW'fi?)<0.  (1) 

Ainsi,  la  condition  précédente  est  nécessaire;  je  dis  qu'elle  est 
suffisante.  En  effet,  si  elle  est  remplie,  les  racines  a,  p  de  la  dérivée 
sont  réelles  et  inégales,  car  l'équation  f{x)  =  0  ayant  ses  coeffi- 
cients réels  par  hypothèse,  si  a  ei  p  étaient  imaginaires,  elles 
seraient  conjuguées,  donc  les  nombres  /*(«)  et  f{p)  seraient  iraagi- 
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naires  conjugués  et  leur  produit /"  («)./*  (|3)  serait  positif  ;  on  voit 
donc  déjà  que  «  et  ^  sont  réelles  ;  mais  je  dis  en  outre  que  les  ra- 
cines a  et  ^  sont  inégales,  car  autrement  le  produit /*(«).  f  Q3)  serait 
égal  à  !/(«)]*  et  par  suite  serait  positif. 

Cela  posé,  a  et^  étant  réelles  et  inégales,  soit«  <C^;  rinégalité(i) 
que  nous  supposons  remplie  exprime  que  TéquaUon  proposée 
a  une  racine  réelle  comprise  entre  «  et/};  elle  a  nécessairement 
une  seconde  racine  plus  petite  que  «,  sans  quoi  la  dérivée  n'aurait 
qu*une  seule  racine  réelle  plus  petite  que  la  plus  petite  racine  Je 
la  proposée,  ce  qui  est  impossible  (672)  ;  on  voit  de  même  que 
l'équation  /'(x)  =  0  a  une  racine  réelle  plus  grande  que  P\  elle  a 
donc  ses  trois  racines  réelles  et  inégales  et  séparées  par  «et /S; 
donc  la  condition  (i)  est  nécessaire  et  suffisante. 

Gela  posé,  soit  d*abord 

on  a 

les  racines  de  la  dérivée  sont  égales  et  de  signes  contraires. 
L'identité 

3  f{x)  sar/*{«)+2par  +  3f 
donne,  en  remarquant  que  /*  («)  =  0  et  /*'  (^)  =  0: 

Mais 

n 

«•  =  —  ^  ,  donc 
27A«)./^tf)=27ç«+4p^ 

La  condition  demandée  est  donc 

4  p»  +  27  ç«  <  0. 

Soit  maintenant 

/■(jp)  =ax»  +  34  a:»  +  3  c«  +  d. 

Posons 

F(ar,  y)sax»  +  3*ar«y  -f  3^apy«  +  df. 
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L*identité  d'Euler  donne 

1  1 

F  (a?,  y)  =  3  a:  F;  (ar,  y)  +  -  y  f;  {x,  a  ), 

c'est-à-dire 
F(x,y)  =  x(ax'  +  2bxy  +  cy^)  +  y(bx'  +  2cxy  +  dy^, 

et  en  faisant  y  =  1, 

fix)  =  x{ax^  +  2bx+c)  +{bx*  +  2cx+d). 

Soient  a,  p  les  racines  de  Téquation  f  (a?)  =  0,  en  remarquant 
que 

on  a 

Il  en  résulte  que  le  produit /*(«).  f{p)  est,  à  un  facteur  positif 
près  (qui  est  -^],  égal  au  résultant  des  deux  polynômes 

aa:*-h2*a?-}-c,    ba^  +  lcx  +  d, 
donc  la  condition  pour  que  l'équation 

aa?»-f36a:«  +  3ca?  +  d=rO 
ait  ses  trois  racines  réelles  et  inégales  est  la  suivante  : 

(ad  —  bcf  —  ^  (ac ^  b^)  {b d  —  i^X  0. 

Le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  le  discriminant  de  la 
fonction  homogène  F  (a?,  y).  Par  conséquent  : 

Pour  que  réquation  du  3«  degi'é  ail  ses  racines  réelles  et  inégales^ 
il  faut  et  il  suffit  que  le  discriminant  de  son  premier*  membre  rendu 
homogène  soit  négatif. 

TFIÉORÈME  DE  FOURIER 

877.  Le  nombre  n  de  racines  réelles  de  Véquation  algébrique  f{x)  =  0,  comprises 
entre  deux  nombres  a,  p  (a  <  ^)  est  au  plus  égal  au  nombre  de  variations  v  que  la 
suite 

fi"),      fi"),     /"'(a;) r(«)  (1) 
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présente  pour  a;  =  a,  diminué  du  nombre  de  variationt  v^  que  la  même  mile  préienie 
pour  Jt  =  p  ;  en  général^ 

k  étant  un  nombre  entier  positif. 
Ea  effet,  considérons  la  suite 

A«).  rw /<"^*);  (1) 

les  fonctions  entières  qui  la  composent  ne  peuvent  changer  de  signe  qu'en  s'annulant 
Supposons  que  x  varie  d'une  manière  continue  de  a  à  p. 
Soit  a  une  racine  d'ordre  p  de  multiplicité  de  l'équation  /(x]=:0.  On  peut  trouver 

un  nombre  h  tel  que  les  fonctions  /*(«),  T  (*)f /''"*  W  ®t  /**  (*)  conservent 

chacune  un  signe  invariable  dans  chacun  des  intervalles  dea— AàaetdeaÀa+/^; 
nous  savons  d'ailleurs  que  f}f)  (à)  est  différente  de  léro.  On  voit  que  dans  rinter- 

valle  de  a  -<-  A  à  a,  la  suite 

n^).  rw r^*M*)./^^w  (2) 

présente  p  variations;  dans  l'Intervalle  de  a  à  a-\-h  elle  n'en  présente  aucune  ;  de 

plus,  dans  l'intervale  de  a  —  A  à a+A,  la  fonction  f^^  (x)  conserve  son  signe;  donc 
quand  x  passe  de  a  —  A  à  a  +  Af  la  suite  (2)  perd  p  variations. 

En  second  lieu,  soit  a  une  racine  d'ordre  2p  de  l'équation  f*^^  {x)  =s  0,  a  n'étant 

pas  racine  de  /^^'^  (x)  =0.  Si  l'on  considère  la  suite 

/<«'(*).  /•'«+"(«) /"+'^'»(*),  '<'+*"(*), 

en  remarquant  que  f^^^  (x)  s'annule  sans  changer  de  signe,  on  voit  comme  plus 
haut  que  si  x  traverse,  en  croissant,  le  nombre  a,  cette  suite  perd  3 9  variations. 

Enfin  supposons  que  a  soit  racine  d'ordre  3/)  +  1  de  l'équation  /^^^  [x)  =r  0,  mais 

ne  soit  pas  racine  de  l'équation  f^^^  (x)  =  0  et  considérons  la  suite 

/<♦-"(*).  /"{«).  '<'+*'(«) /«+"V).  r<«+"^-"(*). 

et  considérons  les  intervalles  de  a  —  Aàaetdeaàa  +  A;  h  étant  choisi  de  façon 
qu'aucune  de  ces  fonctions  ne  change  de  signe  dans  l'un  ni  l'autre  de  ces  intervalles. 
Quand  on  passe  du  premier  au  second  de  ces  intervalles,  la  fonction  f^^^  (x)  change 
de  signe,  tandis  que  la  fonction  précédente  garde  le  sien  ;  par  conséquent,  si  les 
deux  premiers  termes  de  la  suite  sont  de  signes  contraires  dans  le  premier  inter> 
valle,  ils  seront  de  même  signe  dans  le  second,  et  la  suite  perdra  2p  +  2  varia- 
tions; si  les  deux  premiers  termes  sont  de  même  signe  dans  le  premier  intervalle,  ils 
seront  de  signes  contraires  dans  le  second  et  dans  ce  cas  la  suite  perdra  2p  varia- 
tions; dans  tous  les  cas  la  suite  perd  un  nombre  pair  de  variations  quand  «traverse, 
en  croissant,  une  racine  appartenant  à  l'une  des  fonctions  intermédiaires. 
Il  peut  arriver  que  a  soit  racine  des  équations 

Dans  ce  cas  quand  x  traverse  en  croissant  le  nombre  a,  il  résulte  de  ce  qui  précède 
que  la  suite  (1)  perdra  un  nombre  de  variations  égale  à  p  augmenté  d'un  nombre 
pair. 
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Donc  enfin,  quana  :p  crott  d'une  manière  continue  de  «  à  p,  la  suite  (i)  perd  un 
nombre  de  variations  égal  au  nombre  des  racines  réelles  comprises  entre  a  et  p, 
augmenté  d*nn  nombre  pair  ;  on  a  donc 

11  convient  de  remarquer  que  chaque  racine  est  comptée  autant  de  fois  quMl  y  a 
d'unités  dans  son  ordre  de  multiplicité. 

078.  Cas  oùl'éq[««iloB  f{x)  =  0  a  tontes  ses  racines  réelles.  —  Soient  fti, 
le  nombre  de  racines  réelles  plus  petites  que  a,  n  le  nombre  de  racines  réelles  com- 
prises entre  a  et  |)  et  n,  le  nombre  de  racines  réelles  plus  grandes  que  p. 

Remarquons  que 

v_«  =m    et    044»  =0; 
donc,  d'après  le  théorème  précédent, 

».  —  »p  =  n  +  2* 


d*où,  en  ajoutant, 


mais  par  hypothèse 


donc 


et  par  suite 


m  =  », +n  +  n,  +  2* +2  *'  +  «*"  ; 


ni  +  n+nts=m, 


/î=:ifc'=*'/  =  0, 


«=»«- V 


Remarque.  —  Le  théorème  de  Descarter,  est  une  conséquence  immédiate  du 
théorème  de  Fourier.  En  effet,  le  nombre  de  variations  de  la  suite  (i),  pour  x=  o, 
e3t  précisément  égal  au  nombre  de  variations  v  de  f{x),  et  comme  nous  Tavons  déjà 
dit,  o»  =  0  ;  donc,  si  Ton  nomme  p  le  nombre  de  racines  positives, 

v=p +2ft; 
et  si  les  racines  sont  toutes  réelles, 

Ossp. 
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679.  Définition  des  fonctions  de  Sturm.  —  Soit  f  (a?),  un 
polynôme  entier  en  x^  que  nous  supposons  premier  avec  sa  dérivée 
/"  (a:).  Posons  X  ^  f{x),  Xj  ^  /"  {x)  et  faisons  sur  X  et  X^  les  opéra- 
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fions  da  ptiis  grand  conuniin  diYisear,  mais  en  ehangetmt  m  ckaque 
opération  le  signe  du  reste,  de  sorte  que  chaque  reste  changé  de 
signe  soit  le  diviseur  dans  Topération  suivante.  En  un  mot,  nous 
obtiendrons  des  fonctions  X„  Xg ^  définies  par  les  identités  : 

X  =  X,  Q.  -  X, 
X,  =  X,Q.-X, 
X,  =  X.Q,-X, 

(l) 


—  ^w-i  Q«— I  —  X| 


Nous  supposons  les  divisions  successives  effectuées  suivant  les 
puissances  décroissantes»  de  sorte  que  les  degrés  des  polynômes 

X,  X|,X,, vont  en  décroissant.  Tout  polynôme  qui  divise  X  etX, 

divise  X,,  et  tout  polynôme  qui  divise  X|  et  X,  divise  X,  et  ainsi  de 
suite.  On  voit  bien  que  les  changements  de  signe  ne  modifient  en 
rien  les  raisonnements  que  nous  avons  faits  dans  la  recherche  du 
plus  grand  commun  diviseur  par  la  méthode  des  divisions  succes- 
sives. D'où  il  résulte  que  les  polynômes  donnés  X  et  X|  étant  pre- 
miers entre  eux,  la  suite  des  opérations  conduira  nécessaire- 
ment à  un  reste  —  X.,  indépendant  de  x  et  différent  de  zéro.  Les 
fonctions 

■^»  ■^ï  ^ï -«Il  [•*) 

jouissent  de  propriétés  caractéristiques  que  nous  allons  établir. 

l**  Chacune  des  fonctions  de  la  suite  (2)  est  continue. 

2*  Le  dernier  terme  Xn  a  un  signe  invariable, 

3*  Deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  s^annuler  pour  une  même 
valeur  de  x. 

4*  Si  une  fonction  X,  est  nulle  pour  uue  valeur  déterminée 
de  X,  les  deux  fonctions  qui  la  comprennent^  savoir  TLp-t  et  \p^i 
ont  pour  cette  valeur  de  x  des  valeurs  différentes  de  zéro  et  de  signes 
contra^'res, 

5*  Enfin,  quand  x  traverse^  en  croissant^  une  racine  de  Véquation 

X- 

X  =  0,  &  rapport  ^  passe  du  signe  —  au  signe  +,  ou,  comme  on  dity 

éprouve  une  variation  ascendante. 

Les  deux  premières  propriétés  sont  évidentes,  puisque  les  termes 
de  la  suite  (1)  sont  des  polynômes  entiers  et  que  le  dernier  est  unp 
constante  numérique  d'ailleurs  différente  de  zéro. 
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L'identité 

A|»_i  ^  Xp  {If,  —  Ap^i 

montre  que  si  les  équations  Xp  =  0,  X^^^i  =  0  avaient  une  racine 
commune  Xq,  cette  racine  appartiendrait  aussi  à  Téquation  Xp.i=0. 
On  verrait  de  même  que  Xp  et  X^-i  étant  nulles  pour  x  =  Xq,  la 
fonction  Xp.2  serait  nulle  aussi  pour  x  =  x^,  et  ainsi  de  suite  ;  de 
sorte  qu*en  remontant  jusqu*à  X  et  X|,  ces  deux  polynômes  se- 
raient nuls  pour  x  =  j-<j,  ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse,  à 
savoir  que  X  etX|  sont  premiers  entre  eux.  On  peut  dire  également 
que  siXp  et  Xp+i  étaient  nulles  pourx  =  x^,  \p^2  serait  également 
nulle  pour  x  =  x^;  de  même  Xp^-i  et  Xp^i  étant  nulles,  il  en  serait 
de  même  de  Xp4^,  et  ainsi  de  suite  ;  on  arriverait  ainsi  à  cette  conclu- 
sion :  Xn  =  0,  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse. 

Pour  démontrer  la  quatrième  propriété,  remarquons  que  si  XpCst 
nulle  pour  x  =  x^,  l'identité 


Xp— 1  ==  Xp  Q»  ■—  X 


p+i 


ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  si  nous  donnons  à  x  la  valeur  Xq, 
Xp_i,  Xp,Xp^.i  prendront  des  valeurs  numériques  Ap-i,0,Ap+i  devant 
vérifier  cette  identité,  de  sorte  que 


A«_i  =  —  A 


Enfin,  la  dernière  propriété  a  déjà  été  établie. 
Gela  posé,  nous  appellerons  suite  de  Sturm^  toute  suite  de  fonc- 
tions de  la  variable  x,  soient 

X,   \j,   Xj»  X3,   ....•  Xn, 

satisfaisant  aux  cinq  conditions  précédentes;  la  dernière  fonction 
X»  étant  assujettie  seulement  à  conserver  un  signe  invariable,  au 
moins  quand  la  variable  x  varie  dans  un  intervalle  donné. 

Cela  posé,  voici  le  théorème  de  Sturm  : 

680.  Le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  algébrique  f  (x)  =  0, 
comprises  entre  deux  nombres  réels  «,  J3,  est  égal  au  nombre  de  varia- 
tions perdues  par  la  suite  des  fonctions  de  Sturm  relative  à  f{x),  quand 
on  substitue  à  x  le  nombre  a  puis  le  nombre  /3,  en  supposant  «  <  ]3. 

Supposons  d'abord  que  Téquation  f{x)  »■  0  n'ait  que  des  racines 
simples.  Nous  posons  X  =  f{x),  X,  =  f  (x)  et  nous  formons  la  suite 
de  Sturm  comme  il  a  été  dit  plus  haut. 

En  supposant  a<p  imaginonsque  x  varie  d'une  manièrecontiuue 
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de  a  à  p,  et  supposons,  en  outre,  que  «  ni  p  ne  soient  racines  de 
réquation  proposée.  Désignons  par  v  le  nombre  de  variations  que 
présente  la  suite  : 

iL,  A|,  &{, Am 

pour  une  valeur  donnée  x  de  la  variable.  Il  est  clair  que  quand  x 
varie  d*une  manière  continue,  le  nombre  de  variations  v,  ne  peut 
changer  que  si  Tune  ou  plusieurs  des  fonctions  de  la  suite  de  Sturm 
changent  de  signe. 

Par  hypothèse,  la  dernière  fonction  X«,  qui  se  réduit  à  une  cons- 
tante dans  le  cas  présent,  conserve  un  signe  invariable. 

Soit  x^  une  racine  de  Téquation  X,  =  0.  On  peut  déterminer  un 
nombre  positif  A  tel  que  dans  Tintervalle  dex^—  hkx^+h  aucun 
des  deux  polynômes  Xj^^i ,  X^i  ne  change  de  signe,  puisque  ces 
polynômes  sont  différents  de  zéro  pour  x=amx^;  or,  pour  cette 
valeur,  X^-i  et  X^i  ont  des  signes  contraires  ;  il  en  sera  de  même 
pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  x,  —  A  et  x^  -f  A,  par  consé- 
quent, pour  une  valeur  quelconque  de  x  appartenant  à  cet  inter- 
valle, les  trois  fonctions 

présenteront  une  variation  et  une  seule,  puisque  les  termes 
extrêmes  \p^i  et  yij^  ont  des  signes  différents,  et  cela  est  vrai 
encore  pour  x  =  x,,  bien  que  pour  cette  valeur  Xp  soit  nulle.  Donc, 
quand  x  traverse,  en  croissant,  une  valeur  annulant  une  fonction 
intermédiaire,  le  nombre  de  variations  de  la  suite  de  Sturm  n*est 
pas  modifié. 

Considérons  enfin  une  racine  de  Téquation  X  =  0,  comprise 
entre  «  et  p  et  soit  a  cette  racine.  Nous  savons  que  Ton  peut  déter- 
miner un  nombre  positif  A  tel  que  dans  l'intervalle  de  a  — A  à  a, 

X 

le  rapport  =~  ait  le  signe  — ,  et  que  ce  même  rapport  ait  le  signe  -f- 

dans  l'intervalle  de  a  à  a  -f  A.  De  sorte  que,  quand  x  traverse,  en 
croissant,  une  racine  de  Téquation  X  =  0,  la  suite  perd  une  varia* 
tion  qui  était  placée  entre  les  deux  premiers  termes  X  et  X^.  S*il 
arrivait  d'ailleurs  que  a  fût  en  même  temps  racine  d'une  équation 
telle  que  X,  =  0  (p  >  l),cette  conclusion  ne  serait  pas  modifiée  :  on 
s  en  assure  aisément.  Donc  la  suite  de  Sturm  perd  une  variation 
chaque  fois  que  x  traverse,  en  croissant,  une  racine  de  l'équation 
f{x)  =  0,  et  n'en  perd  que  dans  ce  cas;  en  outre,  elle  n'en  gagne 
jamais;  le  nombre  de  variations  perdues  par  la  suite  quand  x  croit 
de  a  à  p  est  donc  égal  exactement  au  nombre  des  racines  réelles  de 
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réquation  proposée,  qui  sont  comprises  entre  a  et  P,  de  sorte  que 
si  N  désigne  ce  nombre, 

N  =  tj^  —  v^. 

681.  Remarques.  —  l""  Les  calculs  que  Ton  doit  faire  pour  former 
la  suite  de  Sturm  sont,  en  général,  compliqués;  il  importe  donc  de 
rechercher  toutes  les  simplifications  possibles.  Pour  éviter  des 
coefficients  fractionnaires,  il  est  souvent  utile  de  multiplier  tous 
les  termes  d^une  des  fonctions  par  un  même  nombre,  ou  de  diviser, 
si  cela  est  possible,  tous  ces  termes  par  un  même  nombre.  Nous 
savons  déjà  que  ces  opérations  sont  permises  quand  il  s'agit  seule- 
ment de  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes 
X,  X|;  mais  dans  le  cas  présent,  on  ne  peut  évidemment  pas 
changer  le  signe  d*une  fonction  quelconque  X^;  on  ne  devra  donc 
employer  que  des  multiplicateurs  ou  des  diviseurs  positifs.  Ainsi 
on  pourra  remplacer,  si  cela  est  utile,  Xp  par  k  X,,  pourvu  que  k  soit 
indépendant  de  x  et  positif. 

2*  Il  peut  arriver  que  Tune  des  fonctions  intermédiaires  Xp  con- 
serve un  signe  invariable  dans  Tintervalle  [a,  3).  Il  est  évident  que 
la  démonstration  que  nous  avons  donnée  s'applique  entièrement 
à  la  suite 

X,    X|, A;,, 

qui  jouit  des  cinq  propriétés  fondamentales.  Il  en  résulte  que  Ton 
peut  arrêter  la  suite  des  opérations  lorsqu*on  parvient  à  un  poly- 
nôme dont  le  signe  reste  invariable  quand  x  varie  entre  «  et  p.  Par 
exemple,  si  Ton  arrive  à  un  polynôme  n*ayant  que  des  racines 
imaginaires  ou  des  racines  d*ordre  pair,  ou  encore  n^ayant  aucune 
racine  comprise  entre  a  et  3,on  peut  arrêter  la  suite  à  ce  polynôme. 
3^  Supposons  qu'un  des  polynômes  de  la  suite  soit  le  produit  de 
deux  polynômes  dont  Tun  conserve  un  signe  invariable  quand  x 
varie  entre  «  etp;  soit,  par  exemple, 

XpsY.Z, 

Z  conservant  un  signe  invariable.  On  peut  simplifier  la  suite  des 
opérations  en  divisant  Xp.i  par  Y,  de  sorte  que  Ton  aura  : 

Xp.i  =  Y  ?  -  Y, 
Y  ^  Y,?.  --  Y, 
Yt     ^Y,^,-Y3 


Y,u_2  ==  \r-l  Jr-i  —  ir. 

II.  ^  V.  ■UWiaOMVUU.  .—  ALOtSU.  26 
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On  aura  ainsi  à  considérer  la  suile 

Il  s'agit  d'établir  que  les  propriétés  des  fonctio  is  de  Sturni 
subsistent. 
On  a 

on  voit  ainsi  que  si  Xp.j  est  nulle  pour  x  =  x^,  Xp_,  el  YZ  ont  des 
valeurs  de  signes  contraires,  donc  il  en  est  de  même  de  Xp-,  et  Y 
Les  autres  vérifications  n'offrent  aucune  difficulté. 

i?  Supposons  enfin  que  a  et  |S  soient  racines  de  Téquation  f{x)  =  0, 
et  proposons-nous  de  trouver  le  nombre  N  des  racines  réelles  de 
Téquation  proposée  qui  sont  comprises  entre  «  et/9  (sans  compter 
a  ni  /S).  Pour  cela,  h  désignant  un  nombre  positif  tel  que  Téquation 
n^ait  aucune  racine  entre  «  et  a  -{-  ^>  ni  aucune  racine  entre  /3  —  A 
et  p,  et  supposant  d'ailleurs 

on  a 

?I  =  »,^*  —  t'A-*; 

mais  dax  =1  aiix  =  »-{'  h,\GiX^  ont  le  même  signe,  tandis  que 
de  a;  =  |3  —  A  &  â?  =  ^,  X  et  X|  ont  des  signes  contraires,  donc, 
t7,.A  =  Va  etr^A  =  r?  +  1  ®'  psir  suite 

N  =  r«  —  r^  —  1. 

On  voit  de  même  que  si  f{a)  =  Oeif{p)  ^  0, 

N  =  t?«  —  ot, 

N  =  v«  —  w^  — 1. 

682.  Cas  où  réquation  /  (x)  =  0  a  des  racines  multiples. 

—  Si  l'équation  X  =  0  a  des  racines  multiples,  X  et  sa  dérivée  X| 
ont  un  plus  grand  commun  diviseur.  Si  nous  procédons  comme 
dans  le  premier  cas,  nous  obtiendrons,  en  changeant  dans  chaque 
division  le  signe  du  reste  obtenu,  des  identités  pareilles  aux  iden- 
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tités  (1)  ;  il  n'y  aura  de  change  que  ceci  :  on  arrivera  à  un  resle  X,^., 
identique  à  zéro,  de  sorte  que  Xn  sera  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  X  etX|.  On  obtiendra  donc  une  suite  de  polynômes 

A,   \j,   Aj, An— I  An  (o) 

à  laquelle  on  ne  pourrait  appliquer  les  raisonnements  qu*on  a  faits 
dans  le  premier  cas  que  si  1  équation  X  =  0  n'avait  que  des  racines 
simpSds  entre  «  et  p. 

Or,  si  nous  divisons  tous  les  polynômes  de  la  suite  (3)  par  le 
polynôme  Xn,  qui  est  un  diviseur  de  chacun  des  polynômes  de  la 

X 

suite,  et  si  nous  posons  Yp  =^,  nous  obtiendrons  une  nouvelle 

Xn 

suite 

Y,  Y„  Y., Yn-,,  1      •  (4) 

qui  jouit  de  toutes  les  propriétés  des  fonctions  de  Sturm. 

En  effet,  il  n'y  a  évidemment  à  vérifier  que  les  trois  dernières. 
Or,  ridentité 

XjH-4  ^  Xp  0^       Xj>+^ 

donne,  en  divisant  les  deux  membres  par  Xn  : 

Yp-i  ^  Tp  Q,  —  Yp+i, 

ce  qui  permet  d'établir  la  3®  et  la  4®  propriété;  enfin  la  dernière  se 
déduit  de  l'identité 

L  =  I« 

Y  "  X* 

On  aura  donc  le  nombre  de  racines  réelles,  distinctes^  de  l'équa- 
tion f{x)  =  0,  qui  sont  comprises  entre  «  et  p,  en  calculant  le 
nombre  de  variations  perdues  par  la  suite  (4)  quand  x  croît  de 
a  à  p.  Mais  il  est  inutile  de  former  la  suite  (4),  car  si  X»  est  positif 
pour  :r  ==  a,  les  termes  de  la  suite  (3)  auront  les  mêmes  signes  que 
ceux  de  la  suite  (4)  quand  x  =  a,  et  si  Xn  est  négatif  pour  or  =  a, 
tous  les  signes  seront  changés;  dans  les  deux  cas  les  nombres  de 
variations  présentées  par  les  deux  suites  sont  les  mêmes  ;  on  peut 
faire  la  même  remarque  pour  ^,  donc  on  a  toujours 

N  =  V,  —  vp, 
V,  et  vp  étant  relalifs  {i  la  suite  (3). 
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n  conrient  de  ne  pas  oublier  que  N  désigne  alors  le  nombre  de 
racines  distinctes  comprises  entre  c  et  p.  Si,  par  exemple,  dans 
cet  intervalle,  Téquation  a  une  racine  double  a  et  une  racine 
triple  6,  on  aura  N  =  2. 

683.  Application. —  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qû*une  équation  algébrique  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales. 

Soit  f[x)=:0  une  équation  de  degré  m;  pour  que  cette  équation 
ait  toutes  ses  racines  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que  la  suite  de  Sturm 
perde  m  variations  quand  on  substitue  successivement  —  o)  et 
+  <». 

Le  polynôme  X^/*(x)  étant  du  degré  m,  et  sa  dérivée  X|  du 
degré  m  —  1,  X,  sera  au  plus  de  degré  m  —  2,  et  ainsi  de  suite  ; 
donc,  la  suite  se  composera  au  plus  ie  m-\-  i  termes,  de  sorte  que 
pour  x  =  —  00,  le  nombre  de  variations  sera  au  plus  égal  à  m.  On 
voit  donc  déjà  que  la  suite  de  Sturm  doit  être  complète  et  ne  doit 
présenter  que  des  variations  pour  x=z —  oo,  et  que  des  permanences 
pour  X  =  +  00.  Mais  pour  x  =  -}-  oc,  un  polynôme  ordonné  suivant 
les  puissances  décroissantes  a  le  même  signe  que  le  coefficient  de 
son  premier  terme;  donc  les  coefficients  des  premiers  termes  des 
polynômes  de  la  suite  doivent  avoir  les  mêmes  signes.  Ces  condi- 
tions sont  nécessaires  ;  je  dis  qu'elles  sont  suffisantes,  c^est-à-dire 
que  si  la  suite  de  Sturm  est  complète  et  si  les  coefficients  des  pre- 
miers termes  de  chacun  des  polynômes  de  la  suite  ont  tous  le  même 
signe,  l'équation  proposée  aura  toutes  ses  racines  réelles  et 
inégales. 

En  effet,  puisque  Ton  substitue  —  œei  -{-oo^on  peut  se  borner  à 
considérer  le  premier  terme  de  chaque  polynôme;  mais  les  coeffi* 
cients  ont  tous  le  même  signe  ;  on  peut  donc,  puisque,  en  outre 
la  suite  est  complète,  remplacer  la  suite  de  Sturm  par  la  suivante  : 


X",  3r-\  a-^,  X,  1. 

Or,  cette  suite  perd  manifestement  m  variations   quand  on  y 
substitue  —  oo  puis  +  oo. 

Si  Ton  remarque  que  le  coefficient  de  x^  dans  X,  et  celui  de 
x^*  dans  Xj  ont  le  même  signe,  on  aura  à  écrire  m  —  1  inégalités 
pour  exprimer  qu'une  équation  de  degré  m  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  inégales. 

684.  Exemple.  —  Soit 

X  ^  ox*  +  3bx*  +  3ca?  +  d  ; 
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OD  trouve 

X|  ^  ax*  +  ^bx  +  c 

2(6«  --  ac)x  ^  bc  —  ad 

a 
a(bc'-  gd)«  —  46 (bc -^  ad)  (b*  —  ac)  +  4c(6«  —  flc)\ 

•  (6*  -  ac)« 

On  a  pris  pour  Xi  la  dérivée  de  X  divisée  par  3. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  Téquation  proposée  ait  se6  trois 
racines  réelles  et  inégales  sont  les  suivantes,  a  étant  supposé  différent  de  zéro  : 

^*  —  ac  >  0, 
et 

a*  {bc  —  ad)*  —  iab  (bc  —  ad)  (6«  —  ac)  +  Aac{b*  —  ac)*  <  0. 

-  Puisque  les  coefficients  des  premiers  termes  doivent  avoir  le  signe  de  a.  On  a 
ainsi  deux  conditions  qui  se  ramènent  à  une  seule,  car  la  seconde  inégalité  peut 
être  mise  sous  la  forme  : 

[aibc—  ad)  — 26 (A«  —ac)]*  — 4 (6«  —ac)»  <0; 

cette  dernière  condition  exige  évidemment  que  6*  —  ac  soit  positif. 
Remarque.  —  On  a  identiquement  : 

a*(6c  —  ad)*  —  Aab{bc  —  ad)  (6*  —  ac)  +  4ac(6«  —  ac)^ 
=  a»  [{ad  —  6c)*  —  4(ac  —  b*){bd  —  c»)]. 

On  trouve  donc  la  même  condition  qu'en  appliquant  le  théorème  de  Rolle. 

685.  Généralisation  du  théorème  de  Sturm.  —  Soit  X 
une  fonction  continue  de  x  ;  supposons  que  par  un  moyen  quel- 
conque on  puisse  former  une  suite  de  Sturm  commençant  par  X, 

ces  fonctions  jouissant  de  toutes  les  propriétés  des  fonctions  de 
Sturm;  on  peut  lui  appliquer  le  raisonnement  que  nous  avons 
fait  dans  le  cas  oiiX  est  un  polynôme  entier,  et  par  conséquent  le 
nombre  N  de  racines  réelles  de  l'équation  X  =  0,  comprises  entre 
«  et  P,  sera  encore  égal  à  la  différence  v«  —  t?p,  c'est-à-dire  au 
nombre  des  variations  joerJti^s  par  la  suite,  quand  on  y  fait  x  =  a 
puis  x=p,  OL  étant  supposé  plus  petit  que  /3. 

Supposons  maintenant  que  la  suite  (1)  satisfasse  aux  quatre 

X 

premières  propriétés  seulement,  mais  que  le  rapport  ^  passe  du 

signe  +  au  signe  — ,  c'est-à-dire  éprouve  une  variation  descen- 
dante quand  x  atteint  et  dépasse  une  racine  de  l'équation  X  =  0. 
Alors  il  n'y  aura  qu'à  modifier  légèrement  le  raisonnement  du 
numéro 680;  chaque  fois  que  x  traverse,  en  croissant,  une  racine  de 
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réquation  X  =  0,  la  suite  gagne  une  variation,  elle  n'en  gagne 
que  dans  ce  cas,  et  n'en  perd  jamais;  donc  on  a 

le  nombre  des  racines  réelles  comprises  entre  a  et  f  est  alors  égal 
au  nombre  de  variations  gagnées  par  la  suite,  quand  on  substitue  a 
puis  /9. 

Enfin,  supposons  que  Ton  ne  sache  rien  de  ce  qui  se  passe 
quand  x  atteint  et  dépasse  une  racine  de  l'équation  X  ==  0.  Soit  N 
le  nombre  des  racines  réelles  de  Téquation  X  =  0,  qui  sont  com- 
prises entre  «  et  /3  («  <p),  et  qui  correspondent  à  une  variation 

ascendante  du  rapport  —  ;  soit  N'  le  nombre  des  racines  réelles 

comprises  entre  «  et  ^  et  correspondant  à  une  variation  descendante 

\ 
du  môme  rapport  -—,  enfin  soit  K*  le  nombre  des  racines  com- 

prises  entre  a  et  /S  et  telles  que  le  rapport  — *  ne  change  pas  de  signe 

A. 

quand  x  atteint  et  dépasse  Tune  de  ces  racines.  Il  résulte  de  ce  qui 
précède  que  si  x  croît  de  «  à  |S,  la  suite  perdra  N  variations  et  en 
gagnera  N',  de  sorte  que  si  N  est  plus  grand  que  N',  y*  sera  plus 
grand  que  vp,  et  l'on  aura 

N  —  N'  =  D«  — -  v^. 

Si  N  est  plus  petit  que  N',  on  aura 

N  —  N  =  Vfi  —  Vu, 

et  si  N  =  N',  on  aura 

N  —  N'  =  r.  —  ©p  =  0. 

On  peut  écrire  dans  tous  les  cas 

Or,  N  ^-  N'  +  N"  est  au  moins  égal  à  |  N  —  N'  |  ,  par  suite 

N  +  N'  +  N"  >  I  r.  —  t;^  I  . 

Le  nombre  de  racines  réelles  comprises  entre  «  et  jS  est  alors  au 
moins  égal  à  la  valeur  absolue  de  la  différence  v.  —  vp,  c'est-à-dire 
à  la  pet'te  ou  au  gain  de  variations  de  la  suite  (l). 


THÉORÈME  DE  STL'RM  «07 

<ias  particulier.  —  X  est  un  polynôme  de  degré  »i;  on  a  fornuS 
une  suite  de  Sturm  satisfaisant  aux  quatre  premières  conditions, 

X 

mais  on  ne  sait  rien  concernant  le  rapport  -^  ;  si  la  suite  perd  m 

variations,  quand  x  varie  de  «  à  /3  («  <  jS),  Téquation  X  =  0  a  au 
moins  m  racines  réelles;  or,  clic  est  du  degré  m,  donc  toutes  ses 
racines  sont  réelles  et  comprises  entre  «  et  ]5,  et  de  plus,  quand  x 

atteint  et  dépasse  l'une  quelconque  de  ces  racines,—'  éprouve  une 

variation  ascendante.  Si  au  contraire  la  suite  a  gagné  m  variations, 
on  voit  de  même  que  toutes  les  racines  sont  réelles  et  correspondent 

X 

chacune  à  une  variation  descendante  de  ~. 

686.  Corollaire.  —  X  étant  un  polynôme  entier  de  degré  vu  si 
féquation  X  =  0  a  iofjtes  ses  racines  rrelles  et  inégales^  il  en  est  de 
même  de  l'équation  Xj,  z=  {);  les  racines  de  V équation  X;,  =  0  sont 
séparées  par  celles  de  X^^i  =  0,  X,,  et  X,,_i  désignant  deux  polynômes 
consécutifs  quelconques  de  la  suite  de  Siurm  ;  enfin  lorsque  x  croît  de 
—  00  à -\- celles  variations  de  la  suite  se  déplacent  de  droite  à  gauche. 

Nous  supposons  qu'on  ait  formé  la  suite  de  Sturm  fournie  par  le 
procédé  indiqué  au  n®  679.  Puisque  X  =  0  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  inégales,  la  suite  est  complète  et  les  coefficients  de  tous 
les  premiers  termes  ont  le  même  signe.  DoncX^est  de  degré  m — p^ 
et  la  suite 

A;/  A|)^i  , Xntf 

qui  satisfait  aux  quatre  premières  propriétés,  perd  m  —  p  varia- 
tions quand  x  varie  de  —  oo  à  +  oo  ;  donc,  puisque  X;,  est  pré- 
cisément de  degré  m  —  p,  Téquation  Xj,  =  0  a  toutes  ses  racines 

X 

réelles  et  inégales  et  le  rapport  :^r-^  passe  du  signe  —  au  signe  +> 

chaque  fois  que  x  atteint  et  dépasse  une  racine  de  Téquation  X;,=  0. 
11  en  résulte  que  X;,^.,  joue  à  Tégard  de  Xp  le  même  rôle  que  sa 
dérivée,  d'où  ion  conclut  que  les  racines  de  Féquation  X;,=0  sépa- 
rent celles  de  X;^.!  =  0,  qui  sont  également  réelles  et  inégales 
en  vertu  du  même  raisonnement;  on  voit  de  même  que  les 
racines  de  Xp_i  =  0  sont  toutes  réelles  et  inégales  et  séparent 
celles  de  X^,  =  0. 

Enfin,  soit  a  une  racine  réelle  de  l'équation  Xji=  0;  détermi- 
nons un  nombre  positif  /«,  tel  que  les  équations  Xp-i  =  0,  X^,  =  0, 
Xp^i  ==  0  n'aient  aucune  racine  dans  chacun  des  deux  intervalles 
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(o  —  A,  a)  et  (a,  a-^  h);  nous  pouvous  former  le  tableau  suivant 


X 

Xji«i 

X, 

a— A 

+ 

+ 

a 

+ 

0 

+ 

— 

a  +  h 

^/»-H 


dans  lequel  nous  inscrivons  le  signe  de  chacun  des  trois  poly- 
nômes X,_i,  X,,  X|^fi  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  —  A 
et  a,  et  pour  une  valeur  comprise  entre  a  et  a  -f~  À. 
Quand  x  atteint  et  dépasse  a,  Xp  s^annule  en  changeant  de  signe; 


supposons  que  Xj,  passe  du  signe  -f  ^u  signe  —  ;  le  rapport 


X, 

devant  passer  du  signe  —  au  signe  -}-,  la  fonction  Xp+i  aura  le 
signe  —  de  a  —  Aà  a  +  A;  en  particulier,  pour  x  =  a  elle  est 
négative  ;  mais  X^^  étant  nul  pour  x  =  a,  \p^i  et  Xp+i  doivent  avoir 
pour  x  =  a  des  signes  contraires;  doncXp.i  est  positif  dans  l'inter- 
valle de  a  —  A  à  a  -^  A;  on  voit  donc  que  si  x  passe  de  a  —  A  à 
a  4"  A,  la  variation  qui  était  entre  Xp  et  Xp+i  se  déplace  et  vient  se 
former  entre  Xp_i  et  Xp  ;  elle  se  déplace  de  droite  à  gauche.  On 
ferait  un  raisonnement  identique  si  Xp  passait  du  signe  —  au 
signe  +. 

687.  Cas  où  tontes  les  racines  de  Téqnation  alg^ébriqne 
f{x)  =  0  sont  réelles.  —  Nous  avons  déjà  vu  que  dans  ce  cas  la 
suite  des  dérivées  peut  remplacer  les  fonctions  de  Sturm.  On  peut 
le  vérifier  directement. 

Le  nombre  des  racines  réelles  de  Téquation  f{x)  =  0,  qui  sont 
supérieures  à  a,  est  évidemment  le  même  que  le  nombre  des 
racines  positives  de  Téquation /*  (« -^  x)  =  0.  Cette  dernière  peut 
s'écrire  : 

f  («) + x/-  («) + j^  r  («)  + + Ij  f""  w = 0. 

Or,  si  l'équation  /(or)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de 
même  de  Téquation  /*(«  -f-  x)  =  0,  dont  les  racines  sont  égales  à 
celles  de  la  proposée  diminuées  de  a.  Donc,  en  vertu  du  théo- 
rème de  Descartes,  appliqué  à  une  équation  ayant  toutes  ses  ra- 
cines réelles,  le  nombre  des  racines  positives  de  la  seconde  équa* 
tion  est  égal  au  nombre  ^^  variations  du  premier  membre  de 
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cette  équation,  mais  ce  nombre  de  variations  est  le  même  que  celui 
de  la  suite 

f  (x),  f  (x),  r  {X) ....       /^-'  (x)  /-'«'(x),  (1) 

pour  X  =  «. 

On  verra  de  la  même  manière  que  le  nombre  des  racines  réelles 
de  réquation  f[x)z=zQ  qui  sont  supérieures  à  /3,  est  égal  au 
nombre  de  variations  que  présente  la  même  suite  (1)  pour  a?  =  p; 
par  suite,  si  «  est  inférieur  à  ^,  le  nombre  des  racines  réelles  de 
f[x)  =0,  comprises  entre  «  et  p,  est  égal  au  nombre  des  variations 
perdues  par  la  suite  (1)  quand  or  prend  successivement  les  valeurs 
«et/5. 

Au  surplus,  on  peut  prouver  que,  dans  le  cas  présent,  la  suite  (1) 
est  une  suite  de  Sturm. 

Il  est  évident  qu'il  n'y  a  que  deux  propriétés  des  fonctions  de 
Sturm  à  vérifier,  qui  sont  les  suivantes  :  !<>  deux  dérivées  consécu- 
tives/>"*  {x)y  fix)  ne  peuvent  être  nulles  pour  une  même  valeur 
ade  x,k  moins  que  cette  valeur  de  x  n'annule  la  suite 

/•w,rw,rw f^H^\ 

et  2«  si  f^^'^  (a)  =  0,  /^"**  (a)  et  /*^>  (a)  ont  des  signes  contraires,  en 
faisant  la  même  réserve  que  dans  le  premier  cas. 
Effectivement,  si  Ton  avait 

p-'  {a]  ^  0,  f^'  (a)  =  0,  fp  {a)  =  0. 

réquation 

aurait  une  lacune  de  deux  termes  ;  elle  aurait  donc  des  racines 
imaginaires,  et  par  suite  réquation  proposée  en  aurait  également. 

On  voit  de  même  que  si  Ton  suppose  /*'  (a)  =  0,  il  faut  que 
/^*  (a)  et  fp-^  {a)  aient  des  lignes  contraires,  sans  quoi  l'équa- 
tion (2)  aurait  une  lacune  d'un  terme  entre  deux  termes  de  même 
signe,  etc. 

Enfin  quand  x  traverse,  en  croissant,  une  racine  a  de  l'équation 
f(x)  =  0,  la  suite  (1)  perd  p  variations,  p  étant  Tordre  de  multi- 
plicité de  la  racine  a;  donc  si  v.  et  v^  désignent  les  nombres  de 
variations  de  la  suite  (1]  pour  x  =  «  et  pour  a?  =  P,  et  si  N  désigne 
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le  nombre  des  racines  réelles  de  /*(x)  =  0,  comprises  entre  «  et  P, 
mais  chacune  étant  comptée  avec  son  degré  de  multiplicité,  on  a 

a  étant  supposé  inférieur  à  p, 

EXERCICES. 

1.  Si  le  produit  /'(j:)  (x  — •  a),  a  étant  positif  et  f{x)  désignant  un  polynôme  entier 
en  X,  présente  un  nombre  de  variations  égal  dv+ïik  +  iyV  étant  le  nombre  de 
variations  de  fix),  l'équation  f{x)=  0  a  au  moins  2  k  racines  imaginaires. 

—  On  remarquera  que  le  nombre  des  racines  positives  est  au  plus  égala  v  et  celui 
des  racines  négatives  au  plus  égal  àm+l— (d4-2A+  l)oum  —  w  —  2A. 

2.  Trouver,  <^  l'aide  du  théorème  de  Descartes,  une  limite  supérieure  du  nombre 
des  racines  réelles  de  l'équation  f{x)  =  0,  comprises  entre  a  et  b. 

—  On  fait  la  substitution 

a  —  X 

(Jaoobi.) 

3.  Si  une  équation  f(x)  =;  0,  de  degré  m  et  pourvue  d'un  terme  constant,  a  un 
nombre  de  termes  égal  à  g,  le  nombre  total  des  racines  réelles  de  cette  équation  est 
au  plus  '2  (7  —  1)  si  m  est  pair  et  2  9  —  3  si  m  est  impair. 

A.  Si  l'on  multiplie  f{x)  par  x  +  <z,  a  étant  positif,  le  nombre  des  variations  peut 
rester  le  môme  ou  diminuer;  dans  ce  cas  il  diminue  d'un  nombre  pair. 

5.  Si  f{x)  (x  -|-  a;  a  2  k  variations  de  moins  que  /"(r),  l'équation  f(x)  =  0  a  au 
moins  2  k  racines  imaginaires. 

6.  Si  quatre  coefficients  consécutifs  de  l'équation /'(x)=0  sont  en  progression 
arithmétique,  cette  équation  a  nécessairement  des  racines  imaginaires. 

—  On  remarque  que  le  produit  f{x)  (or*  —  2x  -f  i)  aura  une  lacune  de  deux 
termes. 

(Énoncé  par  M.  Ch.  llermitc,  élève  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Louis- 
le-Grand,  dans  sa  composition  du  concours  général  en  184?.} 

7.  Si  l'équation 

Ax'^H-  ...M  +  Dx'+Ez'-*+Fj^*+Ga:»^'+ =0 

a  toutes  ses  racines  réelles,  on  a 

(DG  — EF)«  —4  (E*  —  D  F)(F»  —  EG)<0. 

(E.  CiTALAK.) 

—  On  multiplie  f{x)  par  {x  —  a)  (x—  6)  et  Ton  détermine  a  et  6  de  manière  à  faire 
disparaître  deux  termes  consécutifs.  L'équation  qui  donne  a  eib  doit  avoir  ses 
racines  imaginaires. 

8.  Si  l'équation 

A.x^+A.x'^-'-f  A,x— *-f.  ...+  A^^,x'»-''+*  +  A^x'"-''  +  A^jx'"-''-*+...=0 
a  tout(*s  ses  racines  réelles,  on  a 

Ap  —  A^_|.  A^i  >  0. 

(l'abbé  DE  GuA.) 
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9  On  pose 

et 

Montrer,  en  appliquant  le  théorème  de  Kolle.  queTéquation  X,  =:  G  a  toutes  ses 
racines  réelles,  inégales,  et  comprises  entre  —  i  et  +  i- 

10.  Démontrer  la  même  proposition  en  s'appuyant  sur  le  théorème  de  Sturm. 
—  On  se  servira  de  Tidentité 

pXp^  (2p  —i)x X|>-i  4-  (P  —  1) X,'>~i:  -2=  0. 

11.  Si  une  fonction  /*  (;c)  s^annule  par^tr  =  a,  6,  c, ...  /,  on  a 

^^*J  =  ^1    ('  -û)(^-  6) (^--0, 

♦ 
\  étant  compris  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  nombres  c,  à,  c,..,  /  et  x  et 
n  désignant  le  "ombre  des  quantités  a,  o,  . . .  /. 
-—  On  pofo 

~  A, 


^  —  a)  (a? —  b) ..,  (X —  /) 

et  Ton  considère  la  fonction 

/•(z)  — A(z— /i)(5—  b) (x  — /) 

qui  est  nulle  pour  n  +i  valeurs  dez,  soit  z  =  x,  z  =  a,z  =  b, s=  L 

On  en  conclut  que  sa  dérivée  n*  s'annule  pour  un  nombre  \  moyen  entre  x  et 

12.  L'équation  /  (x)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales.  Si  a  et  6  sont 
deux  racmes  consécutives,  p  (r)  s'annule  pour  a  compris  entre  a  et  b.  Prouver  que  a 
est  compris  entre 

a  +    et    h , 

m  m 

m  étant  le  degré  de  f(x), 

(Laguerre.) 

i3.  Déduire  le  théorème  de  Descartes  du  théorème  de  RoUe. 

On  suppose  le  théorème  vrai  pour  une  équation  du  degré  m  —  1,  et  on  en  con- 
clut qu'il  est  vrai  pour  une  équation  du  degré  m.  Si  /'(x)  a  un  nombre  de  variations 
égal  à  w,  /*  (x)  en  a  t;  ou  t;  •—  1.  Dans  le  second  cas  f  ix)  a  au  plus  t;  —  1  racines  posi- 
tives, donc  f{x)  en  a  au  plus  v.  Dans  le  premier  cas  on  remarquera  que  les 
nombres  de  racines  positives  de  f{x)  et  de  f{x)  sont  de  même  parité. 

14.  L'équation  F(x}  =  0  a  au  plus  une  racine  positive  de  plus  que  l'équation 

xF(x)  — aF(x)  =  0. 

•  __ 

^  On  applique  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation  x   <*  F(x}  =  0. 
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15.  Déduire  le  théorème  de  Descartes  du  théorème  de  Rolle  en  Taisant  Toir  que  si 
le  théorème  est  vrai  quand  f[x)  présente  v  —  i  variations,  il  est  vrai  quand  f{x)  en 
présente  v. 

Soit  Y{x)^ka^  +  ....    +Mjr^+  Nx*4- +  R.    On  prouve  d'abord  que 

réquation  F  (a:)  =  0  a,  au  plus,  une  racine  positive  de  plus  que  Téquation 
xF(x)—  aF(x)  =  0.  On  suppose  M  et  N  de  signes  contraires  et  on  prend  a  entre 
r  et  <;  les  coefficients  de  xF(x)  —  a  F(xj  sont 

A (p  —  a), M(r  —  a),    N  (*  —  a), —  Ka 

de  sorte  que  si  F  (a?)  présente  v  variations,  «F(r)  —  a  F(x)  en  présente  »  •—  1,  etc. 

(Laguerre.) 

16.  Soit  a  un  nomhre  réel.  L*équation 

/(x)  +  ar(x)  =  0 

* 

a  au  moins  autant  de  racines  réelles  que  Téquation  f{x)  :=.  0. 

17.  L'équation 

nx)  +  ar(x)  +  a«/-'(x)  + +  aT  W  =0 

a  au  plus  autant  de  racines  réelles  que  f'{x)  =  0. 

(Hermitb.) 

18.  Si  l'équation  f{x)  =  0  a  toutes  ses  racines  réeHes,  i!  en  est  de  même  de  celle-ci  : 

am  +  bf  {X)  +  cf  (X)  + =  0  ; 

les  constantes  a^b^c^ étant  telles  que  l'équation 

fl  +  6jp  +  ex*  + =  0 

n*ait  que  des  racines  réelles. 

19.  Supposons  toi^ours  que 

a  +  6x  +  ex*  + =  0 

ait  toutes  ses  racines  réelles  ;  on  pose 

1 


(Hebxitb.) 


«  -t-  6x  +  ex*  + 


^A  +  Bx  +  Cx«  + 


cela  étant,  si  l'équation  /(x)  =0  a  toutes  ses  racines  imaginaires,  il  en  est  do  mêm« 
de 

AA*) + Br  (a?)  4-  crw  + = 0. 

(Hbrkitb.) 
20.  L'équation 

14.-4-  — +  4._£l!_-o 

*^1  +  Î:5  + +  1.2...n-"'' 

ne  peut  avoir  deux  racines  réelles.  » 

(Sylvbster.) 


EIERaCES 


il9 


21.  L*équation 


,  +  ax  +  îiî±ll.. 


+ 


ain-i-i)  ,,.(/i-\-n  —  i) 


1.2 


n 


jc"  =  0 


ne  peut  avoir  deux  raciaes  réelles  si  a  esl  positif  ou  si  a  <  —  n. 


.  On  pose 


(Sylvestkb.) 


i+»l+..=^'+P"'+'''°'+ ''«''"+ 


Pq,  Pi, P^, étant  des  polynômes  entiers  en  x,  Blontrer  que  Téquation 

Pn=0  a  toute  ses  racines  réelles. 

23.  On  pose 

montrer  que  réquation  V^(s]  =  Û  a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entres 

et— 2. 

24.  Montrer  que  Téquation 

V,  +  V,+  .....  +  V^=0 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

25.  Appliquer  le  théorème  de  Sturm  à  l'équation  bicarrée. 

26.  Appliquer  le  théorème  de  Sturm  &  Téquation  a;"*  +  pa;  4-  7  =  0. 

27.  X^  désignant  un  polynôme  de  Legendre,  Téquation 

a  toutes  ses  racines  réelles,  inégales  et  comprises  entre  —  1  et  -f  1. 

28.  Si  Ton  pose 


(Hermite.) 


."«. 


1»  les  équations     /i  (x)  =  0,  /;  U)  =  0, f^  (x)  =  0     ont  toutes  leurs  racines 

réelles  et  inégales;  2«  les  racines  de  /^  (a?)  =  0  séparent  celles  de  f^^  (a?)  =0. 

(H.  Laurent.) 
29.  On  développe  suivart  les  puissances  de  X  l'expression 

e^  (1  +  a?)  —  g-^  (1  —  x) 
e^  (1  +  x)  +  e"^  (1  —  x)* 

le  coefficient  de  X"  est  un  polynôme  L^  du  nt  degré  en  x,  contenant  a;*  —  1  en  facteur. 

r 

Démontrer  que  Téquation  -; — 7  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles,   inégales  et 

a:*  — 1 

comprises  entre  —  1  et  +  1. 

(Heriiite.) 
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30.  T/(5qnation  /'(x)=:  Oa  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales;  on  élimine  x 
entre  les  équations 


/ 


r;r)=rO.      y-Z'WrW^^O: 


prouver  que  Téqualion  obtenue  «  (^)  =  0  a  tous  ses  termes  de  même  signe,  ^ 
réciproquement. 

31.  Appliquer  le  théorème  de  Rolle  à  Téquation 

16:p»  — 20a»  +  5jp  —  6=  0      (-1  <  6<<). 

32.  Appliquer  le  théorème  de  Sturm  A  la  même  équation. 

33.  On  forme  la  suite  de  Sturm  relative  à  /(x)  et  à  sa  dérivée.  Si  Téquation 
X  =  0  a  27  racines  imaginaires,  Téquation  /'(x)  =  0  aau  moins  2^ racines  ima- 

binaires 

(G.  Dardoux.) 

34.  Former  ia  suite  de  Sturm  pour  l'équation  qui  donne  tg  -,  connaissant  tg  a. 

P 

35.  Soit  /*  (x)  =  0  une  équation  de  degré  m  et  soient  a,  p,  ...  X  les  racines  de  la 

aérivée  supposées  réelles  et  inégales.  Pour  exprimer  que  ^  (x)  =  0  a  toutes  ses 
racines  réelles  et  inégales,  on  peut  écrire  les  conditions 

/•(-«) /•(a)<0.       fWfiiXO 

ou 

f  («)  r  (w  <  0,    fM  nt)  <  0 ,  etc. 

Examiner  les  cas  de  m  pair  ou  m  impair,  et  compter  combien  on  obtient  ainsi  de 
conditions. 

36.  Soient 


les  polynômes  de  la  suite  de  Sturm  relative  à  Téquation  X=0;  prouver  que  si  m 
est  pair,  les  inégalités 

P,>0,     p^>0, p.  >0, 

PsP|>^'      P,P,>0 P«-4Pm-i  >0 

entraînent 

P3>0.     p,>0, ,p^_,  >0. 

Pareillement,  les  inégalités 

P,>0,     p,>0, P««,  >0 

et 

PiP4>0.     P4P«>0 

entraînent 

p,>o,    p^>o, p«:>o; 

si  m  est  impair  on  obtient  des  résultats  analogues. 


(EXERCICES  m 

Àppb'quer  à  la  recherche  des  conditions  pour  que  X  =^0  ait  ses  racines  réel]<)s  et 
mé^es. 

37.  Appliquer  le  théoi*ème  de  Rolle  et  celui  de  Sturm  à  ta  discussion  de 
réqoation 

a:»  +  5p  X»  4-  5/>*  x  •{•  ç  =  0. 

38.  Appliquer  le  théorème  de  Sturm  à  Téquation 

10 or*  —  5a?»  —  70«*  +  58 a:— 11  =•-  0. 

(Exemple  traité  par  Sturm.) 
On  peut  prendre  : 

Xi  =  1  -231  ar»  —  1240  0?  4-  204 
Xs  =  6443876  .T  —  2160539 
X4  =  1065. 

39.  Sole:/*  a,  b^  c Mes  m  racines  de  f{x)  =  0. 

On  a: 

Xi  =  2  (x  —  6)  (x  —  c)  .  .  .  (X  —  /) 

X,  =  a  l(a  — 6)»(a:  — c)(.ir  — cO  .  •  •  («-0 

X,  =  ?Z  (a  — 6)«(6  —  c)»  (<:-<!)«(•»  —  *  •  •  •  («-0 


X„  =  X  (a  -  à)*  [a  -  c)»  .  .  .  (A  —  /)«, 


a .  p  . . .  X  étant  des  constantes  positives.  Déterminer  ces  constantes. 

(STtVESTER.) 

40.  Soient  f(x)  et  ç  (x)  deux  polynômes  entiers  : 

f  (x)  du  degré  n  et  ç  (x)  ^  (X  —  x)  /"  {x)  +  nf  (x). 

On  forme  avec  /"  et  «f  une  suite  de  Sturm  en  faisant  les  opérations  du  plus  grand 
commun  diviseur  et  changeant  à  chaque  fois  le  signe  du  reste.  Soient  /*,  ?,  ?i,  fti*» 
les  termes  de  la  suite  obtenue.  Démontrer  que  si  dans  la  suite  A  «,  ?t,  ?t ,..  on 
substitue  deux  nombres  a  et  ^  (a<  p),  Texcës  du  nombre  des  variations  de  cette 
suite  pour  x  =  a,  sur  le  nombre  des  variations  pour  07=^,  est  égal  à.  lezcés  du 
nombre  des  racines  de  Téquation  ^(x]  =  0,  comprises  entre  a  et  p  et  moindres 
que  X  sur  le  nombre  de  ces  racines  qui  sont  plus  grandes  que  X. 

(Heruite.) 

41.  Le  nombre  de  variations  v^  de  la  suite  de  Sturm  relative  à  fix)  est  égal  au 
nombre  de  racines  réelles  supérieures  à  a,  augmenté  de  la  moitié  du  nombre  de 
racines  imaginaires,  en  supposant  que  la  suite  de  Sturm  soit  complète. 

42.  On  donne 

/•(x)  =  x«  — 3x  +  2: 

discuter  I  équation  f  (x)=  0. 

Entre  quelles  limites  doit  être  compris  le  terme  constant  dans  f(x)  pour  que 
réquation  /"(x)  =  0  ait  toutes  ses  racines  réelles 
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43.  Discuter  Téquation 

«arctgar  +  JPH-  arctpx—  1  =  0. 
(KouRET,  Examens  de  VÈcole  polytechnique^  1889.) 

44.  Déterminer  a  et  6  de  manière  que  Téquation 

a:*— 4ax»+26x»-f  1  =  0 

ait  le  plus  grand  nombre  possible  de  racines  réelles. 

(HUMBBRT,  Examens  de  VÈcole  polytechnique^  1888.) 


CHAPITRE  VIII 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  -  RECHERCHE 

DES  RACINES  COMMENSURABLES 

LIMITES  DES  RACINES 

688.  Déflnitlons.  —  On  dit  qu*un  nombre  positif  L  est  une 
limite  supérieure  des  racines  positives  de  Téquation  f  [x)  =  0,  si  L 
est  supérieur  à  la  plus  grande  racine  positive  de  cette  équation. 
Pareillement,  on  appelle  limite  inférieure  des  racines  positives  de 
réquation  /*  (a?)  =  0,  tout  nombre  positif  /  inférieur  à  la  plus  petite 
racine  positive.  La  recherche  d*une  limite  inférieure  se  ramène 
immédiatement  à  celle  d'une  limite  supérieure,  car  pour  que  /  soit 

une  limite  inférieure  des  racines  positives  de  Téquation  proposée, 

1 
il  faut  et  il  suffit  que  -  soit  une  limite  supérieure  des  racines  posi- 


tives de  Téquation  /*(- )  =  0. 


Si  Ton  sait  déterminer  une  limite  inférieure  /'  et  une  limite  supé- 
rieure L'  des  racines  positives  de  Téquation  /( —  a?)  =  0,  toute 
racine  négative  de  Téquation  /*  (a:)  =  0  sera  comprise  entre  —  L' 
et  —  /*,  de  sorte  que  —  L'  sera  une  limite  inférieure  et  —  t  une 
limite  supérieure  des  racines  négatives  de  la  proposée.  En  défini- 
tive, tout  se  ramène  à  la  recherche  d'une  limite  supérieure  L 
des  racines  positives  d'une  équation.  Il  est  clair  que  si  le  terme  du 
plus  haut  degré  de  f[x)  a  un  coefficient  positif,  et  si  en  supposant 
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ar^.2?o»  ï^  polynôme /"(a?)  est  positif,  x^  sera  une  limite  supérieure 
des  racines  positives  de  Téquation  f{x)  =  0. 

689.  Nous  établirons  d*abord  la  proposition  suivante  : 

Soit 

f(x)^ka^  +  BxP  + +  Gx9'-{Ex''  +  Kx*+ +  La?*) 

tin  polynôme  entier  en  x  ne  présentant  qu'une  seule  variation^  de  sorte 

que  les  coefficients  A^  B, ff,  H,  K, L  soient  tous  positifs,  les 

nombres  m,  p^ ?>'•»*< ^  étant  des  entiers  décroissants.  Si  pour 

une  valeur  positive  a?^  le  polynôme  f  {x)  a  une  valeur  positive,  il  sera 
positif  pour  toute  valeur  x^  plus  grande  que  a?o. 
En  effet,  on  peut  écrire 

/(x)^a;^[Ax-^  +  Ba^  +  ...  +  G-(^^  +  ^,+  ...  +  ^^^ 

Supposons  que  x  croisse  à  partir  de  a^o,  tous  les  exposants  m  —  q, 
p  —  q,  ...  q  —  r,  q  —  s,  ..,q  —  t  des  deux  parties  dont  se  compose 
Texpression  placée  entre  crochets  étant  positifs,  la  première  croit, 
la  seconde  décroit,  donc  cette  expression  est  croissante  ;  mais  par 
hypothèse  sa  valeur  initiale  est  positive  ;  elle  sera  donc  positive 
pour  X  =1  x^  si  Ton  suppose  x^  >  a?^,  et  il  en  sera  de  même  du 
produit  de  cette  expression  par  x^.  Donc,  on  sait  déjà  que  f  (x^) 
est  positif.  Mais  en  outre  f{x)  est  le  produit  de  deux  facteurs  posi- 
tifs et  croissants  quand  x  est  supérieur  à  a?o,  donc  f  (a?)  va  en  crois- 
sant depuis  f{Xf^)  jusqu'à  +  oo,  quand  x  croit  de  ar^  à  +  <». 

D'ailleurs    si   h  est   un   nombre    positif   suffisamment  petit 
l'inégalité 

fM>o 

entraîne  celle-ci  : 

f{xo-h)>0; 

par  conséquent  le  polynôme  /'(x)  est  croissant  et  positif  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  supérieures  kx^  —  A. 

Or,  la  dérivée  f  {x)  est  composée  évidemment  de  la  même 
manière  que  f{x);  le  polynôme  étant  croissant  dans  Tintervalle 
de  aTo  —  A  à  -|-  c»,  dans  le  même  intervalle  la  dérivée  f  (x)  n'est 
jamais  négative,  donc 

et  comme  cette  dérivée  est  elle-même  croissante,  on  a 

r  (^o)  >  0, 

II.  —  B.  mvwiiNiLowixi.  — -  AiaÈamM,  27 
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Donc,  81  ponr  ponr  x  =  Xg,  on  a 

on  peut  affirmer  que  pour  la  même  valeur  x,  et  pour  toutes  les 
valeurs  supérieures,  le  polynôme  f[x)  et  toutes  ses  dérivées  seront 
positifs. 


RECHERGHB  DUNE  LIHTTE  SUPÉRIEURE  DES  RACINES  POSIITVES 

DUNE  ÉQUATION 

690.  Méthode  de  Kac-Laurin. 

Soit 

A^x«  +  A.  a?*-«  + +  A«  =  0 

une  équation  algébrique  dont  le  coefficient  A^  du  terme  de  degré  le 
plus  élevé  est  supposé  positif.  Si  N  est  la  vlus  çrande  valeur  absolue 
des  coefficients  négatifs^ 

est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  Véguation  proposée. 
Écrivons  le  premier  membre  f{x)  de  Téquation  donnée  sous  cette 
forme  : 


/(x)  =  [Aoa-»-N(x«-*  +  x"-»+ +1)] 

+  [(A,  +  N)x«-*+(A,  +  N)x«-«  + +  (A.  +  N)). 

Chacune  des  sommes 

A,  +  N,    A,  +  N,    A«  +  N 

est  positive  ou  nulle,  par  suite  le  polynôme  renfermé  dans  le  second 
crochet  n'est  jamais  négatif  pour  aucune  valeur  positive  de  x.  Le 
polynôme  renfermé  dans  le  premier  crochet  a  pour  expression  : 

Aoar«— N-- r- 

X—  1 

ou 


^-^)-^+^- 
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A.-_     ,^., 


Si  l'on  suppose  x  —  1  >  0,  cette  expression  sera  positive  si  x 
vérifie  l'inégalité 

N_ 
x—\ 

ou,  puisque  x  —  1  est  supposé  positif,  si  l'on  a 

ar>l  +  £. 

Si  cette  inégalité  est  vérifiée»  le  polynôme  f  [x)  sera  positif,  donc 

réquation  proposée  n*a    aucune  racine  positive  supérieure  ou 

N 
égale  à  1  +  Y .  Ce  dernier  nombre  est  donc  une  limite  supérieure 

des  racines  positives  de  Téquation  proposée. 

691.  Méthode  de  La^ran^e.  — En  supposant  toujours  A^  >-  0, 
soit  m  —  r  le  degré  du  premier  te7*me  affecté  d'un  coefficient  néga- 
tifs et  soit  N  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  des  coefficients 
négatifs. 

est  une  limite  supérieure  des  racines  de  Péquation  proposée. 
Nous  écrirons 

/^(a?)=A^— N(a?«-^+a--^*  + +  1) 

+[(A,+  N)a:--+(AH^+N)a?«— *+ +(A«+N)]. 

On  voit  comme  plus  haut  que  /  (a?)  sera  positif  si  Ton  a 
A^x^  —  N  {x^'  +  s^-^^  + + 1)  >  0 


ou 


A.«--N--r+A>o.  (1) 


X — 1       x  —  l 
Considérons  les  inégalités  suivantes  : 


^•*"-N^irï>0  (2) 

*^[^*^*-^l]>0  (3) 


A,(x  — l)x'^«  — N>0  (4) 

A,(x— 1)'-N>0  (8) 

af>l  +  Vp  (6) 


420  COURS  D'ALGEBRE 

Il  est  clair  que  si  la  dernière  inégalité  est  vérifiée,  chacune  des 
précédentes  le  sera,  donc 

est  une  limite  supérieure  des  racine^  positives  de  Téquation 
proposée 

Exemple.  —  Soit  ar»  +  a:*  —  x^+ar  — 10000  =  0. 

N  =  10000,  r  =  2,  Ao  =  1.  La  méthode  de  Mac-Laurin  donne 
100001,  celle  de  Lagrange  donne  101. 

692  .Rôznarqne.  —  Chacune  des  limites  trouvées  est  aussi  une  limite  supérieure 

des  racines  positives  de  chacune  des  équations/"  (a.)  :=  0,  /"(a?)  =  0 ^"»-*)  {x)=.  0. 

Cela  résulte  immédiatement  de  la  proposition  établie  au  n*  689;  on  peut  le  vérifier 
directement.  S'il  s'agit  de  l'équation  /*  (x)  =  0,  le  premier  coefficient  sera  égal  à 
m  Ao;  le  nombre  r  ne  sera  pas  changé,  par  conséauent  la  règle  précédente  donne  le 
nombre 


1  + 


V  mAo 


N^  étant  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  des  coefficients  négatifs  deT  (^0-  Je  di'S 
que  Ton  a 


:/:ki  <  {/:k 

V  m  Ao  V    Ao 


Ao 

il  suffit  de  vérifier  rinégallté  : 

N'       ,, 
—  <N. 
m 

Or  N'  est  la  valeur  absolue  du  coefficient  de  la  dérivée  d'un  terme  A^,  2^  de 
^(x);  cette  dérivée  étant  (m— p)  A**~^'a;p-*,  et  la  valeur  absolue  de  Am-p  étant 
au  plus  égale  à  N,  on  a 

m   ^     m 

m  — n  N* 

Mais est  inférieur  à  l'unité,  donc  —  est  inférieur  à  N. 

m  m 

693.  Méthode  par  gfroupcmcnt  des  termes  de  f{x].^  On 

met  le  polynôme  f(x)  sous  la  forme  d'une  somme  dégroupes  de 
termes  ordonnés  suivant  les  puissances  décroissantes  et  ne  présen- 
tant chacun  qu^une  seule  variation,  le  coefficient  du  terme  du  degré 
le  plus  élevé  de  chaque  groupe  étant  positif.  On  cherche  alors 
pour  chaque  groupe  une  valeur  positive  de  x  rendant  ce  groupe 
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positif;  comme  toute  valeur  sup'éneure  a  celle-là  rendra  ce  même 
groupe  positif,  il  est  clair  que  le  plus  grand  des  nombres  positifs 
ainsi  déterminés  sera  une  limite  supérieure  des  racines  positives 
de  réquation  proposée.  Il  y  a  une  certaine  indétermination  dans 
la  manière  de  procéder  au  groupement  des  termes;  il  y  aura 
avantage  à  associer  les  termes  négatifs  dont  les  coefficients  ont 
la  plus  grande  valeur  absolue  avec  le  plus  de  termes  positifs 
possible.  Si  le  polynôme  f{x)  ne  présente  qu*une  variation,  la 
méthode  n'est  plus  applicable. 
Exemple.  —  Soit 


on  écrira 


a?«  -f  a?*  —  a:»  +  a?  —  10000  =  0, 


(ar»  +  ar  —  10000)  +  (a:*  —  ar»)  =  0, 


le  groupe  ar*  —  ar*  =  a:'  (a;  —  1)  est  positif  dès  que  x  est  supérieur 
àl. 

x*4-^  — 10000  est  positif  pour  a?  =  7;  donc  7  est  une  limite 
supérieure  des  racines  positives  de  Téquation  proposée. 

694.  Méthode  de  Newton.  —  La  méthode  de  Newton  repose 
sur  le  principe  suivant  :  Si  un  nombre  a  rend  positif  un  polynôme 
et  toutes  ses  dérivées,  il  en  sera  de  même  pour  tout  nombre  supérieur 
à  a. 

En  effet,  cela  résulte  de  Tidentité 

f{a+h)  =  fia)  +  J /■(«)+ il  r  (a)  + +Sr"(«^    W 

si  h  est  supposé  positif,  et  si  les  nombres 

rw.rw.rc") /■"(«)  (2) 

sont  positifs,  f(a  +  ^)  sera  positif.  On  voit  de  même  que  f  (a-(-  A), 
/"(a  +  A)...  seront  des  nombres  positifs,  puisque  f  (a?),  flx) ...  et 
leurs  dérivées  successives  sont  positives  pour  x  =  a. 

Cela  posé,  soit  /"(ar)  =  0  une  équation  algébrique  dont  le  coef- 
ficient Aq  est  positif.  La  dérivée  f"^{x)  se  réduit  à  ml  Aq;  elle  est 
positive.  La  dérivée  d'ordre  m  —  1  est  un  polynôme  du  premier 
degré  ;  on  peut  donc  trouver  un  nombre  positif  x^  rendant 
cette  dérivée  positive.  Substituons  ce  nombre  à  a?,  dans  les  dérivées 
précédentes  et  supposons  vérifiées  les  inégalités 

/^"*W>0  /"*~'(^o)>0  /^-'(xo)<rO... /»«-?-*  {x,)>Of«^-P[x,XO, 
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on  remplacera  x^  par  on  nombre  plus  grand  jasqa*à  ce  qn*on 
arriTe  à  nn  nombre  x^  tel  qae  l'on  ait  ^*-'  (xj  >  0.  Alors,  en 
Yerta  du  lemme  précédent,  pour  x  =  x^,  f^-^  (x)  et  chacune  de 
ses  dériTées  seront  positives.  On  substituera  x^  dans  les  dérivées 
précédentes,  et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  ainsi  évidemment  à  un 
nombre  a  vérifiant  les  inégalités  (i),  et  qui  sera  par  suite  une 
limite  supérieure  des  racines  positives  de  Téquation  proposée. 

Remarque.  —  D  y  a  un  cas  dans  lequel  les  conditions  ^2)  sont 
nécessaires  pour  que  a  soit  supérieur  à  la  plus  grande  racine  posi- 
tive de  réquation/(x)=r  0;  c*est  quand  cette  équation  a  toutes 
ses  racines  réelles.  En  effet,  Téquation  /(a  -|-  A)  =  0,  A  étant  re- 
gardée comme  une  variable,  a  aussi  alors  toutes  ses  racines  réelles; 
pour  que  a  soit  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équa- 
tion f{x)  =  0,  il  faut  et  il  suffit  que  Téquation  /'(a  -f  A)  =  0  n'ait 
aucune  racine  positive,  et  par  suite,  puisque  les  racines  de  cette 
dernière  équation  sont  toutes  réelles,  son  premier  membre  ne 
doit  présenter  aucune  variation,  et  comme  f^  (a)  est  un  nombre 
positif,  tous  les  coefficients  de  /  (a  -f*  A)  développés  suivant  les 
puissances  de  h  doivent  être  positifs. 

Il  est  quelquefois  possible  d'affirmer  que  le  nombre  trouvé  a 
supposé  entier^  est  le  plus  petit  entier  supérieur  à  la  plus  grande 
racine  positive  de  Téquation  f'x)  =  0.  Supposons  en  effet  que 
l'entier  a  vérifie  les  conditions  (2),  que  a  —  1  rende  positives 
toutes  les  dérivées,  mais  que  f{a  —  1)  soit  négatif.  Alors  les  deux 
nombres  f(a — 1)  et  f{a)  étant  de  signes  contraires,  Téquatîon 
proposée  a  au  moins  une  racine  comprise  entre  a  —  1  et  a,  et 
n*en  a  aucune  supérieure  à  a  ;  donc  a  est  bien  le  plus  petit  entier 
répondant  à  la  question. 

Il  est  inutile  d'ajouter  qu'il  n*y  a  pas  à  chercher  la  plus  petite 
limite  supérieure  des  racines  positives  à  une  équation,  puisque 
quel  que  soit  le  nombre  L  supérieur  à  la  plus  grande  racine  posi- 
tive Xf  on  peut  évidemment  trouver  des  nombres  compris  entre 
Xf  et  L. 

Exemple.  —  Reprenons  Téquation 

a^i^.  a^  — x»  ^  ar— 10000  =  0; 

on  reconnaît  aisément  que  toutes  les  dérivées  sont  positives  pour 
X  =  1  ;  et  le  plus  petit  entier  qui  rend  f[x)  positif  est  7.  Donc  7 
est  une  limite  supérieure,  et  c'est  le  plus  petit  entier  qui  soit  limite 
supérieure  des  racines  positives  de  l'équation. 
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695.  Méthode  de  M.  Thibault  ^  —  Soit  a  un  nombre  positif; 
divisons  f{x)  par  x  —  a,  ce  qui  donne  Tidentité 

f{x)  ^{x  —  a)  (Bo  0^*  +  B4  a?«-«  + +  B«-,  a:+B«^i)  +  /(a). 

Si  les  coefficients  Bo,  B^, Bi»-i,  B»,  du  quotient,  ainsi  que  le 

reste  f  (a)  sont  des  nombres  positifs,  il  est  clair  que  f  {x)  sera  posi- 
tif quand  on  donnera  à  x  une  valeur  numérique  supérieure  à  a. 

Si 

/  (x)  s  Ao  a:*  +  A|  x^^i  + +  A«, 


on  a 


Bo  =  Ao 

B,  =  Bo  a  +  A, 

B,  =  B,  a  +  A, 


Bp  =  Bp-i  a  +  Ap 


Bm-l  —  Bni-a  fl  +  Am-i, 

/  (a)  =  B«-i  a  +  Am 

{)ar  suite,  pour  essayer  si  un  nombre  positif  a  est  limite  supérieure 
«les  racines  positives  de  l'équation  f{x)  =  0,  en  supposant  Ao  >  0, 
il  suffit  devoir  si  a  rend  positif  chacun  des  polynômes 

Aoa?-pA|,       Ao ar -j- A| a? -p Aj,  A^x    -\- a^X       -p,.,-pAm, 

dont  la  loi  de  formation  est  plus  simple  que  celle  des  dérivées 
successives. 

Remarque.  —  Il  est  facile  d'établir  que  le  nombre  a  trouvé  par 
cette  méthode  est  au  moins  égal  à  celui  que  fournit  la  méthode  de 
Nev^on. 

En  effet,  si  Ton  pose 

/•(ar)  =  (a:  — a)(p(ar)+/(a), 

1.  Nou9tUes  Annales  de  Mathématiques ^  i.  II.  p.  517. 
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on  trouve 

f'{x)  s{x^a)  f  [x)  +  ?  [x), 
r(^)=(«-«)?"(^)+2?'{a?) 


fp  {x)  =  (0?  -  a)  f  {x)  +  p,  y^*  (a?); 


donc 


/>(a)=;).yP-*{«)< 


Or  tous  les  coefficients  de  o  (a?)  sont  positifs  et  a  est  un  nombre 
positif,  on  a  donc  f^  [a)  >  0,  et  par  suite  />  (a)  >  0.  Par  consé- 
quent, si  a  satisfait  aux  conditions  précédentes,  /(a?)  et  ses  dérivées 
auront  des  valeurs  positives  pour  x  -=  a. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  toutes  les  méthodes  que  nous 
avons  indiquées  donneront  ioujours  un  nombre  satisfaisant  aux 
conditions  de  Newton. 


RECHERCHE  DES  RACINES  COMMENSURABLES  D'UNE  ÉQUATION 
ALGÉBRIQUE  A  COEFFICIENTS  ENTIERS 

696.  Racines  entières.  —  Supposons  que  les  coefficients  de 
réquation 

f  [x]  =  Ao  a:"»  +  A,  a?»"-»  + +  A  «.-i  a?  +  A^  =  0 

soient  des  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs.  Nous  savons  que 
si  un  nombre  a  est  racine  de  l'équation  f[x]  =  0,  le  polynôme /(a;) 
est  divisible  par  x  —  a;  nous  savons  en  outre  (67)  que  les  coeffi- 
cients du  quotient,  qui  ont  respectivement  pour  valeurs 


Ao,    Ao  a  +  A„    Ao  a«  +  Aj  a  +  A„ 


sont  des  nombres  entiers;  si  Ton  effectue  la  division  de  f{x)  par 
a  —  a:,  en  l'ordonnant  suivant  les  puissances  croissantes  de  a:,  on 
devra  trouver  le  même  quotient  au  signe  près,  donc  tous  les 
coefficients   donnés  par  cette   seconde   méthode    doivent    être 

Am 

entiers.  Le  premier  terme  du  quotient  est  égal  à  — ,  donc  a 
doit  être  un  diviseur  de  A„i.  D'après  cela,  pour  trouver  toutes  les 
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racines  entières  de  l'équation  proposée,  on  procède  de  la 
manière  suivante. 

Remarquons  d'abord  qu'il  suffit  de  savoir  trouver  les  racines 
positives,  puisqu'on  aura  les  racines  négatives  en  cherchant  les 
racines  positives  de  la  transformée  en  —  or.  Cela  posé,  on  compte 
le  nombre  de  variations  v  de  f{x)  que  l'on  a  tout  d'abord  ordonné; 
l'équation  a  au  plus  t;  racines  positives.  On  cherche  ensuite  une 
limite  supérieure  des  racines  positives,  soit  L  cette  limite  ;  on  peut 
chercher  également  une  limite  inférieure  {.  Ensuite  on  décompose 
Âm»  ou  plutôt  sa  valeur  absolue,  en  facteurs  premiers  et  l'on  forme 
le  tableau  des  diviseurs  de  Am,  en  ne  retenant  que  ceux  qui  sont 
compris  entre  /  et  L.  Mais  généralement  on  ne  cherche  pas  la  limite 
inférieure  /  et  Ton  conserve  tous  les  diviseurs  inférieurs  à  L.  Il  n'y 
a  plus  qu'à  les  essayer.  Soit  a  un  diviseur  de  |  Âm  |  ;  on  divise  km 
par  a,  soit  q  le  quotient  ;  on  fait  la  somme  q  +  Am-t  et  on  la  divise 
par  a,  soit  q^  le  quotient;  si  ce  quotient  n'est  pas  entier,  a  n'est 
pas  racine  isupposons^i entier,  on  ajoute  Am.set  on  divise  la  somme 
qi  +  Am^s  par  a,  soit  q^  le  quotient,  et  ainsi  de  suite  ;  si  l'on  arrive 
à  une  division  impossible,  il  faut  rejeter  a  ;  supposons  qu'on  arrive 
ainsi  jusqu'à  g^m.!,  on  doit  avoir  : 

f  W  ={(^  —  ^) {g  +  Ci  ^  +  Çi^^'  + +  ?m^i  ^""% 

diaprés  la  théorie  de  la  division,  il  faut  que 

?m-l  +  Aw  =  0. 

Si  cette  condition  est  remplie,  Tidentité  précédente  est  vérifiée 
et  a  est  racine,  et  l'on  a  obtenu  l'équation 

?  +  7i  ^  +  ?s^'  + +  ?»»-i  3?'""*  =  0 

à  laquelle  on  appliquera  la  même  méthode. 
697.  Procédé  d'exclusion  de  certains  diviseurs.  —  Si  a 

est  racine  entière  de  l'équation  f(x)=zOk  coefficients  entiers,  on  a 

/•(a?)  =  (a:  — a).y(arj, 

9  {x)  étant  un  polynôme  entier  à  coefficients  entiers.  Supposons 
a  différent  de  1  et  de  — 1,  et  remplaçons  dans  Tidentité  précédente 
X  par  1,  puis  par  — 1  ;  nous  obtiendrons 

Al)  =  (l-a].(p(l) 
/^(-l)=~(l+a).y(-l), 


I 
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f  (i)  et  f  (^  1)  étant  des  nombres  entiers  ;  si  a  est  racine  de  Téqua- 
tion  proposée,  a  —  1  doit  diviser /(i)  et  a  +  1  doit  diviser /*(—  i). 
Nous)  supposons  Téquation  préalablement  débarrassée,  s*il  y  a 
lieu,  des  racines  i  et  —  1  ;  on  doit  d'ailleurs  remarquer  qu'en 
calculant  f(l)  et  fi—'i)  on  saura  si  1  ou  —  1  est  racine,  et  dans 
ie  cas  où  il  en  serait  ainsi,  on  obtiendra  les  coefficients  de 
Téquation  débarrassée  de  cette  racine. 
Exemple. 

2x^  —  12x>  +  13x  —  15  =  0. 

Le  premier  membre  présente  3  variations;  Téquation  a  donc 
1  ou  3  racines  positives.  On  reconnaît  que  6  est  une  limite 
supérieure  des  racines  positives;  nous  essayerons  donc  1,  3,  5. 

/(!)== -12,      /^{_l)  =  -42 

3  -f- 1  ou  4  ne  divise  pas  42  ;  donc  3  n'est  pas  racine.  Essayons  5. 

2«»  — 12a:«  +  13x— 15 
—  2  2     -3 

—  15  divisé  par  6  donne  —  3;  13  —  3  =  10,  divisons  par  5:  quo- 
tient 2;  2  —  12  =  —  10,  en   divisant  par  5,  on  trouve  —  2; 

—  24-2=0;  donc  5  est  racine  et  il  reste  à  résoudre  l'équation 

2x*  — 2a?  +  3  =  0 

1  =t  1 J^ 
dont  les  racines  sont  imaginaires  et  égales  à il 

L*équation  proposée  est  donc  résolue. 
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698.    !■•  méthode.  —  Cette  méthode  repose  sur  le  lemme 
suivant. 

Une  équation 

««  +  A,  a?~-*  +  A,  or-»  + +  A«  =  0 

dont  les  coefficients  sont  entiers,  ne  peut  avoir  aucune  racine  fraction- 
naire si  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  est  égal  à  Vunité. 
En  eflfet,  si  l'équation  proposée   admet  une  racine  fraction- 


RACINES  FRACTIONNAIRES  437 

a 
naire^^nous  pouvons  supposer  cette  fraction  irréductible.  Dans 

ce  cas 


ou  bien 

a~  =  —  6  (Aj  a~-*  +  A,  a"-«  é  + +  A«6~"*) 

mais  en  vertu  de  cette  égalité,  a"*  serait  divisible  par  6,  ce  qui  est 
inadmissible  puisque  a  et  &  étant  supposés  premiers  entre  eux,  h  est 
premier  avec  a"*. 

Cela  posé,  soit  à  trouver  les  racines  fractionnaires  de  l'équation 
à  coefficients  entiers  : 

Ao  a:~  +  A,  ar—*  + +  A«  =  0. 

Nous  avons  vu  que  i  on  peut  multiplier  toutes  les  racines  de 
cette  équation  par  un  nombre  entier  k  choisi  de  telle  manière  que 
les  coefficients  de  Téquation  transformée  soient  tous  entiers  et  que 
le  coefficient  de  a;"*  soit  égal  à  1 .  On  vient  de  voir  que  Téquation 
ainsi  obtenue  n'a  pas  de  racines  fractionnaires  ;  donc  si  la  proposée 
avait  des  racines  fractionnaires,  la  multiplication  par  k  les  a  ren- 
dues entières.  On  cherchera  par  conséquent  les  racines  entières 
de  la  transformée  et  on  les  divisera  par  k.  On  ne  fera  d*ailleurs  la 
transformation  qu'après  avoir  débarrassé  l'équation  proposée  de 
ses  racines  entières. 

Exemple.  —  Trouver  les  racines  fractionnaires  de  Téquation 

4a?«--8a?»  +  5x  — 3  =  0. 

Remplaçons  x  par  ^  et  chassons  les  dénominateurs  après  avoir 
simplifié  les  coefficients  fractionnaires;  on  obtient  Téquation 

qui  n'a  aucune  racine  fractionnaire.  On  trouve  3   pour  racint; 
entière,  l'équation  débarrassée  du  facteur  a?  —  3  est: 

.T»_a?-t-2=0 
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qui  a  pour  racines 

2 

donc  les  racines  de  la  proposée  sont 

?  et  l^i^. 
2  4 

699.  2*  méthode.  Recherche  directe  des  racines  lk*action- 
naires.  —  Soit  j-  une  fraction  que  nous  supposerons  irréductible. 

Pour  que  -  soit  racine  de  l'équation  f{x)  =  0,  à  coefficients  entiers, 

il  faut  et  il  suffit  que /(ar)  soit  divisible  par  bx —  a.  Nous  savons 
que  si  cela  a  lieu,  les  coefficients  de  quotient  seront  des  nombres 
entiers  (67).  Or  si  Ton  ordonne  la  division  suivant  les  puissances 

décroissantes,  le  premier  terme  du  quotient  est  égal  à  ~  ;  donc  à 

doit  diviser  Âq.  Si  au  contraire  on  effectue  la  division  suivant  les 

puissances  croissantes  par  a  —  bx^  le  premier  terme  du  quotient 

Aot 
sera  -^;  donc  a  doit  diviser  A»,. 
a 

D'après  cela,  on  formera  tous  les  diviseurs  de  |  A»,  |  ainsi  que 

tous  les  diviseurs  de  |  A^  |  et  Ton  essaiera  toutes  les  fractions 

ayant  pour  numérateur  un  diviseur  de  Am  et  pour  dénominateur 

un  diviseur  de  Aq,  en  ne  conservant  que  les  fractions  inférieures 

à  la  limite  supérieure  des  racines  positives,  puisqu'il  est  convenu 

que  nous  ne  nous  occupons  que  des  racines  positives.  Si  la  division 

CL 

se  fait  exactement  avec  des  coefficients  tous  entiers,  t  est  racine  ;  au 

à 

contraire,  si  Ton  arrive  à  un  coefficient  fractionnaire,  t  n'est  pas 
racine. 

Soit  -  une  fraction  ainsi  formée:  on  divisera  f{x)  par  bx  —  a 
par  la  règle  indiquée  au  n®  67. 

700.  Caractères  d'exclusion.  —  Si  7  est  racine  de  f(x)  =  0, 

0 
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on  a: 

f{x)  =  {bx  —  a)^[x) 

et  les  coefficients  de  <^{x)  sont  entiers,  puisque  nous  supposon 
a  et  6  premiers  entre  eux.  On  a  par  suite 

f(\)  =  (^  -  a)  cp  (1) 
/(-l)  =  -(*  +  a)9(-l) 

donc  6  —  a  doit  diviser  f[l)  et  è  -{-  a  doit  diviser  f{ —  1);  on  rejet- 
tera toute  fraction  -t  dont  les  deux  termes  ne  vérifieraient  pas  ce  . 

deux  conditions. 
Exemple.  —  Reprenons  Téquation 

que  nous  avons  déjà  résolue. 
Les  diviseurs  de  4  sont  1,  2,  4;  ceux  de  3 :  1,  3. 

1 
Essayons- ;  On  a  f{\)  =  —  2,  /(—  1)  =  —  20,  1  +  2  ne  divise 

\ 

pas  20  ;  donc  -  n'est  pas  racine. 

1  1 

Essayons-,  4 —  1  ne  divise  pas  2,  donc -n'est  pas  racine. 

3 
Essayons -;  3  +  2  divise  20,  3  —  2  divise  2  ;  il  y  a  lieu  de  faire  la 

éà 

division,  suivant  les    puissances  croissantes  ou  décroissantes,   à 
volonté.  Divisons  suivant  les  puissances  décroissantes  : 


3 
2 


2—1  1 


On  divise  4  par  2;  on  multiplie  le  quotient  2  par  3  et  on  ajoute  le 

résultat  à  — 8,  ce  qui  donne  —  2;  on  divise  par  2  on  obtient  —  1  ; 

on  multiplie  par  3  et  on  ajoute  le  résultat  —  3  à  -{-  5,  on  divise  le 

reste  par  2,  on  trouve  1.1x3  —  3=0;  donc  la  division  se  fait 

3 
exactement.  Par  suite  ~  est  racine,  et  il  ne  reste  plus  qu*à  résoudre 

l'équation 

2*»— «  +  1=0, 
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qui  a  pour  racine 


Remarqae.  —  Quand  on  essaie  les  diviseurs  entiers,  il  convient 
de  faire  la  division  suivant  les  puissances  croissantes,  parce  que  s 
le  diviseur  essayé  n^est  pas  racine,  les  différents  termes  du  quotien 
se  déterminant  par  des  divisions  successives,  dès  que  Ton  trouve 
un  coefficient  fractionnaire  on  peut  arrêter  Topération,  tandis 
qu*on  devrait  Teffectuer  entièrement  si  Ton  procédait  suivant  les 
puissances  décroissantes.  Quand  il  s'agit  des  racines  fractionnaires 
quelque  soit  le  mode  adopté  on  a  toujours  des  divisions  à  faire  ; 
à  moins  quUI  ne  s'agisse  d'une  fraction  ayant  pour  numérateur 
Tunité;  dans  ce  cas  on  choisira  la  division  ordonnée  suivant  les 
puissances  décroissantes. 

Remarquons  encore  que  le  dénominateur  b  devant  diviser  Â«,  si 
A«  =  1,  réquation  ne  peut  avoir  de  racines  fractionnaires  :  on  a 
ainsi  une  nouvelle  démonstration  du  lemme  du  n*  598. 


:4:  w  w>: 


1.  Si  A«,  A|, A  ,  lont  potitifs  et  si  N  est  la  plus  grande  des  valeurs  absolues 

des  coefficients  négatifs  de  l'équation. 

A^*"' +  A,4r"--*  + +  A^  «**'+*+ A,  *»-,+ +  «  = 

démontrer  que 

1+  •* 


A#  +  A,  + +A^4 

est  une  limite  supérieure  des  racines  positifas  de  cette  équation,  ainsi  que  des 
équations  dérivées. 

2.  Dans  chaque  suite  de  coefficients  négatifs  d'une  équation,  on  prend  celui  qui  a 
la  plus  grande  valeur  absolue,  on  divise  sa  valeur  absolue,  par  la  somme  de  tous  les 
coefficients  positifs  qui  le  précèdent,  on  cherche  le  plus  grand  des  rapports  ainsi 
formés  et  on  lui  igoute  Tunité  ;  le  nombre  obtenu  est  une  limite  supérieure  des 
racines  positives  de  Téquation  proposée,  le  coefficient  du  premier  terme  étant  sup- 
posé positif. 

^  On  pose  X  =  1  +  y,  d'où  : 

«'=y«'^  +  y*^*  + +y«+y +  i. 

Si  le  coefficient  de  a^  est  positif  on  remplace  xF  par  cette  expression,  etc. 

Montrer,  en  appliquant  cette  règle,  que  si  parmi  les  coeffieients  qui  précèdent  le 
premier  terme  négatif,  il  y  en  a  un  qui  ait  une  valeur  absolue  plus  grande  que  celle 
•u  plus  grand  coefficient  négatif,  2  est  une  limite  supérieure. 
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3.  Étant  donnée  l'équation 

on  pose 

Bo  =  Ao 

Bi  =  Bofl4-A, 

B,=  B,  a  -f  A, 


si  en  supposant  Ao  >  0,  ona  B^  <  0,  B^  <0 a  est  encore  une  limite  supérieure 

des  racines  positives  de  l'équation,  si  Ton  a  : 


B„.,a+^Bn>0,    Bp.,a+ÎB^>0 


(Thibault.) 


4.  Soient  ^N  et  *1^N^  les  deux  plus  grands  nombres  obtenus  en  extrayant  la  racine 
de  la  valeur  absolue  de  chaque  coefficient  négatif,  ayant  pour  indice  le  nombre  de 
termes  qui  précèdent  ce  coefficient*  la  somme 

Vn  +  ^VîT 

est  nne  limite  supérieure  des  racines  positives  de  Téquation 


a?"  +  A,  «"••*  4- =0. 


(Laghanob.) 


5.  Soient  a  ,  a  ,  a^  les  valeurs  absolues  des  coefficients  négatifs,  n  leur 

nombre,  et  L  un  nombre  plus  grand  que  chacun  des  nombres ^/nâ«,  Vnâ^i  \/nar^  ••• 

L  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives. 

6.  Si  réquation  /(x)  =  0  a  coefficients  entiers,  a  une  racine  entière,  et  si  a  et  6 
désignent  deux  nombres  entiers  quelconques,  Tun  au  moins  des  entiers  : 

/(û),     /(a+l).     fia  +  Sl), /^(a  +  6-1) 

est  divisible  par  6.  En  déduire  les  propositions  suivantes  : 

Si  f  (0)  et  f{i)  sont  tous  deux  impairs,  Téquation  /(a;)  =  0  n*a  pas  de  racines 
entières. 

Si  aucun  des  nombres  /  (~  i),  f  (0),  f{^  1)  n'est  divisible  par  3,  l'équation 

n'a  pas  de  racines  entières. 

7.  Si  Tun  des  nombres  f{i)  ou  f  (—1)  est  impair,  réquation  n*a  pas  de  racines 
mpaires. 

—  On  remarquera  que  tout  nombre  entier  qui  divise  6  —  a,  divise  f{b)  —  f{a], 

8.  Trouver  les  racines  commensurables  de  réquation  : 

«»+  3a?«  — lia?»  —  23a:*  +  10a?»  —  28af«  —  5(5»  +  96  =  0. 

9.  Étant  donnée  réquation  de  degré  pair  m, 

A.«"-A,*^-*+A,«'-»- -A^.  *  +  A„=0. 

A^,  A^,  A^i A^  étant  des  nombres  positifs  ;  soient  H  le  plus  grand  des 
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rapports: 

^      A.     ^ 


A.'    A,'    A^ 

et  A  le  plus  petit  des  rapports 

i,     \     ^  Aj^ 

^1      ^8      ^i  A»— 1 

■ 

toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  proposée  seront  comprises  entre  H  et  A  si 
H  >  A,  et  si  H  ^  /i,  toutes  ses  racines  seront  imaginaires. 

(PfiOUHBT.) 

10.  Soient  m  un  nombre  impair,  et  réquation  : 

A^x"  -  Ajar"*"*  +  A,  a?*"-*  — +  A„^  4P  — A^ssO, 

où  A^,  A^,  A^, A^  sont  positifs. 

Soient  H  le  plus  grand  et  H'  le  plus  petit  des  rapports 

^1  8       ^9  m 


A  '    A  •    A  ' 

*0       ^t       *4 


Soit  h  le  plus  petit  des  rapports  : 


^j       \  ^m-l 


A  '     A  '    A 

l*équation  n*a  aucune  racine  supérieure  à  H  ou  inférieure  à  H\  et  elle  ne  peut  en 
avoir  qu'une  seule  inférieure  à  -.  Si  H  ^  -,  elle  naura  qu'une  racine  réelle. 

(Prodhet.) 


CHAPITRE   IX 

RACINES  INCOMMENSURABLES.-  MÉTHODES  D'APPROXIMATION 

701.  Pour  résoudre  une  équation  algébrique  à  coefficients 
numériques  entiers  on  commence  par  chercher  toutes  les  racines 
commensurables  en  appliquant  les  méthodes  que  nous  avons  déve- 
loppées dans  le  chapitre  précédent,  après  avoir  préalablement 
déterminé  le  nombre  des  racines  réelles  ou  tout  au  moins  une 
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limite  supérieure  de  ce  nombre.  Soit  f^  (âp)  le  produit  dé  tous  les 
facteurs  correspondants  aux  racines  commensurables,  de  sorte  que 

L'équation 

/;{a:)=o, 

(en  supposant  que  f^  {x)  ne  soit  pas  une  constante)  n'a  que  des 
racines  incommensurables;  si  son  degré  est  supérieur  à  5,  on  lui 
applique  la  méthode  des  racines  égales.  Nous  avons  déjà  fait 
observer  que  si  le  degré  de  f^  (x)  est  inférieur  à  5  et  si  f^  (a?)  =  0 
n'a  pas  de  racines  commensurables  elle  n'a  pas  de  racines  mul- 
tiples, excepté  cependant  le  cas  où  /î(x)  serait  le  carré  d'un  trinôme 
du  second  degré. 

Nous  serons  ramenés,  dans  tous  les  cas,  à  résoudre  une  ou  plu- 
sieurs équations  n'ayant  que  des  racines  simples  incommensu- 
rables. Remarquons  enfin  qu'il  suffit  de  savoir  trouver  les  racines 
positives. 

702.  Premiers  essais.  —  Soit  f{x)  =  0  une  équation  à  coeffi- 
cients réels  n'ayant  pas  de  racines  multiples  et  n'ayant  que  des 
racines  incommensurables.  On  se  propose  de  séparer  ces  racines. 
On  substitue  d'abord  des  nombres  entiers  consécutifs  et  l'on 
détermine  les  signes  correspondants  de  /(a?)  ;  s'il  arrive  que  la  suite 
formée  par  les  résultats  de  ces  substitutions  présente  autant  de 
variations  que  l'équation  a  de  racines  réelles,  les  racines  seront 
séparées.  En  général  il  n*en  est  pas  ainsi  :  par  exemple,  lorsque 
réquation  a  un  nombre  pair  de  racines  comprises  entre  deux 
entiers  consécutifs  a  et  a  -|-*  1»  /(o)  A  (^  +  *)  sera  positif  et  la  pré- 
sence de  racines  entre  a  et  a  -j-  1  i^o  sera  pas  mise  en  évidence  par 
les  substitutions  effectuées. 

703.  Usagée  de  l'équation  aux  dilTérences.  —  C'est  pour 
obvier  à  cet  inconvénient  que  Lagrange  a  imaginé  de  former  l'équa- 
tion aux  différences.  Supposons  cette  équation  formée  ;  on  pourra 
calculer  une  limite  inférieure  de  ses  racines  positives,  c'est-à-dire 
un  nombre  9  plus  petit  que  la  plus  petite  des  valeurs  absolues  des 
différences  deux  à  deux  des  racines  réelles  de  l'équation  proposée j 
on  substitue  alors  à  x,  dans  /(x),  les  termes  d'une  progression 
arithmétique  de  raison^  et  commençant  par  zéro.  Soient  /  et  Lune 
limite  inférieure  et  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de 
l'équation 

n.  —  •.  vnwsnabotmi.  —  AiiiÉBu.  28 


1 
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/ sera  comprise eotre p^eUp  +  l)^  eih entre  qiei{g  +  1) i;  on 
substitae  à  «  les  nombres 

P*.    {P  +  i)i ?f    (?  +  !)'• 

Deux  termes  consécutifs  ni,  [n-^- 1) ^  comprendront  une  racine 
de  réquation  donnée  on  n*en  comprendront  aucune  suivant  que 

f  (n  â)  et  fÇTÇii)  auront  des  signes  contraires  ou  le  même  signe. 
On  a  ainsi  une  méthode  propre  à  obtenir  la  séparation.  Hais  la 
formation  de  Téquation  aux  différences  est  pénible;  à  la  vérité 
Cauchy  a  montré  qu'on  peut  obtenir  une  valeur  approchée  par 
défaut  de  i  dès  qu*on  sait  former  le  terme  constant  de  l'équation 
aux  carrés  des  différences*. 

Lorsque  l'équation  dérivée  peut  être  résolue,  nous  savons  que  la 
séparation  est  faite. 

704.  Emploi  dn  théorème  de  Stnrm*  —  On  peut  faire  usage 
du  théorème  de  Sturm  non  seulement  pour  séparer  les  racines, 
mais  même,  théoriquement  du  moins,  pour  en  approcher  autant 
qu'on  veut.  On  forme  la  suite  de  Sturm  et  Ton  substitue  àx  d'abord 

G,  i,  10, 100, 1000 jusqu'à  ce  qu'on  atteigne  la  limite  supérieure 

des  racines  positives  et  l'on  compte  combien  la  suite  perd  de  varia- 
tions quand  x  croit  de  0  à  1,  de  1  &  10,  de  10  à  100 on  saura  ainsi 

combien  Téquation  a  de  racines  réelles  dans  chaque  intervalle  ;  on 
substituera  ensuite  des  nombres  entiers  dans  les  intervalles  utiles. 
Supposons  qu'on  ait  reconnu  ainsi  que  l'équation 

/(x)  =  0 

a  une  ou  plusieurs  racines  entre  deux  entiers  consécutifs  a  et  a  -|- 1  ; 
on  substituera  les  nombres 

«'    »  +  ÏÔ'    "  +  ÏÔ "  +  ÏÔ'    "  +  *• 

Pour  faire  commodément  ces  calculs,  on  posera  x  z=  a  +  ~ 

et  l'on  développera  par  la  formule  de  Taylor  chacune  des  fonctions 
de  la  suite  ;  on  substituera  à  x^  les  nombres 

0,    1,    2,    3,    9,    10. 

*  Voir  J.  A   Bêmit  Àigibre  tupérieure. 
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S'il  y  a  des  racines  entre  ^  +  ta  ^^  ^  +  ixi  P^^  exemple,  on  posera 

et  Ton  substituera  à  x,  les  nombres  entiers 

0,    1,    2,    10. 

On  peut  ainsi  trouver  deux  nombres  décimaux  différant  d'aussi 
peu  qu'on  veut  et  comprenant  une  seule  racine,  car  on  arrivera 
nécessairement  à  des  intervalles  ne  renfermant  qu'une  seule  racine, 
sans  quoi  il  faudrait  admettre  que  Téquation  a  des  racines 
multiples. 

Théoriquement  cette  méthode  est  parfaite  ;  mais  les  calculs  sont 
en  général  tellement  compliqués  qu'il  est  difficile  de  la  mettre  en 
pratique. 

705.  Idée  de  la  méthode  de  Lag^ang^e.  —  On  développe  les 
racines  positives  en  fractions  continues.  Deux  cas  peuvent  se 
présenter,  l^  L'équation 

f{x)  =  0 

n*a  qu'une  racine  comnrise  entre  deux  entiers  consécutifs  a,a-|-  1* 
On  pose 

.    1 
x:=a  +  —  ; 

l'équation 

/(.+i)=o 

ou 

n'a  qu'une  racine  plus  grande  que  1.  On  substitue  des  nombres 
entiers  ;  on  trouvera  deux  entiers  consécutifs  a^^  a^  -|- 1  comprenant 
une  seule  racine  de  la  seconde  équation;  on  posera 

^1  =  «t  +  T 
et  ainsi  de  suite,  la   racine    comprise  entre  a  et  a  -f  1    sera 
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représentée  par  la  formule 

Û.+ 


2*  II  y  a  plus  d*une  racine  entre  a  et  a  -|- 1.  On  substitue  à  x  des 

k   k  4-  \ 
fractions  ;s*il  arrive  qu'on  puisse  obtenir  un  intervalle  - , ne 

renfermant  qu*une  seule  racine,  on  posera 

n 
réouation 

0 


K9= 


n*aura  qu'une  racine  comprise  entre  les  deux  entiers  k,  k  -j-  \  ;  on 

1 

sera  ramené  au  premier  cas.  Si  non,  ayant  posé  â?=a-{ —  ,  on 


^1 


s'occupera  de  l'équation 

qui  pourra  avoir  plusieurs  racines  plus  grandes  que  1  et  comprises 
entre  a,  et  a,  +  1  ;  on  posera 

aîj  =  ttj  -{-  — ■   .... 

il  faut  admettre  que  les  racines  finiront  par  se  séparer.  Ne 
pouvant  entrer  dans  le  détail  de  la  méthode  de  Lagrangc, 
nous  renverrons  le  lecteur  au  mémoire  de  Lagrange  sur  la 
résolution  des  équations  numériques  ou  au  Traité  d' Algèbre  supérieure 
de  M.  J.  A.  Serret. 

706.  Autre  méthode.  —  On  peut  encore  combiner  le  développe- 
ment en  fraction  continue  avec  la  méthode  de  Sturm.  On  suppose 
formée  la  suite  de  Sturm 

X,     A|,      Aj,      \p 

Si  Ton  sait  que  l'équation  a  une  ou  plusieurs  racines  entre  a  et  a  +  l , 
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1 

on  remplace  dans  tous  les  termes  de  la  suite  x  par  a  -] — ;  on 
obtient  ainsi  une  seconde  suite 

et  Ton  substitue  à  x^  des  nombres  entiers  ;  on  séparera  ainsi  les 
racines  de  Téquation  Y  =  0.  Seulement  il  conyient  de  remarquer 
que 


Y=xrr(a  +  i).  Y.=xrr(«+^) 


d'où: 


quand  x  crmt,  x^  décroit  et  inversement,  donc  quand  on  passera 
d'un  entier  à  un  entier  supérieur  la  suite  gagnera  des  variations  au 
lieu  d'en  perdre. 

Si  la  suite  gagne  une  ou  plus  d'une  variation  entre  a^  et  a^  -f  1 , 

1 

on    posera   x^^  a^  -\ —  et  en   chassant    les   dénominateurs  on 

obtiendra  une  troisième  suite 


Zlf    ti^%    /j^ymf  £jp 


Comme 


il  y  aura  cette  fois  perte  de  variations  ;  et  ainsi  de  suite  ;  les  suites 
considérées  perdront  et  gagneront  alternativement  des  variations 
quand  on  fera  croître  les  variables  dont  elles  dépendent. 

Nous  avons  supposé  que  Téquation  f{x)  =  0  a  des  coefficients 
entiers.  S'il  en  est  autrement,  c'est-à-dire  si  ces  coefficients  sont 
incommensurables,  on  cherchera  les  racines  sans  distinction  de 
racines  commensurables  ou  incommensurables  après  avoir  appli- 
qué la  méthode  des  racines  égales. 


éJt  OOIIIS 


VAmamunM 


7f7.  SoppofOiis  qa^on  toit  ptrvemi  à  séparer  fmr  vu  proeédé 
quelconque  les  racioet  de  Téqoatioii  /(x)  =  0,  n*ajuit  par  bypo- 
Uièfe  que  des  raeinet  amples,  et  soient  e  et  A  deox  nombres  ne 
comprenant  qn*nne  seule  racine  x;  noos  dirons  qne  a  est  nne 
▼alenr  approchée  par  défaut  et  b  nne  Talenr  approchée  par  excès  de 
la  racine  cherchée,  si  a  est  plus  petit  que  b.  D  s*agit  de  tronrer  une 
méthode  permettant  d'approcher  davantage  et  dams  uu  sens  déterwÊsmé 
de  la  racine  inconnue.  Nous  devons  exposer  ici  deox  méthodes 
d'approximation. 

708.  Métbode  des  parties  proportimuidles.  —  Par 
hypothèse,  les  nombres  a  et  b  {a  <,  b)  comprennent  une  seule 
racine  x^  de  l'équation  f(x)  =  0.  La  méthode  dite  des  parties 
prapariûmnelles  consiste  à  remplacer  la  fonction  /(x),  dans  Tinter- 
▼aile  (a,  b)  par  un  polynôme  du  premier  degré  qui  prenne  pour 
X  =  a  une  valeur  égale  à  f{a)  et  pour  x  =  b  une  valeur  égale  à  f[b). 
On  suppose  f{a)  f{b)  <;  0,  par  conséquent  le  polynôme  du  premier 
degré  aura  une  racine  comprise  entre  a  et  A,  que  nous  prendrons 
comme  seconde  valeur  approchée  de  la  radne  a;^,  et  qu*il  s'agit  de 
déterminer. 

Si  Ton  pose2=:  Ax  -}-  B,  on  a  Az  =  A  Ar,  de  sorte  que  lesaccrois- 
sements  de  z  sont  proportionnels  à  ceux  de  x.  Par  conséquent  si 
Ton  suppose  z  =  f{a)  pour  x  =  a  et  z  =  f{b)  pour  x  =  *,  d'après  ce 
que  nous  venons  de  dire  : 


*  — Ag)    _x  — g 


d'où 


L'hypothèse  f{a)  f{b)  <  0  montre  que  z  s'annule  pour  une  valeur 
X|  comprise  entre  a  et  &,  et  donnée  par  l'équation  (1)  dans  laquelle 
on  pose  1=0,  d'où  l'on  tire  : 

,       ,_      {b-a)f{a) 

Xm  ^"  CL  ^^  "^  ' 

A*)  -  /(«) 
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Ou  prendra  donc  comme  seconde  approximation 


[b  -  a)  fia) 

m  -  f{p)  • 


Xj  =  a  — 


Il  s'agit  de  savoir  dans  quel  sens  est  approchée  cette  valeur  x,. 
Pour  cela  nous  étudierons  la  fonction 

<p(a?)=/(a?)  — z 
c'est-à-dire 

<j(«)  a  m  -  fia)  ^t^^M  (0,  -  «)  (3) 

On  a: 

<?  (*)■■/  (*) b  —  a 

t"(ar)sr(^). 

Supposons  que  la  dérivée  seconde  de  f{x)  conserve  un  signe 
invariable  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b. 

La  fonction  (f{x)  est  nulle  pour  a?  =  a  et  pour  x  =  b;  donc  elle 
passe  par  un  maximum  ou  un  minimum  pour  une  valeur  de  x 
comprise  entre  a  et  b.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  f"  {x)  >  0 
dans  l'intervalle  (a,  b).  La  fonction  <^{x)  est  croissante,  elle  s'annule 
donc  entre  a  et  &  en  passant  du  signe  —  au  signe  +>  I^  fonction  9 
passe  par  un  minimum;  or  elle  part  de  zéro  et  revient  à  zéro  quand 
X  croit  de  akbj  elle  est  donc  négative  dans  cet  intervalle.  En  par- 
ticulier, on  a  <y  (xj  <  0,  c'est-à-dire  f{x^)  <  0,  puisque  «  =  0  pour 
X  =  X|.  On  verra  de  même  que  si  l'on  suppose  /"  {x)  •<  0,  on  aura 
fi^t)  >  0,  de  sorte  que/'(a?j  et/"  (x^)  ont  des  signes  contraires; 
d'où  il  résulte  que  x^  est  approchée  dans  le  même  sens  que  celui 
des  deux  nombres  a  ou  6  qui  donne  au  produit  f^{x)  f{x)  le  signe  — . 

709.  Interprétation  g^éométriqne.  —  Si  l'on  considère  la 
courbe  qui  a  pour  équation  en  axes  rectangulaires  par  exemple  : 

cette  courbe  passe  parle  point  A  ayant  pour  coordonnées  [a,  f{a)\* 
et  par  le  point  B  qui  a  pour  coordonnées  [&,  f  {b)].  Par  hypo* 
thèse  l'arc  AB  de  la  courbe  coupe  l'axe  des  x  en  un  point 
M  dont  on  cherche  l'abscisse.  La  méthode  précédente  consiste  à 
prendre  au  lieu  du  point  M  le  point  d'intersection  R  de  la  corde  AB 
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avec  l'axe  des  xl  On  reconnaît  aisément  que  si  Tare  AB  tourne  sa 
concavité  par  exemple  vers  les  y  positives,  le  point  R  sera  situé 
entre  le  point  M  et  la  projection  sur  i*axe  des  x  de  celui  des  deux 
points  A  ou  B  dont  l'ordonnée  est  négative. 

710.  Méthode  d'approximation  de  Neivton.  —  Soit  x^  une 
racine  réelle  de  l'équation  /  (x)  =  0  ;  si  cette  équation  n'a  aucune 
racine  comprise  entre  le  nombre  a  et  x^,  nous  dirons  que  a  est  une 
valeur  approchée  de  x^par  défaut  si  a  est  inférieur  à  x^  ;  par  excès 
si  a  est  supérieur  à  x^.  Posons  x^  =  a  -}-  A  et  proposons-nous  de 
calculer  A.  On  a  /(a  -f-  A)  =  0  ;  par  conséquent  : 

/(a)  +  A/»(a)  +  ^/"(«  +  eA)  =  0  (1) 

6  étant  un  nombre  inconnu,  mais  compris  entre  0  et  1.  L'équation 
précédente  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

_£(a)_A;     r(a  +  <>*) 
-      f{a)      2  fifl) 

en  supposant  f  (a)  9^  U. 

Posons 


de  sorte  que 


A  ^  a  4~  *i 


le  terme  a  est  seu!  oonna;  la  méthode  d'approximation  de 
Newton  consiste  à  négliger  le  terme  04  devant  a  et  à  prendre  par 
suite  pour  valeur  approchée  de  x^  le  nombre  a  -f  <&• 

II  s'agit  de  savoir  dans  quel  cas  on  peut  affirmer  avec  certitude 
que  a  -]-  a  est  plus  approché  que  a  et  dans  le  même  sens,  c'est- 
à-dire  dans  quel  cas  a  -f  a  est  compris  entre  a  et  a  -)-  a  +  aj.  Fn 
d'autres  termes,  il  s'agit  d'exprimer  que  les  trois  nombres 

a,  a  -f-  a,  o  -|-  a  -j-  aj 
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fonnent  une  suite  croissante  ou  décroissante.  Pour  qu'il  en  soit 
ainsi,  il  faut  et  il  su ffit  que  a  et  n^  aient  le  même  signe,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  que 

fia)    et    r(a+eA) 

aient  le  même  signe. 

Or,  on  sait  seulement  que  a  +  ^  &  est  compris  entre  a  et  x^  par 
conséquent  pour  être  sûr  que  la  condition  précédente  est  remplie, 
il  est  nécessaire  que  la  dérivée  seconde  f  (x)  comerve  dans  Vinier- 
valle  (a,  x^)  le  signe  de  f{a).  Cette  condition  est  d'ailleurs  évidem- 
ment suffisante;  en  effet,  si  on  la  suppose  remplie,  on  remarquera 
d'abord  que  f  (a)  est  nécessairement  différent  de  zéro,  car  le  pre- 
mier et  le  troisième  terme  de  l'équation  (1)  ayant  alors  le  même 
signe,  cette  équation  serait  impossible  si  Ton  supposait  f*  (a)  =  0. 

Donc  le  terme  correctif  —  ^77—  est  bien  déterminé,  et  en  outre 

r(û) 
fia) 

a —  - — ^^ 

est  compris  entre  a  et  la  racine  x^. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  la  première  valeur  appro- 
chée a  soit  par  défaut;  si  la  condition  relative  à  f'  (a?)  est  remplie, 
on  déduira  de  a  une  nouvelle  valeur  a^  approchée  par  défaut  et 
égale  à  a  -f  a.  On  peut,  en  partant  de  cette  seconde  valeur  appro- 
chée a^,  appliquer  de  nouveau  avec  certitude  la  correction  de 
Newton,  attendu  que  f(a^)  et  fia)  ayant  le  même  signe,  f  (a?)  a  le 
signe  de  fia^)  dans  l'intervalle  (a^  a?o).  On  aura  ainsi  une  nouvelle 
valeur 

'^-"•-/^) 

et  Ton  pourra  de  nouveau  appliquer  la  méthode  en  partant  de  a,, 
ainsi  de  suite.  Je  dis  qu'en  continuant  indéfiniment  de  la  même 
manière,  on  obtiendra  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées 
ayant  pour  limite  la  racine  x^.  En  effet,  nous  formons  ainsi  une 

suite  indéfinie 


►i» 


^1 
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Ces  nombres  vont  en  croissant;  ils  sont  tons  inférieurs  à  x^  dose 
ils  ont  nne  limite  X.  D*iillears 


«.,.-«,=- ^ 


Or  la  différence  a»^t —  a«  tend  vers  zéro  quand  n  croit  indéfiniment; 
de  plus  nous  supposons  que  la  dérivée  f  (x)  reste  finie  entre  a  et  x^ 
(cette  condition  est  toujours  remplie  si  f{x)esi  un  polynôme 
entier);  donc /(a.)  a  pour  limite  zéro. En  d*autres  termes, /(X)  =0; 
il  en  résulte  que  X  =n  x^,  puisque  a.  étant  compris  entre  a  'et  x^,  X 
appartient  au  même  intervalle. 

Le  raisonnement  serait  le  même  si  a  était  approché  par  excès. 

711.  Dans  la  pratique,  on  commence,  en  général,  par  trouver 
deux  nombres  a,  b  entre  lesquels  l'équation /(x)  =  0  a  une  seule 
racine  x^.  S'il  s'agitd*une  équation  algébrique,  on  applique  d'abord, 
s'il  y  a  lieu,  la  méthode  des  racines  égales,  de  façon  à  n'avoir  plus 
à  s'occuper  que  d'équations  ayant  toutes  leurs  racines  simples. 
Dans  ce  cas  si  a  et  6  comprennent  une  seule  racine  x^,  les  deux 
nombres  f{a)eif  (b]  ont  des  signes  contraires  et  si  la  dérivée  f"  (x) 
conserve  un  signe  invariable  dans  l'intervalle  a,  6,  on  peut  appli- 
quer la  méthode  de  Newton,  dans  tous  les  cas,  à  l'une  de  ces 
limites,  puisqu'il  y  a  toujours  une  des  deux  pour  laquelle  f(x)  et 
f*'  (x)  ont  des  signes  contraires.  Il  est  alors  avantageux  d'appliquer 
simultanément  la  méthode  de  Newton  et  la  méthode  des  parties 
proportionnelles,  car  si  l'une  doit  être  appliquée  à  la  limite  a, 
l'autre  doit  être  appliqué  à  6  et  en  supposant  a  <  6,  on  obtiendra 
ainsi  deux  nouvelles  limites  a,  &,  telles  que 


^1  <  ^0  <  *i  <  *• 


On  aura  ainsi  deux  valeurs  plus  rapprocnees  que  les  premières  et 
l'on  pourra  continuer  ainsi  autant  qu'on  le  voudra.En  réalité  on  ne 
pourra  pas  calculer  exactement  a^  et  b^,  car  on  devra  négliger  des 
chiffres  décimaux,  mais  on  calculera  a^  par  défaut  et  6|  par  excès  et 
l'on  voit  aisément  qu'il  n'en  résulte  aucun  changement  dans  la 
méthode  à  suivre. 
Il  est  facile  de  se  rendre  compte  de  l'erreur  commise  en  appli- 
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quant  la  méthode  de  Newton  dans  le  cas  présent.  En  effet,  suppo- 
sons qu'on  l'applique  à  a  ;  Terreur  commise  est 


ft«r(a+;0A), 


elle  est  donc  moindre  que 


2ir(«)l 


H  étant  le  maximum  de  la  valeur  absolue  de  f  (x)  dans  l'intervalle 
{a,  b). 

712.  Interprétation  géométrique  de  la  métliode  de 
Newton.  —  Supposons  tracée  la  courbe  ayant  pour  équation 
y  =  f{x};  on  connaît  le  point  A  [a,  /(a)]  et  le  point  B[6,  f{b)]  ; 
on  reconnaît  aisément  que  Tabscisse  cfc  point  de  rencontre  de  la 
tangente  en  A  avec  l'axe  de  a?  est  égale  à 


par  suite  la  correction  de  Newton  revient  à  remplacer  Tare  A  B 
par  sa  tangente  en  A  ou  en  B.  Il  faudra  choisir  celui  des  deux 
points  A  ou  B  qui  se  trouve,  par  rapport  à  Taxe  des  x,  dans  la 
région  vers  laquelle  Tare  AB  tourne  sa  concavité. 


EXERCICES 


i.  Apfkltqaer  la  méUiode  de  Newton  à  Téquation 


X»  — 8««  — 7«  +  4=s0. 
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2.  ProuTerqae  si  les  racines  de  réquation/  (x)  =  0  sont  toutes  réelles  et  que  L 
soit  une  limite  supérieure  des  racines  positives,  L  —  TTni  ^^f  ^^^^  ^^®  lioiite 

sup^ieure. 

3.  Appliquer  la  méthode  de  Newton  à  la  résolution  de  i'équation  «>  —  A  =  0, 
A  étant  un  nombre  positif.  En  déduire  une  méthode  abrégée  d*extraction  de  la 
racine  carrée. 

4.  Appliquer  la  méthode  de  Newton  à  la  détermination  du  logarithme  d^uo 
nombre  positif.  Évaluer  Terreur  commise. 

5.  Soient  a  eib  deux  nombres  tels  que  /"  (x)  ne  change  pas  de  signe  entre  a  et  6. 
On  suppose  f(a)f(b)  >  0.  Montrer  que  si  f  (x)  s*annule  entre  a  et  6,  Féquation 
f[x)=.0  n'a  pas  de  racines  comprises  entre  a  et  6  si  Ton  a  : 

m       fia) 

Appliquer  aux  équations  : 

ar4^3j.t_2ar+l  =  0 

x^  -h  X»  —  5,999  X  +  4  =  0 
100  X*  +  67 x«  —  59x  -f  11  =  0 
100  X*  +  67  x«  —  59,04  x  +  11  =  0. 

(Voir  E.  GàTALA.N,  Manuel  des  candidats  à  VÈcole  polytechnique.) 


CHAPITRE    X 

RÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DE  L'ÉQUATION   DU  5'  DEGRÉ 
ET  DE  L'ÉQUATION  DU  4'  DEGRÉ 

ÉQUATION  DU  3*  DEGRÉ. 

713.  Pranlèr«  naéclick^e.  >-  Considérons  Téquation  du  3*  degré  privée  du 
second  terme  : 

X»  +  ox  +  y  =  0.  (4) 

Nous  partirons  de  Tldentité  : 
*•  — y*  —  «•  —  3xyfi  ^(x  — «/  — «)(x  —  ay  —  a^ s) {x-- a* y—  az)     (2) 

dans  laquelle  a  et  a*  désignent  les  deux  racines  cubiques  imaginaires  de  Tanité. 
Cette  identité  montre  que  Téquation  en  x 

X»  —  3  xyz  —  (y»  4-  s»)  =  Q 

a  pour  racines 

«i=y+«,        a:t=«y  +  a*«.        x,  =  a«y  +  at, 
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d*où  Ton  conclut  que  Téquation  (1)  sera  résolue  si  Ton  peut  trouver  une  solution  du 
système 

y'=-i  l  (8) 

La  première  de  ces  deux  équations  donne  s  s  —  -£-;  il  d*7  a  donc  plus  qu*à 
résoudre  Téquatioa  : 


ou 


y*  +  qy*-  (|)'=o.  W 


Cette  équation  du  second  degré  en  y*  donne  : 


.•=-!+. 


v/(l)'  +  (f)" 


8  étant  égal  à  db  1. 

Prenons,  par  exemple,  s  =  +  i,  et  désignons  par  y'  Tune  des  racines  cubiques  de 
Texpression  obtenue,  de  sorte  oue  l'éauation  ^5^  oourra  s*écrire  ainsi  : 

elle  aura  donc  trois  solutions  : 

a  et  a*  étant,  comme  plus  haut,  les  racines  cubiques  de  Tunité.  On  en  déduit 
trois  valeurs  correspondantes  de  2,  qui  sont  : 

à  y  3ya  oya^ 

c*est-à-dire  : 

p  pa»  pa 

**—       3y"         *■"■      "37'         **~'""87* 

mais  le  produit  des  racines  de  Téquation  (4),  qui  est  du  second  degré  par  rapport 
à  y*,  étant  égala—  (^j    et  Tune  des  racines  étant  f/\  l'autre  racine  a  pour 

\3/  /       P  V 

valeur  — \—    ou     /  —  -^  j  ;   donc,  si  l'on  suppose  e  =  —  1,  l'équation  {3^ 


devient 


••=(-èV 
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et  a  pour  racines 

c'est-à-dire 

y4=z,       yi  =  S|       yts<a. 

Les  faleors  correspondantes  de  s  sont  donc  : 
car 

■air-^"       3^"^^"      T]ï=y- 

11  résulte  de  là  qu'on  aura  toutes  les  solutions  de  Téquation  proposée  en  prenant 

*'=y'-^    ^«=y'*-f7    *«=y'«*-77      w 

et  l'on  peut  encore  remarquer  que  ces  formules  se  permutent  les  unes  dans  les 
autres  quand  on  change  y'  en  y'  a  ou  en  y'  a*.  H  suffit  donc  de  remplacer  dans  les 
formules  (6),  y'  par  Tune  quelconque  des  racines  cubiques  de  Texpression 


— iW(i)'-(t)' 


714.  Mm^mmmUm.  —  Supposons  p  et  ^  réels.  Nous  distinguerons  trois  cas. 
Premier  cas  : 


(l)'M9'>«- 


Dans  ce  cas  A  est  réel;  soit  y'  sa  racine  cubique  arithmétique;  d'après  ce  qui 
p 
précède  —  —>  est  la  racine  cubique  arithmétique  de  Texpression 


» = -I  -  n/(I)'^  (!)• 


puisque 

B 


=-  (¥ 


Ainsi,  en  désignant  par  y'  et  *'  les  racines  cubiques  arithmétiques  de  A  et  de  B 
les  racmes  de  1  équation  proposée  ont  pour  valeurs  : 

on  a  obtenu  ces  formules  en  remplaçant  a  par  ""  ^  +  W8  ^^  ^,         —  i  —  t  \/3 . 

2  3 

Comme  y'  —  i'  est  différent  de  zéro,  on  voit  quhine  seule  racine  est  réelle. 
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I>«i||jlèiiia  caB  : 


Alors 


A  =  B  =  —  |;  on  trooTe  }f 


='=v/-l 


et 

L'équation  a  ses  trois  racines  réelles  :  une  racine  simple  et  une  Racine  double. 
Troisième  caB.  ^  Soit,  maintenant  : 

A  est  imaginaire,  posons  : 

et  soit:  u-^vi 

Tune  des  racines  cubiques  de  A,  de  sorte  que  nous  puissions  prendre 

On  aura  alors 

B  =  a  — 6t, 

et,  par  suite, 

(M  — t;t)»=  B 

d*où 

donc 

ti*+  o«  =  —  j. 

Obeervons  d'ailleurs  que  —  |  est  positif,  sans  quoi  Uj    +  [^   serait  positif, 

B  résulte  de  ce  qui  précède,  que 

P 
u  — t;t  = 


3  y' 
donc  les  racines  de  l'équation  proposée  sont  : 

a;j  =  2ii,         a:,  =  — t<— »v/3,         «,  =  — tt+ov/s. 

L'équation  a  donc  ses  trois  racines  réelles;  il  reste  à  vérifier  qu'elles  sont  inégales, 
n  est  évident  que  ««  est  différente  de  Xi\  considérons  Xi  et  x,.  Si  x^  était  égale  à  x,. 
on  aurait  : 

Bu=^v^     ou      V  =  tf^ 
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et,  par  8aite> 

d'où 

ce  qui  est  imposable,  attendu  que  (ii  +  vt)*  est  imaginaire.  On  Terra  de  m6me 
que  Xi  ne  peut  être  égale  à  x^. 
715.  Remarqpie.  —  On  peut  écrire  ainsi  la  formule  de  résolution  : 


-v'-iwdAd)'-^ 


le  radical  cubique  étant  susceptible  de  trois  déterminations  (formule  de  Cardan). 

Lorsque  (|]  +  (|)  est  négatif,  cette  formule  est  compliquée  d'imaginaires, et 

pourtant  les  Taleurs  correspondantes  de  x  sont  réelles.  L*a]gèbre  ne  peut  pas  le^er 
la  dlfficullé  ;  pour  cette  raison,  ce  cas  est  appelé  cas  irrédueHbU, 
La  question  est  tranchée  par  l'emploi  de  la  trigonométrie.  Posons  : 

ce  qui  donne 


-1+ 


'•=-©• 


et     008 1»  = 


9 
2 


^H)' 


Cette  Taleur  de  cos  w  est  acceptable,  comme  cela  résulte  immédiatement  de 
l*hypothëse  : 


(f)'Mf)"<«'  "  fef 


<i. 


Les  racines  cubiques  de  ▲  seront  donc,  comme  on  sait  : 

*  /      P  /        ft>    .    .     .     w,  .  /      P  (        co  +  2ic  .    CD  +  2ic\ 

V  -  3  5^8  +  •  -"  3>'     V  -  8  v*  —T-  +'""  -z-y 

V- 1  (~«  —3—  +  '  ""  — 3— j- 

Ce  sont  les  valeurs  de  y;  les  valeurs  correspondantes  de  x  sont  les  valeurs 
conjuguées,  comme  on  s'en  assure  aisément.  On  a  donc  enfin  : 

716.  BevLxlèiiie  ntéékoée  (Hudde).  —  On  pose  x  =  y  +  s,  Téquation  devient 

(y+«)  (8y«  +  P)+  î/'  +  *»  +  Ç  =  0. 
On  est  ramené,  comme  plus  haut,  &  la  résolution  du  système  : 

Sys  +  p=zO         y*  4- z«  -l- 7  =  0. 
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717.  Trol«lèiiie  méth<»4e  (équation  complété).  —  Nous  donnerons  encore  la 
méthode  suivante,  fondée  sur  la  propriété  du  Hessien  que  nous  a^ons  démontrée 
plus  haut  (839). 

Posons  : 

f(x,y)=ax*  +  Sbx*y  +  3exy*  +  dy*. 

On  trouve,  en  désignant  par  h  le  Hessien  divisé  par  le  facteur  38  : 

/*  ^(a«+6y)(cx+dy)— (ôa:+  cy)*^(ac— ô*)a?*+(ad  — 6c>ry+ (^rf  — c*)y*' 

Si  le  discriminant  A  ^  (ad—  6c)*  —  4  (ac  —  6*)  {bd  —  c*)  est  nul,  le  Hessien  est 
un  carré  parfait;  dans  ce  cas  Téquation  proposée  a,  comme  on  sait,  une  racine 
double  et  une  racine  simple  ;  alors  la  résolution  n'offre  pas  de  difficulté,  la  racine 
double  étant  la  racine  commune  aux  deux  équations 

ax«4-2ôd?  +  c=0      6«*  +  2cjp+d=0. 

Ce  cas  laissé  de  ce  côté,  le  Hessien  peut  se  mettre  sous  la  forme  d*un  produit  de 
deux  facteurs;  il  n'y  a,  pour  cela,  qu'à  résoudre  Téquation  du  second  degi^ 

(ac  —  ô»)a?«  +  (fld—  6c)  «y  +  (6d—  c")y"« 

Nous  avons  donc 

AsXT 

X  et  Y  étant  donnés  par  les  formules 

X  =  a«+Py.  Y  =  a'x  +  p'y. 
où  a,  p,  a',  p'  sont  des  quantités  connues,  et  Ton  a  : 

*  p'  —  p  a'  96  0. 

Par  suite: 

x=pX'\-j/Y 
y=qY+q^Y. 

S*  nous  faisons  cette  substitution,  on  obtiendra  h  exprimé  en  fonction  de  X 
et  de  T,  la  fonction  ^{x.  y)  deviendra  F  (X,  Y),  et  en  supposant 

^(pX+p'Y,  gX+5f'Y)=F(X,Y) 
et  posant 

F(X,  Y)  =  AX»  +  3BX*Y  +  3CXY*  +  DY» 

on  anra,  H  désignant  le  Hessien  de  F  (X,  Y)  divisé  par  80  : 

H  =  (AC-B»)X«+(AD-BC)XY  +  (BD-C*)Y. 

Mais 

H»  A  11» 

u  étant  le  module  de  la  substitution;  donc 

Hsii.«XY 

On  a  donc  : 

AC-B>=0,      BD-^-C^ssO,     AD^BGssfib», 
n.  —  B.  nrwBmijOwni.  —  ALstHn.  29 
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A  est  différent  de  séro,  car  l'hypothèse  A  =  0  entraîne  B  =0,  et  (i  =  0  ce  qui  est 
contraire  à  nos  suppositions. 
On  voit  immédiatement  que  B  et  C  sont  tous  deux  nuls  ou  tous  deux  différents  do 

séro.  Si  Ton  suppose  B^^O,  G^O  on  aura  aussi  D  ^  0  et 

A_B_C 
B""G""D" 

Zn  désignant  par  -  la  valeur  commune  de  ces  rapports  on  aura  dans  ce  cas 

B=^XA      C  =  X«A      D=X»A 

tit 

F(X,Y)  =  A(X  +  XY)«. 

la  fonction  f{x,  y)  sera  aussi  un  cube  etTéquation  proposée  aura  une  racine  triple. 
Si  nous  écartons  ce  cas  particulier,  nous  devons  supposer  B  =s  0,  C =0;  de  sorte  que 
inéquation  sera  ramenée  à  la  forme 


AX»-f  CY«  =  0 
ou 

G 
Â 

équation  que  Ton  sait  résoudre. 


©•=-i 
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718.  Héthode  de  Deacartoa.    •  Pour  résoudre  Téquation 

x^'\-nx*  +  px^  -{-qx-^-r^zO  (i) 

il  suffit  évidemment  de  décomposer  le  premier  membre  en  un  produit  de  facteurs 
du  second  degré;  posons  : 

X*  +  nx*  +px*  +  qx  '\-r^(x*  +  ax  +  b)lx^  +  a'  X  +  à')  (î) 

Il  s*agit  de  résoudre  le  système 


a-{-a'  =  n 
aa'-\-b-\-b'=p 
ab'-\-ba'  =  q 
bb'=zr 

Si  Ton  pose  d  =  -  +  x,  d'où  a'  =  -  —  z  le  système  (8)  devient  : 

(ô'-6)x  +  (6  +  6')5=^ 


(3) 


Voii  Ton  tire 


6'-.é  = 


y-5(»-+P-?^ 


-) 
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et  en  portant  les  yaleurs  de  6  +  6'  et  6  ^  6'  dans  l'identité 

on  obtient  Téquation  : 

,.[(,.+,_J)*_..]_g(..+,_l-)_,]'=0  (4, 

Cette  équation  est  du  3*  degré  par  rapport  à  s*,  et  Ton  voit  immédiatement  qu*elle 
a  une  racine  positive  puisque  le  coefflcient  de  (s*)'  est  égal  à  -f  if  et  que  le  terme 
indépendant  est  négatif. 

Si  les  coefficients  de  l'équation  (1)  sont  réels,  on  déduira  du  calcul  précédent,  en 
appelant  s'*  une  racine  positive  de  l'éouation  (i\  : 

et  Too  aura  ensuite  bel  b'  puisque  Ton  connaît  b+b'  et  b—b\  Si  Ton  change  s'  en— z' 
a  et  a'  ainsi  que  b  et  6'  sont  permutés,  ce  qui  ne  change  rien.  L'équation  (4)  est 

dite  la  résolvante.  On  peut  choisir  une  antre  inconnue;  en  posant  i*  +p =  y, 

la  résolvante  prend  cette  forme  plus  simple  : 


(y  +  7-p)(y'-4r)_gy-çy=o 


(5) 


719.  Héfhode  de  Perrarl.  —  L*équation 

f{x)^x^'\'nx*'\-px*  +  qx  +  rssO  (1) 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

(**+5*)  =5(7-^)  *■-?*-»•  P) 

Si  le  second  membre  était  un  carré  parfait,  la  résolution  de  l'équation  (1)  serait 
ramenée  au  second  degré.  Introduisons  une  indéterminée  que  nous  désignerons  par 

-  (dans  la  pratique  on  prendra  y),  et  mettons  l'équation  (2)  sous  la  forme  : 


Si  Ton  choisit  pour  y  une  racine  de  l'équation  : 

ç(y)  =  (y+îj-p)(y«-4r)-(î^-ç)*=0 


W 


e  «ïpcond  membre  de  l'équation  (3)  sera  un  carré  parfait.  Si  Ton  suppose  que  les 
nicrOcients  de  l'équation  (1)  sont  réels,  il  convient  de  décomposer  cette  équation  en 
lieux  équations  du  second  degré  à  coefficients  réels;  pour  qu'il  en  soit  ainsi  il  est 
nécessaire  de  chercher  pour  y  une  racine  vérifiant  l'inégalité 


n« 


y+--p>0  (6) 
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Or  : 


L*équation  9  (y)  =  0  a  donc  une  racine  plus  grande  que  P  *~  ~t"  ®^^P^^  ^^^^^  ^® 


cas  ou 


n  /        ti*\  71* 

-  Ip 1  =  5.    S'il  en  est  ainsi   p  —  y   ®^*  une  racine  de  l'équation 

9  (y)  =0  ;  désignons  cette  racine  par  y'.  En  remplaçant  y  par  y'  l'équation  proposée 
devient  : 


(--5"+l)"=Ç- 


(6) 


y'» 

Si  ^^^ r  est  un  nombre  positif,  la  question  est  résolue,  l'équation  se  décompose 

4 


en 


et 

Je  dis  que  si    ?- r  <  0    l'équation  9  (y)  =  0  a  une  racine  y"  plus  grande  que  y  . 

4 

En  effet  y'  étant  racine  de  ?  (y)  =  0,  nous  pouvons  écrire  : 
9(y)s(y-y')(y»-4r)-Ç(y-y')«  =  y-y')[y«   -  4r-^'{y-y')] 

L'équation  9(y)=  0  admet  donc,  outre  la  racine  y\  les  solutions  de  l'équation 


n» 


*(y)  =  y«-4r-^(y-y')  =  0 
Or,  on  a  : 

i,(y')=y'*-4r,    4'(+«)  >0. 

L'hypothèse ^r —  r  <  0  montre  que  l'équation  4/(y)=  0  a  une  racine  y"  >  y'. 

On  pourra  donc,  dans  tous  les  cas,  trouver  une  valeur  de  y,  racine  de  l'équation 

9(y)  =  0  et  vérifiant  l'inégalité  (5),  en  laissant  de  côté  le  cas  particulier  donnant 

v'i 

l 'équation  (6)  avec  la  condition  ^ r  >  0, 

4 

En  choisissant  y  comme  nous  venons  de  le  dire,  l'équation  (3)  devient  : 


T  — P  + 


ny 
2~^ 


Vy  +  ï- 
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de  sorte  qa^elle  se  décompose  en  deux  équations  du  second  degré 


^-, 


0) 


1=0  (8) 

9 


Si  les  racines  de  inéquation  f7)  sont  les  nombres  x^  x^  et  celles  de  l'équation  (8) 
Xi  et  «4,  on  voit  que 

y = «t^îi  +  «1*4 

Par  conséquent  Téquation  9  (y)  :=  0  que  nous  pouvons  appeler  la  résolvante  de 
Ferrari,  est  Téquation  qui  a  pour  racines  les  valeurs  que  prend  Texpression 
x^xx  +  x^^  quand  on  remplace  de  toutes  les  manières  possibles  les  lettres 
*i>  ^'ti  *i>  «4  P^  les  quatre  racines  de  l'équation  (1).  Ce  résultat  subsiste  quand  Téqua- 
tion  est  ramenée  à  la  forme  (6;. 

Si  Ton  pose 


v^ 


.  n*  z 


on  a 


z      n  z      n 

g— 2"^*"*"  ^*'     2*^2=  —  a?j  — «4 

en  faisant  cette  transformation,  l'équation  9  (y)  deviendra  une  équation  du  troisième 
degré  en  z*  dont  les  racines  seront  les  valeurs  que  prend  la  fonction 

Xi  -\-  x^-^  x$^  a?4 

quand  on  remplace  de  toutes  les  manières  possibles  les  lettres  «ti  «i»  *t>  ^*  P^^ 
les  quatre  racines  de  l'équation  proposée.  On  voit  que  cette  équation  est  préci- 
sément la  résolvante  de  Descartes  ,  comme  cela  résulte  d'ailleurs  évidemment  de 
la  méthode  de  Descartes.  L'équation  9  (y)  =  0  n'est  pas  autre  chose  que  l'équa- 
tion (5)  du  n"  précédent. 

Ajoutons  que  si  l'équation  ^  (x)  =  0  a  ses  quatres  racines  réelles,  ou  bien  ses 
quatre  racines  imaginaires,  l'équation  9  (y)  =  0  a  ses  trois  racines  réelles  ;  si 
/'(or)  =  0  a  deux  racines  réelles  et  deux  imaginaires,  9  (y)  =  Oaune  racine  réelle 
et  deux  imaginaires.  —  Les  réciproques  sont  vraies. 


EXERCICES 

1.  Résoudre  l'équation 

x»— 3.r»  +  20=0. 

2.  Résoudre  l'équation 

16 X»  -  24  x,x*  -h  (9  xli-Syl)x-Xo(xl  +  yj  ^  0 
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sachant  qm 

^Saposaolx  ^  «^ +  1^ on  obtient. 

3.  Étant  donnée  réqaation 

on  pose  X  =:  y  +  X  ;  l'équation  prend  la  forme 

V'  +  Py«  +  Qy  +  R=0, 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  de  z.  On  détermine  z  pour  la  condition  P>  =  3  Q.  En 
déduire  une  méthode  de  résolutions  de  Téquation  du  troisième  degré. 

En  posant  Qs  =  3PR,  on  aura  une  autre  équation  en  z  ;  en  déduire  la  formule  de 
résolution  suivante  : 

>/(3ç-p«)(3i  +  p) 

(Lbbksgok.) 

4.  Appliquer  la  méthode  de  Ferrari  à  Téquation  bicarrée. 

5.  Appliquer  la  méthode  de  Ferrari  k  l'équation 

x4  ^  |9x<  +  55x«  +  i»x+99    0 

6.  Rétondre  Téqnation 

x«  —  iSx>+3  =0. 

7.  Ponr  réeoodie  Téquation 

«•  +  iix«  +  p  *•  +  9«+ r=0, 

on  peut  employer  la  méthode  suivante.  On  posex*  =  y  et  Ton  considère  Téqnation 

y«+  nxy+py +  çx  +  r  +  X(x>  — y)  =  0 

on  forme  Véguation  en  X  relative  aux  deux  coniques  ayant  pour  équations 

y>-|-nxy +  py +  9'  +  '*=0     x«— y=0. 

on  sait  [Cour»  de  géométrie  analytique)^  qu'il  y  tt  au  moins  une  racine  réelle  de 
Téquation  enX  qui  correspond  à  deux  sécantes  communes  réelles.  En  d'autres  terme 
il  y  a  au  moins  une  valeur  réelle  de  X  telle  que  : 

y*+na:y+py+^x  +  r+X(x«  — y)^(tfx+»y  +  w){ii'x  +  »*y+i»'). 
En  remplaçant  y  par  x*,  on  a  donc  à  résoudre  l'équation 

(ttx  +  0  X»  +  lo)  (u'x+  v'x*  +  »•)  =0. 
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CHAPITRE  XI 

DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES 

720.  Soient  f{x)  et  f  {x)  deux  polynômes  premiers  entre  eux. 
Nous  nous  proposons  de  décomposer  la  fraction  rationnelle  '--j^. 

Vx  +  Q 


en  une  somme  de  fractions  de  la  forme  ; r-  ou ,  ,  .  — ,     -,, 

(a? — a)«      (a?*+pa?+?) 

complétée,  s'il  y  a  lieu,  par  un  polynôme  entier;  A,  P,  Q,  p,  9, 
étant  des  constantes,  «  et  n  des  entiers  positifs,  et  a:  —  a,  a:*  +  P^  +  î 
des  diviseurs  du  premier  et  du  second  degré  de  (f  (opj.TIous  avons 
déjà  indiqué,  au  moins  en  partie  (90),  la  possibilité  du  problème. 
Nous  allons  compléter  ici  ces  notions. 

Supposons  que  les  coefficients  des  polynômes  f{x)  et  cp  (x)  soient 
réels  et  que  Téquation  f  [x)  =z  0  ait  une  racine  réelle  a  d*ordre  a 
de  multiplicité  et  posons 

<y  (x)  =  (a?  —  aY  (f,  (x)      (9 ^  (a)  ^  0). 

Les  polynômes  {x  —  a)«  et  <f|  [x)  sont  premiers  entre  eux  et  avec 
f[x);  par  conséquent  (89)  on  peut  déterminer  deux  polynômes 
entiers  ^  {x)  et  /;  {x)  vérifiant  l'identité 

(»--a)«(f,(x)       (x  — a)«  ^  <?4  (ar)  ^ 

E  (or)  étant  un  polynôme  entier  égal  à  la  partie  entière  du  quotient 
de  /  {x)  par  <y  {x)y  f  (a?)  étant  premier  avec  »  —  a  et  de  degré  infé- 
rieur à  a,  /i  {x)  étant  premier  avec  cp^  [x)  et  son  degré  étant  inférieur 
&  celui  de  f|  {x).  Or,  ^  {x)  étant  au  plus  de  degré  «  —  1,  on  a  : 

donc 

1  1 

— -  V  (a)  *«-*  f  al 

*ix)   ^   ♦(g)  f  (g)  21»^^^  .  (Jîi:l)i__\ 

(x— g)«      (op— g)*"*'(a?— g)«-*"^(a:— g)*-*"*" '  a:  — a        ' 
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Il  convient  de  remarquer  que  f  (a)  est  nécessairement  différent  de 
zéro  puisque  ^{x)  est  premier  avec  {x  —  a}«. 
Nous  pouvons,  par  conséquent,  poser  : 

^(^),_,     A.  A,        .        A,        .       ■  A«^t    .  f^{x)     p.  .  ,.. 

<î(x;~(«~a)«"^(a:-a)«-*"^(ar-a)«-«"^"''"*"a?-a"^î,(a?)"^   ^  '^  ^ 

A,  Al,  A„ A«.i,  étant  des  constantes  réelles  dont  la  première 

est  nécessairement  différente  de  zéro. 

Soit  b  une  deuxième  racine  réelle  d*ordre^,  de  réquation<;(^}=0; 
de  sorte  que 

/  (x)  f(x) 

opérant  sur  ^^-7-4  comme  sur  — r-rt  on  obtiendra  une  seconde 

identité 

/;W_      B               B.  .  Bt±j.A(^      (^. 

<i,{x)      {x  —  b)P^(x^à)P^^ ^a?-6^<f,(a:)       ^  ^ 

B,Bi,  B„ B^i  étant  des  constantes  réelles  dont  la  première  B  est 

essentiellement  différente  de  zéro,  et/*,  [x)  étant  un  polynôme  entier 
premier  avec  <f|  (or)  et  dont  le  degré  est  inférieur  à  celui  de  cp,  (x). 
Il  n'y  a  plus  de  partie  entière  dans  le  second  membre  puisque  le 
degré  de  f^  (x)  est  inférieur  à  celui  de  fi  {x). 

On  continuera  ainsi  tant  que  Ton  n*aura  pas  employé  toutes  les 
i^cines  réelles  de  Téquation  cp  [x)  =  0.  Supposons  que  Téquation 
<f  (a?)  =  0  ait  n  racines  réelles  distinctes  ;  nous  aurons  n  identités 
analogues  aux  précédentes,  la  dernière  étant 

<în-i  {X)  "~  (X  —  i)^  "*"  (X  -  iy-''  "^ '^x^r     ^^ 

Ajoutant  membre  à  membre  les  identités  (1),  (2) [n),  on  obtient 

+  _5_+ 2i _i_ifti. 

^  (x  —  6)P ^  (ar  —  6)P-* ^  ^x  — 6 

+ (n  +  i) 


•  • 


1^1     ^'     I       I   ^-' 
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Cette  formule  suppose  que 

de  sorte  que 

<f  (a)  E  H  (a?  —  a)«  [x  —  by (a?  —  0^- 

721.  Cas  où  le  dénominateur  contient  des  factenis 
imagpinaires.  —  La  formule  {n  +  l)  subsiste  d^ailleurs  si  quel- 
ques-unes des  racines  a,  b^ l  sont  imaginaires.  Mais  dans  ce  cas 

les  constantes  A,  A^, A«-i, L, Lx-i  peuvent  être  imagi- 
naires. Pour  avoir  une  décomposition  avec  des  coefficients  toujours 
réels  on  a  imaginé,  dans  le  cas  des  racines  imaginaires,  un  autre 
mode  de  décomposition.  Supposons  pour  plus  de  généralité  que 
réquation 

<f  (a:)  =  0 
ait  des  racines  réelles  ainsi  que  des  racines  imaginaires,  et  soit  : 

cp  [x)  =  (ar  —  a)«  (x  —  b)P (a?  —  /)^  <?«  W 

réquation  cp»  {x)  =  0  n'ayant  que  des  racines  imaginaires.  Nous 
pouvons  commencer  la  décomposition  comme  dans  le  premier 
cas  ;  seulement  la  n'  identité  devra  être  modifiée,  car  nous  aurons 
maintenant: 

<y„_4  (x)  =  (a?  —  flî  (p„  (a?) 
et  par  suite,  au  lieu  de  l'identité  (n)  nous  obtiendrons  celle-ci  : 

<i^i(x)-{x-l)-^'^(x-l)^-''^ '^x^l'^^ix)      ^^^ 

Pour  continuer  la  décomposition,  soit  a^  -^px  -\-çun  diviseur  du 
second  degré  de  ^n  (a?),  correspondant  à  deux  racines  imaginaires 
conjuguées  et  d'ordre  de  multiplicité  égal  à  n,  de  sorte  que 

(fn  (x)  s{x'  +  px+  q)\+i  (a?). 

Les  polynômes  /»  (or)  et  (f„  {x)  sont  premiers  entre  eux  par  hypo- 
thèse, et  le  degré  du  premier  est  inférieur  à  celui  du  second  ;  on 
pourra  donc  trouver  deux  polynômes  Q(x)  et  fn+i  {x)  vérifiant 
l'identité 

fn{x)_  0(x)  .f^ijx) 
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le  second  membre  étant  la  somme  de  deux  fractions  irréductibles. 
Le  degré  de  9(^)  est  an  plos  2fA —  1.  Si  noos  divisons  0(x}  par 
^  +  px  -{-  q^  nous  obtiendrons  l'identité 

g(x)  =  (x*  +  px  +  q)  9,(x)  +  Px  +Q 

9,  (x)  étant  un  polynôme  entier  an  plus  de  degré  2f&  —  3,  P  et  Q 
étant  des  constantes  qui  ne  peuvent  être  nulles  toutes  les  deux, 
puisque  0(x)  est  premier  avec  x*  -^-px  •■{-  q.  On  trouvera  de  même 

9.  (x)  ={x»  +px  +  q)  9,  (x)  +  P,  X  +  Q, 


9,^,(x)=(x*+px  +  g}{P^^iX+Q^,)+P^,x+Q^^ 

de  sorte  que 

9(x)        _     Px  +  Q       .       Ptx  +  Q,  P^.x  +  Q^t 

(x*-j-j»x-j-y/     (x*+px+y)«*     {x*4-/?x+î)'^*       "       X*  -^  px-\-q 

Pi  Q»  Pi»  Qi P|^-i,  Qi*-i  étant  des  constantes.  Nous  avons  déjà 

fait  observer  que  P  et  Q  ne  peuvent  être  nulles  toutes  les  deux. 

On  peut  obtenir  Tidentité  précédente  par  une  méthode  remarquable  due  à  Jacobi. 
DiTÎsons  0  {x)  par  «■  +  p*  +  y  —  y. 

Nous  obtiendrons  un  quotient  entier  par  rapport  à  «  et  y  et  un  reste  du  premier 
degré  en  x  et  entier  par  rapport  à  y,  de  sorte  que  nous  aurons  TidenUté 

e(x)  =  (x«+par  +  7-y)Q(x,y)  +  Px  +  Q  +  (P.x-hQi)y+...-h(P|,a:  +  Q0y*, 

si  nous  faisons  y=ix*-\-px-\-q  dans  les  deux  membres  de  cette  identité,  nous 
obtiendrons 

Le  second  membre  Biarrote  au  terme  contenant  (i:*  +  P  ^  +  9)*^*  en  facteur 
puisque  le  premier  membre  est  supposé  de  degré  2  |&  —  1  au  plus.  On  a  ainsi  déve- 
loppé un  polynôme  entier  suivant  les  puissances  de  x*  +  p  x  +  q,  les  coefficients 
étant  des  binômes  de  premier  degré  en  x.  On  peut  remarquer  que  la  méthode  est 
générale  et  que  Ton  peut  développer  de  la  môme  manière  f{x)  suivant  les  puissances 
do  9  {x),  les  coefficients  étant  des  polynômes  de  degré  n  ^  1,  n  étant  le  degré  de 
9  (x).  U  suffira  de  diviser  f  (r)  par  9  (x) —y  etc. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  Ton  peut  écrire  : 

fnjx)^       Px  +  Q  PtX  +  Qt  ,   

fn{x)      (x"  4-  px  +  qy"^  (x*  +  px  +  q^"^   "" 

P^^i  X  +  Q^-t       ^-^t  (x) 

■*"X«  +   pX  +  q'^  ?n+i{x) 


l 
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on  traitera  la  fraction        ,  .  de  la  même  façon,  et  en  continuant 

de  la  sorte  jusqu'au  dernier  diviseur  du  second  degré  de  <f  {x),  on 
arrive  à  la  formule  : 


r     Px  +  Q  P.g  +  Q.      ,        P,-.a;+Q^,-] 

"*"'^L(x»+/)x+g)i''^(««+jBx+?)i'-«''"'"'^jc»  +P»  +  d 

les  signes  2  s'étendant  à  tous  les  facteurs  correspondants  aux 
racines  réelles  ainsi  qu'aux  facteurs  du  second  degré  relatifs  aux 
racines  de  l'équation  9(x)  =  0. 

722.  La  décomposition  précédente  n'est  possible  que 
d'nne  seule  manière.  —  Il  s'agit  de  prouver  que  l'identité 


A  A 

^  ^*^  "^  {X  —  a)'  "^  (x  —  o)— •  "^ "*"  x—a 

T^  (a;  _  i)»  ^  [x  —  b)t-'  ^ ^  x—b 

+ 


Px+Q  P,x  +  Q.         .  P.>-iX+Q^-t 

(X*+P3?  +  ?)''       (x'+px-l-j)!^»        X*  +  P*  +  ? 

Rx  +  S             Rix  +  S.  R._.x+a-.i    -. 

"''(x'+rx+«)'''"(x»  +  rx+s)'-«"^ "^x'+rx  +  f    "^  ' 


+ 


E«  (^)  +  (a;  _  a').' +  (X  -  ày-i  + +  ^' 

"^  (x  —  *')»•  "^  (x—  6')»'-'  "•" ■'"  x—b' 

+ 

•         •••••■•••••••••••a  • 

p'x  +  Q'         p;x  +  q;  r;._.x+Q;.-. 

"^(x»+p'x+j>'^(x''+p'x+5'y-«"'' "'"x*+;>'x+y 

R'x  +  s'  r;x  +  s;  RV-.X+QV.. 

■^  (x»  +  r- X  +  «y  "'"(x'  +  r'x +  «')•'-«"'" "'"x»  + r'x+s' 

+ 
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ne  peut  être  vérifiée  si  les  deux  membres  ne  sont  pas  composés  de 
termes  semblables  identiques. 

Je  dis  d'abord  que  les  dénominateurs  doivent  être  les  mêmes 
En  effet,  supposons  qu'il  n*y  ait  dans  le  second  membre  aucune  frac- 
tion ayant  X  —  a  en  dénominateur.  En   multipliant  par  {x — a]* 
les  deux  membres  de  Tidentité  (1),  on  obtiendrait  une  nouvelle 
identité  pouvant  être  mise  sous  la  forme  : 

A  +  (ar-a)F(x)  =  (x-a)  F.  (x)  (2) 

F(x)  et  V^{x)  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  x  ayant  une 
valeur  finie  pour  x  =  a.  Cette  identité  est  impossible  puisque 
pour  X  =  a  le  second  membre  se  réduit  à  zéro  et  le  premier  à  Â 
qui  est  supposé  différent  de  zéro  par  hypothèse.  Nous  supposerons 
donc  c^  =  a;  et  nous  allons  prouver  que«  =  «.  En  effet,  supposons 
a  =  a'  -{-  h^  h  étant  un  entier  positif.  En  multipliant  par  (x  —  a)*  les 
deux  membres  de  ridenlité(l)  elle  donnera  une  identité  analogue  à 
ridentîté  (2)  qui  est  impossible  comme  on  vient  de  le  voir  ;  donc 
on  ne  peut  supposer  «  >  «'.  On  verrait  de  même  qu'on  ne  peut  sup- 
poser a  >  a,  par  conséquent  a  =  ai. 

Il  s  agit  de  prouver  que  A'  =  â  ;  en  multipliant  les  deux  mem- 
bres de  ridentité  (1)  par(x  —  a>  nous  obtiendrons  : 

A  +(x  —  a)  F(x)  =  A  +  (x  —  a)  F,  (x)  ^3) 

F(x)  etF|  (x)  étant  des  fonctions  rationnelles  ayant  pour  x  =  a  des 
valeurs  finies.  En  faisant  x  =  a  dans  les  deux  membres  de  l'identité 

X 

(3)  on  trouve  A  =  A'.  Si  Ton  supprime  ; r-  dans  les  deux 

'^*^         (x  —  a)* 

membres  de  l'identité  (1),  on  obtiendra  une  identité  de  même 
forme,  et  Ton  prouvera  de  la  même  façon  que  A^  et  A'i  sont  égaux, 
et  ainsi  de  suite.  On  verra  de  même  que  6'  =  ô,  P'  =  P;  et  B,  =  B, 

B'j  =rB| etc.  Supprimant  tous  les  termes  communs  il  ne  restera 

plus  que  les  fractions  ayant  en  dénominateur  des  trinômes  du 
second  degré. 

Je  dis  que  parmi  les  dénominateurs  du  second  membre  il  y  en  a 
un  au  moins  qui  est  identique  à  x'  -|-  px  -f-  9-  En  effet  s'il  en  était 
autrement,  en  multipliant  les  deux  membres  de  (1)  par  (x'+pxH-9)% 
on  obtiendrait 

Px  +  Q  +  (x«  +  px+q)  F(x)~={x*  +  px+q)  F,(x)       (4) 
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F  [x)  et  F,  {x)  étant  des  fractions  rationnelles  ne  contenant  «as 
a^  -\-  px  -}-  qcn  dénominateur.  Soit  a  +  P^"  une  racine  de  l'équation 
x^  -{-  px  '\-  q  =  0^  et  remplaçons  x  par  «  +  pi  dans  Tidentité  (4); 
on  obtiendra 

P  («  +  PO  +  Q  =  0 

c'est-à-dire 

Pa+QzzzO,        Pp=:0 

ce  qui  exige  que  Ton  ait  P  =  0,  Q  =  0;  résultat  contraire  à  rh\  [U) 
thèse.  La  présence  de  ar^-f-  px  -{-  q  en  dénominateur  dans  le  second 
membre  de  (1)  étant  ainsi  établie,  on  prouvera  d'une  manière 
analogue  que  l'on  ne  peut  supposer  ni  /  > /x,  ni/i'<fA;  donc 
p  =  fi.  On  verra  ensuite  que  P'  =  P  et  Q'  =  Q  en  formant  une 
identité  de  la  forme 

Px  +  Q  +  {x^  +  px  +  q)¥{x)  =  Fx  +  Q' +  {ai'  +  px +  q)¥^(x) 
et  en  y  substituant  a  -j-  Pî  à  a?,  ce  qui  donne  : 

P«  +  Q=P'«  +  Q,      PP  =  P'P 
d'où 

P  r=  P',  Q  =  Q' 

et  ainsi  de  suite. 

Après  avoir  supprimé  tous  les  termes  communs  aux  deux  mem- 
bres de  (1),  il  restera 

E  (a?)  =  Ej  (a?). 
La  proposition  est  donc  établie. 
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723.  l""  Méthode  des  coefficients  indéterminés.  —  Nous 
supposerons  toujours  connus  les  facteurs  du  premier  et  du  second 
degré  du  dénominateur  et  il  faudra  avoir  soin  de  vérifier  dans 
chaque  cas  si  la  fraction  donnée  est  irréductible  sans  quoi  il  fau- 
drait commencer  par  la  réduire  à  sa  plus  simple  expression. 

On  connaît  la  forme  de  la  décomposition;  on  la  suppose  effec- 
tuée en  écrivant  à  la  place  des  numérateurs  des  constantes  incon- 
nues que  Ton  détermine  en  identifiant  les  deux  membres. 
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Exemples- 


x(x«  — 1)~X    '    X  — 1    '    x  +  i 

Pour  détenniner  A,  B,  C  multiplions  les  deux   membres   par 
x(x*  —  1)  :  on  obtient  : 

X*  +  i  =  A(x*— 1)  +  B x(x  +  1)  +  Cx  (x  —  1) 

An  lieu  d*égaler  les  coefficients  des  puissances  semblables,  faisons 
successivement  x  =  0,  x=:l,x  =  —  1;  nous  obtiendrons 

1=  — A,      2  =  2B,      2  =  2C 

ce  qui  donne 

A=-l,      B  =  l,      C  =  l 
et  par  suite 


x(a^  —  1)         X         X  —  lar-|-l 
x+i    _A ,         B        ,        C        ,       D 

:;:+  / «\»  +  7r — 75  + 


x{x  —  iY     X   '   («  —  1)'  '  (X  — ly  "^«  —  1 

En  chassant  les  dénominateurs  on  obtient  : 

x+  i  =  A(x— 1)«  +  Bx  +  Cx(x  —  1)  +  Dx  (x  —  1)»      (!) 

Faisons  x  =  0  :  on  trouve  1  =  —  A. 
Pour  X  =  1,  on  obtient  2  =  B 

Le  même  procédé  ne  peut  plus  donner  C  ri  D.  Pour  avoir  C, 
prenons  les  dérivées  des  deux  membres: 

1  =  B  +  Cx+ (2) 

Nous  n'écrivons  pas  les  autres  termes  qui  contiennent  x  —  1  en 
facteur. En  posant  x  =  1,  l'identité  (2)  donne: 

1  =  B  +  C 

et  comme  B  =  2,  on  en  tire  C  =  —  i. 

Pour  obtenir  D  on   prendra  les  dérivées  secondes  des  deux 
membres  de  (1)  ce  qui  donne 

0=2C+2Dx  + (3) 
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les  termes  qu'on  n*a  pas  écrits  contenant  x  —  1  on  facteur,  pour 
xz=z\  ridentité  (3)  nous  donne  enfin 

G  +  D  =  0  et  par  suite  D  =  1, 
on  a  donc  : 

a?«  +  l    _— 1  2 1  1 

x[x  —  \f~    X    "•"{x  — 1)»      (a?  — l)«'^x  — r 

X  {X^  —  X  '\'  \) 

Dans  cet  exemple  le  dénominateur  a  des  racines  imaginaires; 
on  posera  : 

ar*  — 2a?  +  2  _A         Ba?  +C 

=  r + 


a:(x*  —  a?  +  l)      X      a:*  —  a?-|-i 
ou,  en  chassant  les  dénominateurs  : 

a:«  —  2  a?  +  2  =  A  (a?»  —  a?  +  1  )  +  a;  (B  a?  +  G  ) 

Au  lieu  de  substituer  à  a:  des  valeurs  particulières,  égalons  entre 
eux  les  coefficients  des  termes  semblables;  nous  obtiendrons  le 
système  linéaire 

A+B  =  i, 

—  A  +  G  =  — 2 
A  =  2. 

dont  la  résolution  n*offre  aucune   difficulté.  On  trouve  A  =  2, 
B  =  —  1,  G  =  0.  Par  conséquent  : 

a:'--2a?  +  2  _2  x 


X  [a?  —  X  -\-  \)      X      a?"  —  a?4-l* 

4c  î 

(a:«^+l)»a:» 

La  décomposition  est  de  la  forme  suivante  : 

1         _A      B       G      Da?  +  E      Fa?+G 


(ar»  +  l)»a?*      a:»  '  ar«  '  x   '  (x*  +  If  '    x«  +  1 

Si  Ton  change  x  en — x  le  second  membre  doit  changer  de  signe 
comme  le  premier;  donc  on  doit  avoir  : 
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—  A      B      C      — Dx+E      — Fj  +  G 


1^     'a:»      X  '     (or*  + 1)*     *      a:*  +  i 
_A  _B  _  C      Dx  +  E      Fg+G 

Par  conséquent,  puisqu*on  ne  peut  admettre  deux  modes  de 
décompositron,  on  a: 

B  =  — B      — Dx  +  E=— Dx  — E      —  Px  +  Gs-Fx— G 

donc: 

B  =  0,      E-0,      G  =  0 

on  a  par  conséquent 


(X»  +  1)«  X*        X*    '    X     '     (X*  +  i)''    '    X*  +  1 

d'où: 

1  =  (A  +  Cx*)  (x*  +  1)«  +  X*  [D  +  P  (x«  + 1)1 

et  par  suite  : 

C  +  F  =  0,       A  +  2C  +  D  +  F  =  0,       2A  +  C  =  0,       A=l. 

9  Q  peut  aussi  remplacer  x  par  i,  ce  qui  donne 

1  =  D, 
on  obtient  ainsi 

C  =  —  2,      F  =  2 
et  Ton  a  une  vérification  en  portant  ces  valeurs  dans  Téquation 

A+2C+D+F  =  0 


Donc: 


1       2  X  2x 


(x*+l)«x*      X»      X  '   (a:»-f-l)«^  x«  +  l* 

5*  Décomposer 

1 

x*  +  f 
L*identitè 

X»  +  1  =  (x«  +  X  v/2  +  1)  (x«  -  X  y/2+  i) 


r 

I 
I 
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montre  que  la  décomposition  aura  la  forme  suivante  : 

1      _       kx  +  B  Cx  +  h 


ar*  +  1      X»  +  arv^i  +  1       x»  —  ar  v^2  +  1 

Le  premier  membre  ne  change  pas  quand  on  change  x  en  —  ^r, 
et  le  second  devient 

—  Aar  +  B     ,      —  Car  +  D 

+ 


a;»  —  a:  v^2  +  1       x*  +  x  v^+ 1 

La  décomposition  n^étant  possible  que  d*une  seule  manière,  on 
doit  avoir 

—  Aap+  B  s  Ca:  +  D,      —  Co?  +  D  sAa:  +  B* 

d*ob 

A  =  — C,      B  =  D; 

par  conséquent 

1      _      Aa?  +  B  — Aar  +  B 

X*  +  1  ~  a:»  +  ar  y/2+  1       ar«  —  a?  v^2  +  1  * 

Si  Ton  fait  x  =  0,  on  obtient 

1=:2B, 

et  si  l'on  fait  x  =  t\ 

lAi  +  B      —  Ai  +  B, 

t  \/2  \fi 

d'où  — ï-  =  2  Al,  et  par  suite  A  =  JL ,  de  sorte  que 

arv^i      1  arv^2      1 

1  "4""^2  V^2 


X*  +  1        a;»  +  v'i  +  1        ar«  —  arv/^2  +  1 

aj8  «_.  jy     j  .   ^ 

6*  5oilt  encore  à  décomposer*  la  fraction       a  _i_  7\m  »  ^  ^'^^^  "^ 

entier  quelconque. 
Divisons 

a?*  —  X  -|-  1  par  x*  +  *  —  Vî 

II,  —  V.  miwiimLOwsEi.  —  Atolom.  30 
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on  trouTe  : 

^-x  +  l^{^  +  i-y)[^  +  x{t,-i)]  +  i-ixy  +  xg^, 

et  par  eonsé<iaent 

3^  —  x  +  i  =  \  —  ix(2^  +  i)  +  x{a*  +  iy; 
done 

f(x) 
724.  Deuxième  métliode.  —  Soit  à  décomposer  la  fraction  ' 


?(*) 


sachant  que 

f  (x)  =  (a:  —  a)-  Çj  (x),      f,  (a)  ^  0. 

On  a  identiquement  : 


?  Ix)      (x  —  a)«  "'"  Lr  (a^)      l*  —  «)*J 


_       A  /(x)-Ay,(») 

(x  — ay«"*"  (x— a,«9,  (x)' 

On  peut  déterminer  A  de  façon  que  f{x)  —  A  f ,  (x)  soit  divisible 
par  X — a;  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  /(a)  — A  ?,  [a)=  0,ce  qui 
donne  : 

?.  («)' 

valeur  toujours  acceptable,  parce  quefi(a)  est  différent  de  zéro; 
d'ailleurs  A  n*est  pas  nul,  puisque  f{x]  est  premier  avec  f  (x). 
A  étant  ainsi  déterminé,  on  obtient  Tidentité 

r  (x)        (x  —  O)-  "^  (X  —  O)-*  f,  (X)' 

A  étant  au  mo:ns  égal  à  1  et  au  plus  égal  à  «. 
De  même,  si  l'on  a 

f  (ar)  s(x»  +  px  +  ?)i*f,{«), 
on  peut  poser  : 

r(x)^      Px  +  Q        ■  /^(j?)-(Pa?+Q)y.(«) 

f(x)      (x«  +  px  +  7)1»  "•■    («»+px +  ?)>'?,(«) 
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et  déterminer  P  et  Q  de  façon  que  /*  (a?)  —  (P  ar  +  Q)  fi  {x)  soit 
divisible  par  a:"  +  p  a:  +  y.  Si  «  +  |3  i  est  une  racine  de  Téqualion 

on  doit  avoir 

/^  (.  +  p  i)  -  [P  («  +  P  i)  +  Q]  ît  («  +  M)  =  0 . 

Mais  la  fraction  ^^f  "t  1*1  peut  se  réduire  à  la  forme  normale 

K  et  L  n'étant  pas  nuls  tous   les  deux;   on  aura   ainsi  pour 
déterminer  P  et  Q  : 

P»  +  Q  +  PN=K  +  Li, 

c'est-à-dire 

pp  =  L,      P«  +  Û  =  K, 

équations  d'où  Ton  pourra,  dans  tous  les  cas,  tirer  P  et  Q. 
D'ailleurs,  on  n'a  pas 

p  =  0,    Q  =  0, 

car  il  faudrait  supposer 

K  =  0    et    L=0, 

ce  qui  reviendrait  à  dire  que  *  +  t^i  est  une  racine  de  l'équation 

f{x)  =  0. 

Or  cette  hypothèse  n'est  pas  admissible,  f{x)  étant  premier  avec 
ç  [x),  P  et  Q  étant  déterminés  de  cette  manière,  on  obtient,  en 
simplifiant  : 

f{x)_       Par  +  Q         ,  fi(^) 

f  {x)  ~{s?  +px  +  qy  "^  {x'+px+q)^'^  yi  (a?) , 

h  étant  au  moins  égal  à  1  et  au  plus  égal  à  fi. 
On  traitera  les  fractions  de  la  forme 

^'(-)  ou  ^^ 


(X  —  o)«-»  fi  (x)         (x*  +  p  X  +  y)f^*  f ,  («) 
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comme  les  premières,  et  Ton  voit  que  cette  méthode  donne  une 
démonstration  de  la  possibilité  de  la  décomposition  que  nous 
voulons  obtenir. 
Quel  que  soit  d'ailleurs  le  procédé  employé,  quand  on  a  obtenu 

une  fraction  telle  que  , r»  on  peut  la  retrancher  de  la  fraction 

^      (x  —  a)«        *^ 

proposée,  simplifier  et  reprendre  les  calculs  sur  la  fraction  obtenue. 
725.  Troisième  méthode.  —  {Par  la  division.) 
Soit 

(x^a)^f,{x)-{x-^a)^^{x-a)^-^'^'"^x-a^f,{xy  ^'^ 
en  supposant 

Si  nous  posons 
nous  déduirons  de  Tidentité  (1)  : 

La  fraction  '        ,  —  ayant  une  valeur  finie  pour  2  =  a,  on  voit  que 

si  Ton  divise  /"(a  +  z)  par  ?,  (a  +  «),  en  ordonnant  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  z  et  en  faisant  les  calculs  jusqu'au  terme  de 
z*->,  on  aura  les  numérateurs  correspondants  au  facteur  x  —  a,  en 
prenant  les  coefficients  correspondants  du  quotient.  Le  reste  de 
l'opération  divisé  par  z*  donnera  le  numérateur  /",  (a  +  «  de  la 

fraction  complémentaire  '-^, — — {  ou  -^-r. 

On  peat  d'ailleurs  obtenir  Tenseroble  des  fractions  correspondant  à  «  —  a  de  la 
manière  suivante  : 
Posons 

9  (a:) 


on  a: 


F  (a  + 1}  =  —  i'  — --T  +  . . .  H -I — 1^ — r» 

—  1 — T  +  TT — rTr+  •••  + 


«-a— 1     «-tt      C«-fli«  (a:-o)«      («-a)«  («-«—«) 
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Si  Ton   remarque  que  Texpression  — ^  ,  développée  suivant  les  puissances 

des,  ne  contiendra  que  des  puissances  positives  puisque  çi  (a)  est  différent  de  zéro 
in  voit  immédiatement  que 

4-      ■  4-  . ..  T  

{X  —  a)«  ~  (x  —  a)*~*  a:  —  a 

1 
est  le  coefficient  de   -  dans  le  développement  de  l^expressiou 

F  {a  + 1) 


X—  a  —5 


Ce  coefficient  a  été  nommé,  par  Gauchy,  le  résidu  de  l'expression  précédente 
relativement  à  la  valeur  x  =  0. 


726.  Formales  gr^nérales.  —  On  tire  de  Tidentité  (2)  : 


+^?(«+^)  +  ^/;(û  +  «);  (3) 


mais 


2* 


/•(a  +  z)  s  f[a)  +  zf  (a)  +172^^'^^)  + 


Substituant  et  identifiant,  on  obtient  : 


Ces  formules  permettent  de  calculer  successivement  A»  A^y  A, .... 
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On  a  ainsi 


on  aurait  de  même 


<p«  (a)  ' 


^  [à] 


Lorsque  «  =  i,  on  a 


Si  l'on  pose 


on  a,  comme  on  s'en  assure  aisément  : 

A— L 

727.  Avtrcs  iMraivlM.  —  Si  Ton  pois 
on  troore 


n  1*1 


Or, 


F.(«)«F  (a)  +  r  (a)  («-«)+  5^  (*  -«)•  + ... 
^(«-1)1  '         '      ^^         '  «1 


d'ob  l'on  condat  : 


1_F(«).  A.-   -jj-,A._  -j^.  ...  A^=  _i_»  ...  A._=^_-Lij. 

Exemple.  —  So»f  A  (itfcompo«er  ,  en  éUmenti  iiïïwlu  : 

r  (*) S (- ly.p (p  +  1)  ...  (p  +  p-i)(«-61-<H*>; 
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par  conséquent,  si  Ton  pose 

;=y_^îL_  +  V_A_ 

on  aura 

K  =  — .   A   =(~l)^-P(P  +  i)...(P+p-l)  ^ 

(a -6)?       '  1.2    ...    ;)  '(a-ôjP-H» 

rt 

B=_! ,    B   =(-l)^»«(«  +  i  ...(g+y-l)     _J_. 

(6  —  a;«       *  1.2    ...    ^  (6  — a)«+« 

Ces  formules  seront  commodes  quand  le  dénominateur  ne  contiendra  que  deux 
facteurs  linéaires. 


MÉTHODES  RELATIVES  AUX  FACTEURS  IMAGINAIRES 
728.  Hélhode  de  Homer.  —  On  donne  la  fraction  irréductible 

[(a:-a)« +?»]»*  9^  (a:) 
En  posant  «  =  a  +  ^i  elle  prend  la  forme 

9iy) 

On  peut  transformer  ^---^  en  une  fraction  équivalente  dont  le   dénominateur 

9t  {y) 
ne  contienne  plus  que  des  puissances  paires  de  y,  par  exemple  en  multipliant  les 
deux  termes  par  ^i  (—  y)  ;  il  peut  se  faire  d'ailleurs  qu*un  multiplicateur  plus 
simple  permette  de  faire  cette  seconde  transformation  ;  soit 

on  posera  ensuite     y*  4-  p>:=  <;      la  fraction  proposée  sera  ramenée  à  la  forme 
suivante  : 

F(0+yF|(0 

F(Ot  Fi  (/),  G  {l)  étant  des  polynômes  entiers  par  rapporta  /.  Gela  fait,  on  déve- 
loppera — ^  et  r^  suivant  les  puissances  croissantes  de  <: 

^J=A  +  A,/+A./«  + 

g;|^B  +  B./+B./.+ 
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d*où  Ton  tire  : 

£(£) _  F(0  +  .vF|(/)  ^  A  +  By  ^  A|-4-B«y  _^ 

ar-1 


Multiplions  les  deux  termci  i>ar  or,  ce  qui  donne 

JT»  (X«  +  1)»* 

Posons  »*  +  i  =  /  ;  la  fraction  peut  se  rameoer  à  la  forme  suivante  : 

-(1  +  Jr)  +  /    1 
-1+/       •/«• 

Or, 
d*où 

X — i i  +^    ,      g        i 

«{*«+  1)*  =  («•+!)«  "^  «•  +  1       «• 

729.  Nouvelle  aséthede.  —  En  posant  ^-rP^+Ç^Ift  on  doit  détorminer 
les  coefficients  de  Tidentité 

^^=Pjt+Q  +  (V+QOy-h{Prt+Q«)y«+ +(Vi'+ViK"*+^îy^ 

Nous  savons  développer  f{x)  et  91  (j;)  suivant  les  puissances  croissantes  de  y 
ious  la  forme 

/•(ar)  ^  «  +  o,  y  +  aty*  + 

ç,(«)=p+Piy+P«y'+ 

les  coefficients  a,  ai, p,  Pi étant  des  binômes  du  premier  degré  en  «.  Il 

fix) 
s*agit  d*obtenir  un  développement  analogue  pour  la  fraction  -^-7-r . 

En  général,  p  ne  divise  pas  a;  en  conséquence,  nous  écrirons 


/•(a:)  s  (a  +  Xy)  +  («1  -  X)y  +  a,y« + 


et  nous  déterminerons  X  de  manière  que  a  +  X y,  c*est-A-dire    a  +  X(«'  +P'  +  ?) 
soit  divisible  par  p,  X  ayant  ainsi  reçu  une  valeur  convenable,  soit   a  +  Xyss  p.Yt 
Y  étant  du  premier  degré  en  x, 
11  en  résulte  que 

/(*)  — T9i(«)=(«-X-YWy  +  («i-Tpi)lf*+ wmm\y  +  m  ^+ 

et  par  conséquent,  si  y  ^  P^  +  Qi 


''(*)^P,+  Q  +  y.    ••  +  •«"  + 


_  =  r«-.„-.y.  _ ; 
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en  appliquant  la  même  méthode  à  la  fraction 

'Jti  +  oL^y  + 

P+P12/+ 

on  obtiendra 

••  +  "i»+ =P.x  +  Q.  +  y.   "'  +"*^+ • 


9i  (*)  9i  (*) 

d*où 

/  («)  *i  +  ».i  7  "T 


s  Pap  +  Q  +  (P,«+  Qt)y  +  y 


9i(*)  çi(xj 

et  ainsi  le  snite. 
Exemple  :  Soit 

g  — 1      X—  t 

On  a  : 

,  — l=a:-i4-X(x*+i)  — î^y. 

On  prend  X  =  1  pour  que  «  —  1  +  X  (x*  + 1)  soit  divisible  par  x.  On  a  ainsi 

X-    s«{a;H-l)-(x»  +  i). 


ce  qui  donne 


^x+1 .  (1) 


On  a  ensuite 


et  par  suite 


i  _         ,  xH-  i 


X  X 

On  tire  des  identités  (1)  et  (S)  : 


i«* 


^X+  1   +    X(X*  +  1) ;:; , 

X  •** 

et  par  suite 

X  —  1        X  +  i      ,  X  1 

X  (x«+  1)*  =(x«  +  l)«  "*■  X»  4- 1      i' 
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730.  ThéorèoM.  —  Soient 

/•(x)  s  P|  x^*  +  P, x"-»  + +  P« 

ç,x)=H{x-«^)(x-aJ (^-fl«). 
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On  a  (726): 

d*où 

f(a)      9(ar) 


^ /^\  _  V  /  '"^      yy^i 


9'W 

Les  deux  membres  sont  des  polynômes  entiers  en  op;  le  coefficient  de  x**^  est  Pt 

dans  le  premier  membre;  dans  le  second  membre  x^"^  a  évidemment  poar 
coefficient 

donc 

v^   /(«)  _  Pi 
-i  ç'  (a)  ""  E* 

Si  /(x)  est  du  degré  m  *  2  au  plus,  Pi=  0.  Dansée  cas 

-i  ç'  (a) 
Par  conséquent,  a,,  a,, a_  étant  m  nombres  inégaux,  ti  l'on  pose  : 

1       S  "" 

»(*)  =  («-«»)  (*-«,) (*-  «m), 

et  si  l'on  désigne  par  f{x)  tu  polynôme  de  degré  m  —  S  au  plus,  on  a  : 

Cette  identité  a  été  établie  par  Euler. 
En  particulier  : 

.JL_  +  _L_+ +-!_=:  0. 

û*  «•  ^sn 

l        I  »        I  4-  sr  0 


— î h-i —  + +— -- —  =  0. 
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Soient  maintenant 

f(x)  =  jB*"  +  P,  a?""-'  +  

et  supposons  9(0?)=  (*— a^)  (a?—  a^ [x^a^^  Proposons  nous  de  calculer 

la  somme 

En  remarquant  que  la  parlie  entière  du  quotient  de  f  (x)  par  9  (x)  est  égale  à  1, 
nous  pouvons  écrire  Tidentité 

/•(-)^9(-)+2:^!^. 

9   {CL)  X  —  CL 

Le  coefficient  de  «*""*  est  égal  à  P,  dans  le  premier  membre,  et  à  a  -f  S  A-t^! 
dans  le  second  membre  ;  par  suite  : 

5î/ll^-p-« 


FORMULE  DINTERPOLÀHON  DE  LAGRANGE 

731.  Problème.  —  Trouver  le  polynôme  le  plus  général  prenant 
pour  m  valeurs  inégales  de  x  :  a,,  a,. a«,  m  valeurs  données  : 

^i»  ■**>»   •••••  Am. 

Cherchons  d*abord  un  polynôme  de  degré  m  —  1  satisfaisant  aux 
conditions  données.  Si  Ton  désigne  ce  polynôme  par  /*(x),  et  si 
Ton  fait 

ç(x)  =  (a?  — aJlx  — 0,) («  — a«), 

nous  avons  trouvé  la  formule 

kmtn 


c^est-à-dire,  en  remplaçant  /^(a*)  par  A*, 

Cette  formule  résout  la  question  proposée.  On  la  nomme  formule 
d^ interpolation  de  Lagrange. 

Il  est  facile  de  trouver  directement  la  formule  (1). 

En  effet,  posons 

f{x)  =  Pj  a:«-«  +  P, ar'-^«  + +P«.i  x  +  P„. 
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Il  s*agil  de  déterminer  P^,  P„ P.,  de  manière  que  Ton  ait 

/•(aj)  =  A,,      f(a^  =  A,, /"(a.)  =  A«. 

Le  déterminant  de  ce  système  linéaire  de  m  équations  à  m  incon- 
nues est  un  déterminant  de  Vandermonde,  et  par  suite  est  différent 

de  zéro,  puisque  les  nombres  a^,  a„ a«  sont  différents  ;  il  y  a 

donc  toujours  une  solution  et  une  seule  ;  or 

P    P  P 

seront  exprimés  en  fonctions  linéaires  et  homogènes  de 

A|f    Aff    •••••    A» M* 

On  peut  donc  poser  : 

f{x]  =  A.  /;  (X)  +  A,A  {X)  + +  A«  /•«  (X), 

fi  Wi  fi  i^) fm  (^)  étant  despolynomes  inconnus  de  degré  m— 1. 

On  doit  avoir 

fM  =  k,  u  K)  +  A,  /;  (a,)  + +  A.  /•«  K)  ; 

il  est  clair  que  Ton  vérifiera  cette  équation  si  Ton  prend 

D'ailleurs,  si  Ap  A„  A»  sont  des  constantes  arbitraires,  ces 

conditions  sont  nécessaires. 
En  résumé,  on  déterminera  le  polynôme  fk  (^,  par  les  conditions 

/l(a^)  =  l,    et    /;(aA)  =  0,    si    h  ^  k\ 

donc,  fu  (x)  devant  s'annuler  pour  m  —  1  valeurs  données  de  r» 
qui  sont  les  nombres  a^,  a,, a»,  excepté  aj^;  on  a 

Eu  outre,  en  remplaçant  x  par  a»,  on  doit  avoir 

U  (a*)  =  1  ; 

mais  pour  x  =  x*,  ^     se  réduit  àcp'(xi); 

donc 

K— *- 
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et  par  suite 
de  sorte  que 

C'est  la  formule  (1). 

Le  polynome/'(j?)  ainsi  déterminé  est  d*un  degré  au  plus  égal  à  m»  1. 
Soit  F  {x)  un  polynôme  satisfaisant  aux  conditions  données,  la 
différence 

Y[x)^f{x) 
étant  nulle  pour  les  m  valeurs  données  de  9,  est  divisible  par 

(a:  —  aj  (a?  —  OjJ (a?  —  fl«), 

c'est-à-dire  par  ?  {x)  ;  donc 

Y{x)-f{x)^f^{x).^[x), 
ou 

P(x)s/^(x)  +  (j{x).0(rp); 

et,  réciproquement,  tout  polynôme  satisfaisant  à  cette  définition, 
0  (:r)  étant  un  polynôme  entier  arbitraire,  remplit  les  conditions 
données.  On  a  ainsi  la  formule  la  plus  générale  des  polynômes 
répondant  à  la  question 

^  (^)  =  s  Jtz-v  r^  +  ?  («)-9  («).  (2) 

et  la  formule  (2)  montre  qu'il  n*y  a  qu'un  seul  polynôme  de  degré 
inférieur  à  m  et  remplissant  les  conditions  données,  comme  cela 
est  d'ailleurs  évident  a  priori. 
Remarque.  --  La  formule  (1)  démontrée  directement  donne  It 

décomposition  de  la  fraction  ^y-^ en élémentssimples;  il  suffit  poui 

cela  de  remplacer  A^  par  /(aj. 

Application.  —  Trouver  le  rente  de  la  division  d'un  polynôme 
entier  P{x)  par  [x  —  a,)(x  —  a,) (a?  --  a»,). 

Soit 

P  {x)  E=  (x—  aj  (x  —  ig  .....  {x  —  a«).  Q  (x)  +  f{x), 
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le  polynôme  f  (x)  étant  de  degré  m  —  1  an  plus.  On  a  : 
k  variant  de  1  à  m  ;  donc,  en  appliquant  la  formule  (1). 


APn.IG4TI0N  DE  LA  DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES 
AD  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  AD  CALCUL  INTÉGRAL 

721  Soit  'W  une  liaction  ntiouoeile  :  on  peat  la  mettre  tons  la  forme 

On  pourra  donc  facUement  calculer  la  dërîTée  d*ordre  «  de  —^  ;  pour  oelailsufBt 

de  savoir  calculer  la  dérivée  d*une  fraction  de  la  forme ,  ou  («— a)*^. 

Nous  savons  que  la  dérivée  d*ordre  p, 

D'.Cx-tt)— =  (-l)*.ii(n  +  l) (a+p-i).         * 


(*-a)"^ 


S'il  n*y  a  que  des  facteurs  de  la  forme  x  —  a,  le  problème  est  résolu  ;  on  peut 
garder  la  même  forme  si  a  est  imaginaire  ;  il  n*y  aura  plus  qu*à  faire  à  la  fin  du 
calcul  la  réduction  des  imaginaires.  Néanmoins  considérons  une  fraction  de  la  forme 

B*  +  C 


et  posons  x^^a-k-y^  nous  obtiendrons 

By  +  C 


(y«  +  p«)l* 


,    ou     (By  +  CJOy^  +  p»)-»*; 


la  dérivée  d*ordre  p  de  cette  expression,  par  rapport  à  x,  s'obtiendra  en  prenant  la 
dérivée  par  rapport  à  y,  puisque  y'  est  égal  à  i  ;  en  appliquant  la  formule  de 
Leibniz,  on  a 

D'RBy  +  O)  (y«  +  p«r^]  s  (By  +  C)  D"  (yt  +  p«)-i'  +  p.  B.  D^*  (y«  +  p«)-i', 

et  tout  revient  à  calculer  les  dérivées  successives  de  (y*  +  P')"^-  (Voir  444, 3*.) 
8oit,en  second  lieu,  à  calculer  r intégrale  f'-^.ds. 


TPf 
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Nous  aurons  &  calculer  dos  intégrales  de  plusieurs  espèces. 


r  ^  ^  ^    _jL_  +  c' 


en  supposant  n  ^  1. 

3«  Si  la  décomposition  donne  une  fraction  de  la  forme  ,  Tintégration  don- 

nera nn  loganinme,  puisque 

8*  Enfin,  nons  aurons  à  calculer  des  intégrales  de  la  forme 

Ax  +  B 


II 


on,  en  poeaot  4?  —  a  =:y, 


I  » 


L 


^''^^   .éy. 


(j,t  +  pt)« 

Cette  derntire  intégrale  est  la  somme  des  deux  intégrales 

A  C—ïM-     et    C  C-Jï—. 
J  (!/*  +  P*)"  J  (31*+  P')" 

En  remarcpiant  que  ydy  =  rcf.y*,  et  posant  y*  +  P*  =b  ^  <*  premiëra  est  égale  à 


I  '/-; 


que  Ton  calcule  immédiatement  comme  plus  haut. 


J  (»'  +  pt 


f 


Reste  rintégrale  f que  nous  désignerons  parVn' 

j(»'  +  PT 

LMntégration  par  parties  donne 

V       =  C        ^^        =         ^  \nn     V   C    ^^^^ 

""*    J  (y*  +  P*)"-*     ^'  +  P*r *  •  j  (y*  +  P» 

ou,  en  remplaçant  au  numérateur  y*  par  y*  +  p*  —  ?•  : 

V»-.  =  ^-r^^  +  2  («  - 1)  V^.  -  2P'  (n  - 1)  V^; 

en  supposant  n  —  i  ^  0,  on  tirera  de  cette  formule  V^  en  fonction  de  V^.|;oii 
aura  de  la  même  manière  V^_j  en  fonction  de  V^_^,  et  ainsi  de  suite;  on  arrifera 
A  V«  qui  s*exprimera  au  moyen  de  V|,  de  sorte  que  V»  sera  exprimé  au  moyen  d'une 
traction  rationnelle  et  de  Vj  ;  or 


înfi  +  c**. 
p 
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AlMl,  en  réramë^eo  général  rinlégrale  T^.  dx  ae  compow  de  trait  partie» 

comprenant  :  !•  une  fraction  rationnelle,  ^  des  logarithmes  et  a*  dss  fonctions 
arctangente. 

EXERCICBS. 

Décomposer  en  éUmenli  simples  les  fractions  rationnelles  suivantes  : 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 

6. 
7. 
8. 


(«+i)»(x«+i)' 

1 
«•4-1' 

1 

i 
i 

i 

X 

(j«  +  1)»  (««  -4f  ' 


il. 


12. 
13. 
14. 
15. 


3x~l 

1.2.3  ...  n 

(x+l)(jr+2;  ...(x+.ï)' 

a;*  +6 
(x*+lj»(a—ljx«' 

X*  —  4x4-1 
(2x— 3)(8x«+7)«* 


16.  En  posant  ig  a  =  6,  tg  -  =  r,  en  a  fc  =  -^  .  Décomposer  la  fractloa 

17.  Décomposer  ^ 


EXERCICES  if^i 

18    L'équation  /  (a:)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles,  inégales  et  différentes  de 
1  et  de  —  1.  Trouver  les  conditions  pour  que  la  fraction 

— i— =  -A.         B  A, 

naieur  manquent  dans  la  décomposition  obtenue. 

Réciproquement,  montrer  que  &ïf{x)  remplit  les  conditions  trouvées.  Téquation 
;{x) =0  a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre  —  1  et  -l- 1. 

19.  Étant  donnés  un  polynôme  f{x)  de  degré  m  +  p,  et 

9(a?)=(a:-at)(«-aO  ...  i^-a^) 
calculer  V  C!^ 

20.  Calculer  Texpression 

4.1.  .1 


+ 


+  ...  + 
connaissant 


ç(a:)  =  (a?— a0(«—aj  ...  (x— /?»). 

L'expression  est  de  la  fonne  ^,/'(x)  étant  de  degré  iw~  1;  déterminer /"u^ 
21.  Résoudre  le  système 

«i+«t+  H-a:^  =0, 

Cl  X,  +  a,  jr,  + +  a^x^  =  0, 


(ai)'^'ar,  +  (fl,r-*x,+  ...  +  («X"'^«.=  0. 


nf  m 


22.  Lesyarialile8x„x,  ...  *„  vérifiant  les  m  équations 

calculer 
—  On  trouve 


x«-L-.« 


i  +  ar, +  ...  +  «;i=Xi  +  X,+  ...  +  X^+fl,+a,  +  ...  +a^. 


23.  Calculer 


II. B.   HICWITOLOWSKI.  —  ALOiBBK.  Qj 
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^  La  somme  est  nalle 

24.  Calculer 

—  On  trooTB 

(«i  +  X4)(a,  +  X4)(a,+  X^)    ....    (a^  +  X^) 

25.  Prouver  que 

dx\  +  dxj  + +  dxi=M,rfXÎ  +  M,dXÎ  +  ...  +  M^dXj,, 

où 

*  («t+X^)(a,  +  X^) {a^+W 

26.  Étant  donnés  sur  une  droite  n  points  a,  6,  c,...  et  n  —  1  points  m,  n,  ;?...,  on  a 
toujours 

am.an.ap bm.bn.lfp 

CLb,ac.ad bc.bd.be 

27.  Si  les  points  du  second  système  sont  en  nombre  moindre  que  n  —  1,  on  a 

am.an.ap bm,bn,bp . 

-7 T +    .     .  .  .    +  =0. 

ao.ac.aa oc.od.oe 

Ces  théorèmes  donnés  par  Cbasles  se  déduisent  immédiatement  de  Tidentité 
d'EuIer  (730). 

28.  On  dit  qu'une  série 

flj  +  fli^  +  <h'*  + +  «n**  + 

est  récurrente,  si,  quel  que  soit  l'entier  p, 

k  étant  un  entier  déterminé,  et  6|,  b^ bk  des  constantes  ;  k  est  V ordre  de  la  récur- 
rence. 

f{x) 
Démontrer  que  toute  fraction  rationnelle  irréductible  '-7—  estdéveloppablesui- 
Yant  une  série  récurrente  dont  l'ordre  est  égal  au  degré  de  son  dénominateur,  et 
réciproquement. 
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CHAPITRE  XII 

THÉORIE  DES  DIFFÉRENCES 
733.  Étant  donnée  une  suite  de  quantités 

on   appelle   différences   premières    les   différences    obtenues    en 
retranchant  chacune  de  ces  quantités  de  la  suivante  et  Ton  pose  : 

on  obtient  ainsi  une  deuxième  suite  : 

Auç,  Ati„  At/j,  ...,.  Atim (2) 

Les    différences    premières    de    la    suite    (2)  sont    appelées  les 
différences  secondes  des  termes  de  la  suite  (1),  et  Ton  pose  : 

et  ainsi  de  suite  ;  en  général 

A^-i  u,  =  A**  Mj+,  —  A"  u^. 

Si  la'suite  (1)  comprend  m  +  1  termes,  on  pourra  former  m  diffé- 
rences premières,  m — 1  différences  secondes, et  enfin  une 

différence  m**"*. 
Exemples.  1®  Considérons  la  suite  des  nombres  entiers 


0      12      3      m      m  +  l 

Les  différences  premières  sont  : 

1111  1  1 

et  les  différences  secondes  sont  nulles. 
Plus  généralement,  si 

t*m  =  Wo  +  mr, 
on  a 

Aîi«=r,      A*Um  =  0. 


•  •••• 
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2^  Suite  des  carrés  des  nombres  entiers  : 

0      14      9      m«.      (m  +  l)S 

différences  premières  : 

13      5      7      2m +  1      

différences  secondes  : 

2      2      2      2      

les  différences  troisièmes  sont  nulles. 

On  peut  former  la  table  des  carrés  des  entiers  successifs  en  ajou- 
tant à  0  l'unité,  puis  en  ajoutant  au  résultat  obtenu  le  second 
nombre  impair  3,  ce  qui  donne  4;  or  ajoute  à  4  le  3"  nombre 
impair  5  et  ainsi  de  suite  ;  et  il  suffit  donc  de  connaître  la  suite  des 
nombres  impairs  pour  former  la  table  des  carrés. 

Considérons  maintenant  les  cubes  des  entiers  successifs  ;  on  a 

A  t*«  =  (ni+l)»  — m«=3m*  +  3m  +  l, 

A«tt«  =  3(m  +  l)«+3(m  +  l)  +  l— [3m»  +  3m  +  l]  =  6(m  +  l), 

A*  u«  =  6. 

D'après  cela,  écrivons  les  cubes  des  nombres  0, 1,  2,  et  formons 
les  différences  premières  et  secondes  : 

Un,     0      1      8    27    64  125  216  343  512    729    1000, 

A  tt«     1      7    19    37    61  91  127  169  217    271, 

A'ti,.     6    12    18    24    30  36  42  48      54, 

A'u,n66666  6  6  6. 

Sachant  que  les  différences  troisièmes  sont  toutes  égales  à  6,  on 
pourra  former  la  suite  des  différences  secondes  en  ajoutant  tou- 
jours le  même  nombre  6  à  la  dernière  différence  calculée,  ce  qui 
donne  : 

6,      12,      18,      24,      30,      36,      42,      48,      54; 

connaissant  les  différences  secondes,  on  formera  les  différences 
premières  en  ajoutant  à  la  dernière  différence  première  calculée  la 
différence  seconde  de  même  rang,  ce  qui  donne  : 

1,      7,      19,      37,      61,      91,      127,      169,      217,      271,    

connaissant  les  différences  premières,  on  aura  les  cubes  cherchés 
en  ajoutant  au  dernier  cube  calculé  la  différence  première  de 
même  rang. 
734.  Différences  des  polynômes  entiers.  Théorème.  — 

Si  dans  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  m,  on  substitue  à  x  des  nom' 
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bres  enprogression  arithmétique^  les  différences  m**™®'  sont  constantes. 
En  efiPet,  soit  h  la  raison  de  la  progression  et  soient  x,  x  -\-  h  deux 
termes  consécutifs  de  la  progression  ;  posons  u  =  f[x),  on  a: 


•m 


f[x  +  h)-^f{x)=hf{x)+—r[x)  + +r-r/^'^). 


1.2 


m 


le  second  membre  est  un  polynôme  entier  de  degré  m  —  1,  dans 
lequel  le  terme  de  degré  m  —  1  est  égal  kmk^h  a;"*-*,  Ao  étant  le 
coefficient  de  or"*  dans /"(a?):  ce  coefficient  s'obtient  donc  en  mul- 
tipliant par  A  la  dérivée  du  premier  terme  de  f[x). 
En  désignant  f{x  +  A)  —  /(a?)  par  Au,  on  a  d'après  cela  : 
A  tt  =  m  Ao  A.a:"-'  +  Bœ*-*  +  Ca?-^»  + +  L, 

Donc,  en  appliquant  au  polynôme  de  degré  m  —  1  obtenu  la  même 
règle, 

A"tt  =  m(m  — l)AoA«.a:™-«  + 

et  ainsi  de  suite,  d'où  l'on  conclut  : 

A~tt  =m{m —  1) 2.  1.  A^  A"*, 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

735.  Application.  —  Substituer  des  nombres  entières  consécutifs 
dans  tm  polynôme  entier  en  x  de  degré  m. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  pour  calculer  les  résultats  de  la 
substitution  de  nombres  entiers  dans  un  polynôme  f{x)  de  degré 
m,  il  suffit  de  calculer  directement  les  résultats  relatifs  à  m 
entiers  consécutifs;  en  efi^et,  on  pourra  former  les  différences  pre- 
mières, secondes, jusqu'à  la  difiPérence  m*.  Or  cette  différence 

m"  étant  connue,  comme  elle  est  constante,  on  pourra  former  par 
de  simples  additions  la  suite  des  différences  (m  —  1)^«*  ;  puis  en 
remontant  successivement  comme  nous  l'avons  fait  dans  les  exem- 
ples précédents,  on  arrivera  aux  différences  premières,  et  celles-ci 
une  fois  connues,  on  en  déduira  la  suite  cherchée. 

Exemple.  —  Soit 

/•(a?)  =  a:»  — 7ar  — 7. 

Calculons  /(- 1),      f{o),      f{\),      f(2) 


—  1 

0 

+    1 

+    2 

+  3 

m 

-  1 

—  7 

—  13 

-  13 

—  1 

A  A») 

-  6 

-6 

0 

12 

AV{x) 

0 

+  6 

12 

AY(ar) 

6 

6 
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On  a  A*  f[x)  +  3  !  =  6.  Pour  calculer  f  (2)  nous  ajoutons  6  à  la 
première  différence  seconde,  ce  qui  donne  6  pour  la  deuxième 
différence  seconde,  la  troisième  différence  première  est  donc  égale 
à  6  —  6  ou  0  et  par  suite  /'(2)=  — 13  +  0  =  — 13. 

Pour  calculer  f  (3),  nous  ajoutons  à  la  deuxième  différence 
seconde,  ce  qui  donne  12  pour  la  troisième  différence  seconde 
et  par  suite  0  -|-^2  pour  la  quatrième  différence  première,  donc 
f[Z)  = —  1,  et  ainsi  de  suite, 

On  calculera  d*une  manière  analogue /( — 2)en  retranchant  les  diffé- 
rences successiTes  au  lieu  de  les  ajouter.  On  aura  ainsi  ce  tableau  * 


—  13 

—  1 

—  1 

+  12 

0 

—  6 

—  12 

—  6 

0 
6 

de  sorte  que    /*(— 2)  =—1,      /(— 3)=  —  13,etc. 

736.  Calculer  À'  u^  connaissant  Uo,  tft,  i^t)  ••»••  ^p-  On  a 

A  Wo  —  Wj  —  w„, 

A»  Wo=  A'Wi— A\=(tt8— 2u,4-«i)— («1 — 2tt4+t'o)=W|— 3**i+3^i — '^o- 
On  voit  apparaître  les  coefficients  du  binôme;  je  dis  que 

A-  wo  =  «n.  -  Ci,  ««.,  +  Cl  u^^,  - +  (-!)"  wo. 

En  effet,  supposons  la  loi  vérifiée  pour  m  =  p,  de  sorte  que 

A"  u,  =  u^-  c;  u^_,  +  c;  u^.,  - +  (- 1)'  I/o. 

On  aura,  en  appliquant  la  même  formule  à  la  suite  u^y  u,, u^i  : 

^'  «.  =  «H-i  -  c;  ^p  +  c;  u^-,  - +  {-  ir  «p 

d'où 

A^*i/o-A'u,-A'u,=u^,-(C;  +  l)u,  +  (C^  +  C;)u,..- 

+  (-i)'(c;  +  cn"i-(-irti„ 

c'est-à-dire 

A^*  wo  =  «H-i  -  c^i  ".  +  c;+i  Vi  - + (-  ^r*  «0. 

Or,  la  formule  est  vérifiée  pour  w  =  1,  2,  donc  elle  est  vraie 

pour  m  —  3, etc.,  elle  est  donc  générale. 

On  aurait  de  la  même  façon 

A*"  ti,  =  M^  -  Ci,  u^^__,  +  Ci.  u^^,  - +  (-  1)«  u^. 
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On  peut  écrire  cette  formule  symboliquement  de  la  manière 
suivante  : 

A"u,  =  tt,(u-1)„, 

en  convenant  de  calculer  (t<  —  1)^  en  remplaçant  dans  le  déve- 
loppement de  (u  —  1)"*  par  la  formule  du  binôme  chaque  terme 
tel  que  G^  n*  par  G^  u^  et  enfin  en  remplaçant  le  produit  de  u^.  u, 
par  u^. 

737.  Galcnl  de  u^  en  fonction  de  lio,  Aiio,  A'ti^, A"*  u^^. 

On  a 

Mj  =  ti^  +  A  ti^,    et    Auj  =  Au<j+ A*ti^, 

donc 

ti,  =  ti,  +  At4.  =  Mo  +  Atto+(Awo+A*tto), 
ou 

^1  =  ^0  +  2  A  tt^  +  A'  Mo; 

on  voit  déjà  apparaître  les  coefficients  binomiaux. 
Je  dis  que 

En  effet,  cette  formule  étant  vérifiée  pour  m  =  1  et  m  =  2,  il  suffit 
de  montrer  que  si  elle  est  vraie  pour  m  =  p,  elle  sera  vraie  pour 
m  =  p  -\-  \. 
Or,  supposons 

t/p  -  «0  +  c;  A  «0  +  c;  A'iio+ +  a'mo, 

en  appliquant  cette  formule  à  la  suite 

Au^,  Ati^,  Au,, Att^: 

on  aura 

Au,  =  Auo  +  C; A*Uo  +  CÇ A»uo+ +  àT^'  «•• 

Mais 

**p+*  =  «j.  +  ^  S» 
donc 

t'H..=«o+(C;+l)Auo+(C;+Cj)A«Uo+ +(CÇ+(r  ^AX+A^X, 

c'est-à-dire 

«H-.  =  «'o  +  c;^..  A  u,  -f  c;^..  A»  u.  + +  A^*  u.. 

La  loi  est  donc  générale. 
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Plus  généralement, 

t*«+p  =  «p  +  Ci,  Hv.  +  Cl  A»  u,  + +  A"*  ti,. 

Ce  que  Ton  peut  écrire  symboliquement  : 

^f^p  =  ^p  0  +  ^T> 

en  convenant  de  faire  le  développement  de  (1  +  A)"*  et  de  rem- 
placer Uj,  X  A*  par  A*  m^. 

738.  Interpolation.  Formule  de  Newton.  —  Interpoler, 
c'est  insérer  entre  les  termes  dune  suite  donnée,  de  nouveaux 
termes  vérifiant  la  même  loi  que  les  premiers. 

Étant  données  m  -f  i  valeurs  d'une  fonction  inconnue  de  x, 

correspondant  à  des  valeurs  x^^  x^^  or,, a:»,  de  x,  on  ne  peut  pas, 

si  la  fonction  est  inconnue,  en  déduire  la  valeur  de  f[x)  pour  une 
autre  valeur  de  x,  et  cela  quelque  grand  que  soit  m.  Le  problème 
de  rinterpolation  est  alors  entièrement  indéterminé.  Si  Ton  assu- 
jettit /  (x)  a  être  une  fonction  entière  de  degré  m,  le  problème  est 
alors  déterminé.  Nous  en  avons  déjà  donné  une  solution,  celle  de 
Lagrange.  Newton  en  a  donné  une  autre,  fondée  sur  le  calcul  des 
différences,  dans  le  cas  où  les  nombres  â?o,  x^^ Xm  sont  en  pro- 
gression arithmétique. 

Le  problème  est  donc  celui-ci  :  déterminer  le  polynôme  f{x)  de 
degré  m  qui  prend  les  valeurs 

quand  on  donne  à  x  les  valeurs 

a?o,  arp  +  A,  Xf^+2h x^  +  mh. 

Considérons  la  fonction  entière 


9W  =  t/,  +  iAt.,  +  ^^^^A»t/o  + 


1.  2 p  «  I        I         12 rn  * 

Si  l'on  fait  z=Pf  tous  les  termes  qui  suivant  le  (p  -f  *)'*"*  sont 
nuls  et  Ton  obtient 

Il  en  résulte  que  f{z)  est  ui  polynôme  entier  en  z  qui  prend  pour 
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les  m  valeurs  suivantes  dez  : 

0,      1,      2,      m, 

les  valeurs  données 

"o»      "n      w,,      i/«. 

Il  suffit  de  faire  un  changement  de  variable  pour  obtenir  la  solu- 
tion de  la  question  ;  le  polynôme  devant  être  du  degré  m,  il  faut 
prendre  une  formule  de  transformation  du  premier  degré 

z  =  Ax  +  B. 

De  plus,  z  devant  être  égal  à  p  quand  a?  =  or^  -f  ph,  posons 

p  =  A(a?o+pA)4-B; 

cette  relation  doit  avoir  lieu  pour  m  -\-\  valeurs  de  p,  donc  il  faut 
prendre 

1-AA  =  0,      Aa:o  +  B  =  0; 
ce  qui  donne 

X  -~-  Xq 

et  par  suite  le  polynôme  cherché  est  donné  par  la  formule 

X  —  Xq  fX  —  X^        .  \ 


x  —  x^ 


X  — 


j.  /x  —  X,        \  /x  —  x,      ^    ,    A 

+ TTTTT ^  "•+ 


+ 1.2 m ^"«•' 

En  remplaçant  x^  par  a,  on  peut  écrire  ainsi  cette  formule  : 
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Remarque.  —  En  comparant  la  formule 

f[x)  =  M,  +  (a?  —  aro)  -^'+ 


h 

(j?  —  x^  \x  —  x^  —  ft) \x  —  x^  —  (m  —  1)  A]^  A"  u^ 

"^  1.2 m  A"» 

avec  la  formule  de  Taylor,  on  voit  que  si  h  tend  vers  zéro  on  a  : 

.,f.       ,.     b?f{x) 
/(a:)  =  hm-^. 

739.  Si  les  quantités  Wo,  A^o,  ...  A^Hi^  sont  toutes  positives,  et  si 

l'on  donne  à  x  une  valeur  supérieure  à  Xo  +  »»  —  1  A, /(a:)  aura  une 

valeur  positive  et  ira  en  croissant;  donc,  dans  ce  cas  Xo  +  w*  —  ^  ^ 
est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  Téquation 
/(x)=0. 

Si  Wq,  A^o»  •••  A*"Wo  ^ï^*  alternativement  les  signes  +  et  — ,  a?o  est 
une  limite  inférieure  des  racines  positives  de  Téquation  f{x)  =  0, 
car  en  supposant  x  <  a7««  tous  les  termes  de  f{x)  auront  le  signe  -f-* 

EXERCICES 

1.  VcTifuT  directement  que  la  formule  de  Lagrange  donne  le  même  polynôme  que 
celle  de  Newton  quand  les  valeurs  de  x  sont  en  progression  arithmétique. 

2.  Tî'ouver  une  limite  de  l'erreur  commise  quand  on  emploie  la  formule  d'interpo- 
lation (ie  Newton  ou  celle  de  Lagrange. 

—  Soit  F  {x)  la  fonction  inconnue.  La  différence  F  (x)  —  f{x)  est  nulle  pour  m+  i 
valeurs  de  x  :  j-q,  x,,  ...  x^^  donc  (voir  Exercice  II,  ch.,  vu,  livre  IV)  : 

F  (.Ti-/*(.r)  =  j^-q7^j  {x^x^)[x-x,),,.  {X  -  xj, 

\  désip:nant  un  nombre  compris  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petK  des  nombres 

X,  Tq,  .rj.   , . .  x^^ 

3.  Étant  donnée  une  équation  algébrique  à  coefficients  réels,  soient 

A,^  +  A,^-'  + +  A„+,:t'-"+^ 

n  -H  3  teFmes  consécutifs;  si 

réquation  a  nécessairement  des  racines  imaginaires;  et  autant  de  fois  cela  arrivera 
autant  il  7  aura  au  moins  de  couples  de  racines  imaginaires  coigugués. 

(Lacroix.) 

4.  L'équation 

F(a).a?"  +  F(a  +  !)«•»-*  +  ...  +  Y  [a  +  r)*"-**  + ... 
+  F(a+m-.  i)a:+F(a  + TO)  =  0, 
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F  (a)  étant  udo  fonction  entière  de  degré  m  —  2  au  plus,  a  toujours  des  racines 
imaginaires. 

(Mathieu.) 

On  multiplie  le  premier  nombre  par  {x  —  1)"^*^^  m  —  «  étant  le  degré  de  F  (a). 
6.  Démontrer  la  formule 

les  différences  étant  relatives  à  des  valeurs  a  —  A,  a  —  2A, a  —  mh  décroissant 

en  progression  arithmétique. 

(Dbsboyes.) 


NOTE  I 

EXEMPLE  DE  FONCTION  CONTINUE  N'ADMETTANT  PAS  DE  DÉRIVÉE. 

Soient  b  un  nombre  compris  entre  0  et  1,  a  un  entier  impair  plus  grand  que  1 , 
et  X  un  nombre  réel. 
La  série 

cosiïj:-|-6.  cos  Tpax-f  b^xosita^x  -\- +  ô*.cosiïa''x+ (1) 

est  convergente,  car  la  série 

1  +  6  +  6»+ +  6*»+ (2) 

est  convergente,  et  l'on  obtient  la  série  (1)  en  multipliant  chacun  des  termes  de  la 
série  (3)  par  un  cosinus,  c'est-à-dire  par  un  nombre  dont  la  valeur  absolue  est 
moindre  que  1.  On  voit  de  plus  que  la  série  (i)  est  absolument  convergente;  en  dési- 
gnant par  F{x)  sa  valeur,  nous  écrirons 

F{x)=    2    ^'*.cosiio'*af. 

La  /onction  F  (x)  est  continue. 
Posons,  en  effet. 

n  =  p 

Fj,{x)=     2     A^.cosira***, 
R^(j:)=    2     A"co8ica"x; 
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d'oè 


FW=F,(x)  +  B,(x), 


pdéfignant  on  nomiire  positif. 
On  a  éTJdpmnwml,  quel  que  soit  x. 


donc 


F(«  +  A)-F(x) 


F^(«+A)-F/«) 


i— à 


On  peni  snppoier  p  aiseï  grand  pour  que  rinégalHé 

26>        g 

soit  Térifiée,  a  étant  on  nombre  positif  donné. 

D'autre  paîn^F  (x)  étant  éTidemment  tue  fonction  continue  de  x,  on  peut  déter- 
miner un  nombre  positif  p,  tel  que  Tinégalité 


|A|<P 


entraîne  oeUe-ci  : 


|f^(x  +  A)-F^(x)| 


a 


et  par  suite  llnégalité 


|F(x+A)-F(x)|<« 


sera  vérifiée  par  toutes  les  valeurs  de  h  moindres  que  p  en  valeur  absolue;  ce  qui 
établit  la  continuité  de  la  fonction  F(x). 
Si  Ton  suppose  o^  <  1,  la  série 

—  2  a"6"icsina"icx 


est  uniformément  convergente  ;  on  en  conclut  que  F(x)  a  une  dérivée  qui  est  préci- 
sément la  série  précédente. 

Nous  allons  prouver  que  si  a  é  dépasse  une  certaine  limite»  F(x]  n'a  pas  de  dérivée. 
Ona  : 


F(xH-A)— F(x)_ 
A 


»»+• 


2ô'*rcosica"(x+ A) — cosua"  x] 
35 


(8) 


iibO 


F(x+A)      F(xj 
car  les  séries  -^-r — •'  et  -^  étant  absolument  convergentes,  il  en  est  de  même  de 

leur  différence,  et  Ton  peut  dés  lors  écrire  dans  un  ordre  arbitraire  les  termes  do 
cette  différence. 
Désignons  par  S^  la  somme  des  p  premiers  termes  de  la  série  (3),  et  par  p  le 


NOTE  I  4»3 

reste  correspondant ,  p  étant  on  nombre  positif  :  Tidentiiè 


i        n 

=  —  iia\  — r .  Mil  s««*(2*+ 


11/     .  «*  n  sin-ica  h  , 

cosica  («  +  A)  — cosica  a"  n        ^  -    ^ 


M  • O 

2 


montre  que  la  valeor  absolue  de 

coèva^ix  +  A)  —  cosica** 


est  moindre  que  ica  • 
Donc 

;nso 

c*est-à-dire 

|s,|<^(«*)'- 

Occapons-noas  maintenant  de  p^.  On  peut  poser  : 

^*  =  «j»  +  ^> 

a^  désignant  un  nombre  entier  et  (^  étant  une  fraction  comprise  entre  -et  —  r ,  de 

sorte  que  a  est  la  valeur  approchée  de  cfx  à  une  demi-unité  prés. 
Posons  en  outre  : 

Le  nombre  a^lx  +  A)  =  a.  +  Cp  est  entier  ;  d'autre  part,  A  a  le  signe  de  c.  et  Ton  a  : 

Si  p  crott  indéfiniment,  A  tendra  vers  léro. 
Gela  étant,  supposons  n^p.  On  a: 

COS  ica*  (a:  +  A)  =  cosica**"'  (a^  +  e^)  =  (-  1)  "'' 

car  a-  +  •  et  a.  +  i  sont  de  même  parité  et  a**"''  est  impair  ; 

C081C  o"ar  ==  cosiio""''(«^  +  Ç^)  =  (—  l)*'cosic  a'*"''Ç^. 


donc 

1) 

A 
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Laflén«i«teBéetoaslesigne^  a  tous  set  termet  pontifs;  Je  premier,  égil  à 

•^{t  +  eoei^y, 

estott  momtë^oià  A',  car  «^  est  compris  entre --eC+  -. 
Donc,  on  peut  écrire 


et  de  pins  p^  anra  le  signe  de 
D'après  cela,  si  Ton  a 


et  par  suite,  si 


u.  I>,  M  >'-'*'• 

(-i)VV 

«*>1+Ï. 

1  P,  1  >  1  Sp  1 

on  aura 

et 

F  (X  +  /r)  -  F  (x)  I  ^  I        I        le    l  ^  I  2 


^l"'  -l^'l^lâ-dbl  ''*'■ 


Cette  dernière  expression  croit  indéfiniment  avec  p. 
D'ailleurs, 

Jf{x  +  h)-^V(x) 


a,  ainsi  que  p  ,   le  signe  de  (^  i)"»*^'  c  ,  et  comme  on  peut  pour  chaque  valeur  de 

p  se  donner  arbitrairement  le  signe  de  e  ,  on  voit  qu*on  pourra  à  volonté  faire 

F(ar-I-A)  — F(x) 

tendre  r vers  +  »  ou  vers  —  « .  Donc  F  (x)  n'a  pas  de  dérivée  quand 

fi 

on  suppose  a  b  ^  i  -^  — —  . 

Cette  fonction  a  été  imaginée  par  M.  Weierstrass. 

M.  Darboux  a  donné  d'autres  exemples  dans  son  mémoire  sur  \ek  fonctioni  dis- 
continues. Ainsi  la  fonction 


^  8in[i.2.3 (w  4-i)^] 

^f"^*  =  -^ i.2.3 n ' 


qui  est  continue,  n*a  de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  x. 
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NOTE   II 

NOUVELLE  DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  DE  DALEMBERT 

Toute  éqttation  algébrique  £  (x)  =  0,  E  {x)  désignant  un  polynôme  entier  et 
rationnel  à  coefficients  réels  ou  imaginaires,  admet  au  moifis  une  racine  réelle  ou 
imaginaire  de  la  forme  a  +  bi. 

Supposons  le  polynôme  E  (x)  de  deg^rô  p.  L^équation  proposée  peut  se  mettre  sous 
la  forme  P  +  Qi  =  0,  P  et  Q  étant  des  polynômes  entiers  à  coefficients  réels  ;  l'équa- 
tion conjurée  est  P  —  Q»  =  0.  L*  équation  de  degré  2  p  :  P*  +  Q*  =  0  a  ses  coeffi- 
cients réels.  Si  cette  équation  admet  une  racine  a  +  bi,  on  est  sûr  que  l'équation 
P  +  Qt  =0  admet  aussi  une  racine,  car,  en  remplaçant  x  par  a+  bi  dans  le  produit 
(P  +  Qt)  (P  —  Qt),on  obtient  zéro  pour  résultat;  donc  l'un  des  facteurs  du  produit 
s'annule  ;  si  c'était  P  —  Qî  ,  a  —  bi  serait  racine  de  l'équation  P  -f-  Qi  =  0. 

Posons  P*  -h  Q*  =  /"  {x)y  et  remplaçons  x  par  y  -f  s,  de  sorte  que 

f[x)  =  ^{z\y)-\-z(t{-\u), 

9  (z*,  y)  et  4/(3*,  y)  étant  des  polynômes  entiers  en  z^  dont  les  coefficients  sont  entiers 
par  rapport  à  y. 

Supposons  d'abord  que  p  soit  impair.  Le  résultant  des  polynômes  ç  (s*,  y)  et  6  (z^,  y) 
par  rapport  à  s*  est  de  degré  p  (2  p  —  1)  en  y.  (601)  ;  il  est  donc  de  dea:ré  impair  et 
a  tous  ses  coefficients  réels;  il  a  au  moins  une  racine  réelle:  y  =  b.  Rempla- 
çons y  par  6  dans  <p  (z",  y)  et  ^  [z^,  y) ,  autrement  dit  remplaçons  dans  /^(x;,  .r  par 
A  -f  js.  Il  peut  arriver  alors  que  ^  (s*,  b)  soit  identiquement  nul  (597)  quand  on  a  fait 
cette  substitution  ;  mais  cela  ne  peut  pas  arriver  pour  9(«*,  b\  car  on  pont  puppostjr  que 
le  coefficient  du  terme  de  plus  haut  degré  de  ç  (s*)  soit  égal  à  1 .  Si  i/  (c^,  6)  ;z:e  o»  t^r^  a 

f{x)  r^  ç  (z*,  b).  Or  <p  (z*,  b)  est  de  degré  impair  p  par  rapport  à  ;:*,  et  par  suite 
admet  au  moins  un  diviseur  z*  —  a  ou  (x—  b)*  —  a.   Donc  l'équation  f{x)  ==  0  a 
pour  racines,  dans  ce  cas,  x  =  b  ±  \/â> 
Supposons  maintenant  que  ^  (z',  b)  ne  soit  pas  identiquement  nul,  alors  les 

polynômes  ^  (z  ,6),  ç  (s  ,  6),  dont  le  résultant  est  nul,  ont  un  diviseur  commun  ô  ,2*), 
et  par  suite  f  (x)  est  le  produit  de  deux  polynômes  entiers  :  /i  {x)  et  f^  {x)  qui  sont 
tous  deux  de  degrés  pairs  :  2p'  et  2p",  de  sorte  quep  =p'  +  p"«  Or  p  est  impair, 
donc  l'un  des  deux  nombres  p',  p"  est  impair  et  l'autre  pair.  Supposons  que  ce  soit 
p'.  On  opérera  sur  /i  (x)  comme  sur  f  {x)  ;  le  degré  2  p'  de  /*,  (a:)est  inférieur  à  celui 
de  f{x).  Ou  bien  fi  (x)  admet  un  diviseur  du  second  degré  (x  —  6')"  —  a',  ou  bien 
on  décomposera  /i  (x)  en  un  produit  de  deux  polynômes,  et  ainsi  de  suito;  et  comme 
le  nombre  des  opérations  est  limité  puisque  les  degrés  vont  en  diminuant,  on  arri- 
vera nécessairement  à  un  diviseur  réel  du  premier  ou  du  second  degré. 
Considérons  maintenant  une  équation  à  coefficients  réels  ou  imaginaires  du 

degré  m  =  2^.p,  p  étant  impair.  Pour  abréger,  on  dira  que  m  est  de  parité  k  et 
nous  allons  montrer  que  si  le  théorème  est  établi  pour  toutes  les  équations  dont  le 
degré  est  de  parité  inférieure  à  k^  il  est  encore  vrai  pour  un  degré  de  parité  k  ;  il 
sera  par  suite  établi  dans  toute  sa  généralité,  puisqu'il  est  vrai  pour  la  parité  zéro. 
Soit  /"(x)  le  premier  membre  de  l'équation.  En  posant  comme  ci-dessus  x  =  y  -|-s 
et  f{x)  ^  9  (s*,  y)-\-  z^  (s',  y),  le  résultant  par  rapport  à  z»,  des  deux  polynômes 

ç  (s\  y),  ^  (**»  y)  est  de  degré  >»(>^'"^)  _.  2*-^  p  (î*.  p  —  i)  par  rapport  à  y.  Il 
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«sst  donc  de  parité  *  —  i  et  par  suite  s*aonale  pour  une  valeur  réelle  ou  imagi  - 
naire  de  y. 

Or  ç  (2',  y)  est  par  rapport  à  2*  de  parité  A  —  i  ;  donc  si  6  est  la  racine  du  résul* 
tant,  et  si  ^  (z*,  6)  ^0, 9  (z*,  6)  admet  un  diviseur  z*  —  a  et  par  suite  f{x)  admet 

un  diviseur  du  second  degré  (j:  —  6)*  —  a  ;  si  4/  (z',  b)  n'est  pas  identiquement  nu'., 
on  voit  comme  plus  haut  quef(x)  est  le  produit  de  deux  polynômes  entiers 

En  appelant  ^.p'  et  2*^.p"  les  degrés  de  ces  deux  facteurs  on  a  : 

2*.p  =  ^.p'  +  2**.p". 

On  ne  peut  évidemment  avoir  en  même  temps  A'  >  Ar  et  k"  >  k,  mais  on  peut  avoir 
par  exemple  k'  =  *,  k"  >  ik'  ;  si  /t"  =  A  +  A,  alors 

^.p'  +  2*".p"  =2*.(p'  +  2*.p"), 

dans  ce  cas  p' +  2*p"=p,  par  suite  p'<p.  Enfin  Tun  des  membres  ib'  par 
exemple  peut  être  inférieur  à  k.  Donc  le  degré  de  Tun  des  deux  facteurs,  ft  (x)  par 
exemple,  sera  de  même  parité  que  m  mais  plus  petit  que  m  ou  de  parité  inférieure  à 
k.  Dans  cette  dernière  hypothèse  f  {x)  a  une  racine  ;  dans  l'autre  hypothèse  on  trai- 
tera/*! (^)  <le  même  manière  que  f(x).  On  obtient  ainsi  une  suite  évidemment 
limitée  de  polynômes  dont  les  degrés  vont  en  diminuant;  on  arrivera  donc  nécessai- 
rement à  un  diviseur  du  premier  degré  de  f(x). 

Cette  belle  démonstration  est  dae  ft  M.  Walecki,  professenr  de  mathématiqaes  spéciales  aa 
lycée  Gondorcet. 

(Voir,  comptes  rendus  de  T Académie  des  sciences,  19  mars  1883.) 


QUESTIONS  PROPOSEES  AU  CONCOURS  GÉNÉRAL. 

1.  (1874,  Paris).  Démontrer  que  la  forme  la  plus  générale  du  polynôme  entier 
F  (x)  satisfaisant  aux  relations 

F (1  -x)s  F  (x),  x"F  (^W F  (x) 

est 

F(x)=(x«-x)*'(x«-x  +  1)«[Ao(x«-x  +  ii*'*-f-Ai(x«  — x  +  l)'^*-*^(x«-r)» 
+  A,  («•  -  X  +  i)*^»-*).  (x»  -  x)*  + +  A^  (x«  -x)*«], 

p,  g,  n  désignant  des  entiers  positifs  et  A»,  Ai, A^  des  constantes  quelconques. 

2.  (1874,  Départements).  Si  l'on  considère  la  fonction  e~^  de  la  variable  x  et  que 
Von  en  prenne  les  dérivées  successives,  on  reconnaît  que  la  dérivée  de  Tordre  n  est 

égale  au  produit  de  e''*  par  un  polynôme  entier  en  x  que  Ton  désignera  par  ^ ^  (x). 

1*  Démontrer  que  les  polynômes  9  (x)  satisfont  aux  relations  suivantes  : 

(p^  (x)  +  2 X9„_,  (X)  +  2(n  -  1)  9^^,  (x)  =  0, 
9;(x)  +  2n9^_,(x)  =  0 
9«(x)~2x9',(x)+2n9.(x)s0. 
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9»  Calculer  les  coefficients  du  polynôme  9^  (a?)  ordonné  suivant  les  puissances  de«. 
Démontrer  en  outre*  que  Tôquation  9^  (j;)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles, 


*  In 

inégales  et  comprises  entre  7=* et  i/-. 


(n-l) 


2  (fllRMlTS.) 

3.  (1870)  Étant  donnée  une  équation  du  troisième  degré 

ttàta^  îes  coefScieiits  m,  n,  p  d*un  polynôme  du  second  degré 

««•  +  n«-+-  P» 

tel  que  les  valeurs  que  prend  ce  polynôme  quand  on  y  remplace  x  successiTement 
par  les  trois  racines  de  Téquation  proposée  soient  égales  à  ces  trois  racines. 
Réciproquement,  étant  donné  un  polynôme  du  second  degré 

mx'^  •\-nx  +p, 
calculer  les  coefficients  a,  b,  c,  d  d'une  équation  du  troisième  d^'gré 

a  1?»  +  **•  +  c  «  +  «' =^f 

telle  que  la  propriété  énoncée  précédemment  ait  lieu. 

4.  Le  produit 

(i  +  Ç«)(i  +  «•  «). . .(i  +  o*»^*  «)(1  +  7)  (i  f  r) (*  +  f  "" > 

est  r^réscnté  par 

-^  +  +    —  +  A,  +  Ai  s  +    +  A^  z\ 

1*  On  demande  d'exprimer  en  fonction  du  paramétre  q  les  coefficients  des  diffé- 
rentes puissances  de  la  variable  je.  2o  Le  paramètre  q  étant  un  nombre  réel  dont  la 
valeur  absolue  est  inférieure  à  1* unité,  ou  une  quantité  imaginaire  dont  le  module 
est  inférieur  à  Tunité,  démontrer  que  le  coefficient  d*une  puissance  quelconque  de 
z  tend  vers  une  limite  quand  n  augmente  indéfiniment  et  déterminer  cette  limite. 

5.  (1887).  On  représente  par  («1,  yi),  (x^yti^ .  •  •  (^gi«  y,„),  les  cordonnées  des  points 
dlntersection  de  deux  courbes  algébriques  dont  les  équations  mises  sous  forme 
entière  sont  : 

r(«.y)  =  0,F(«,y),=0. 

On  suppose  que  tous  ces  points  d'intersection  sont  simples  et  à  distance  finie  : 
!•  Montrer  que,  pour  chaque  valeur  de  t  on  peut  écrire  : 

/(x,  y)=  {«-*,)  «<(«.y)  +  {y-Vi)  ai  (x,y), 
P  (ar.  y)  =  («  -  *^)  A,  (^,  y)  ^.  (y  -  y,)  B,  (X,  y), 

les  coefficients  a ,  è,-,  A^^  B^  étant  des  polynômes  entiers  en  «  et  f. 
80  On  pose 

ç,(x.î,)=!j^*'| 

*  Cette  qaestion  n'était  pas  posée  aa  Concoun. 

n.  — •  B.  ntwgmtowni.  —  tjxktmm,  32 
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et 

i    KM 

I  s  1 

et  l*on  détermine  les   constantes  G,  de  manière  que  le  polynôme  ^  prenne  pour 
x=Xfeiy  =  yf  une  valeur  déterminée  «,.  Montrer  qne  le  polynôme  ^  ainsi  obtenu 

comprend  comme  cas  particulier  la  formule  d'interpolation  de  Lagranij« 
3«  Démontrer  que  tous  les  polynômes  en  x  et  y  qui  pour  x=:x^eiy  =  y^ 

prennent  la  valeur  «^  peuvent  être  mis  sous  la  forme 

♦  +  M/'+NF, 

M  et  N  étant  des  polynômes  entiers  en  x  et  y. 


QUESTIONS  PROPOSÉES  AU  CONCOURS  D'ADMISSION 
A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 

6.  (1885)  10  On  considère  la  fonction  de  x 

__  êm  {m  (are  eoi  x)^ 

^1— x« 

où  m  est  une  constante  donnée.  Montrer  que  cette  fonction  s&tisfait  &  la  relation 

(««  -i)  y"  +  3  «  y'  -{m»  - 1)  y  =  0, 

y\  y"  désignant  les  dérivées  première  et  seconde  de  y, 

3o  En  supposant  que  m  soit  un  entier  positif,  on  demande  d'établir  que  Ton  peut 
satisfaire  à  l'identité  précédente  en  prenant  pour  y  un  polynôme  entier  en  x.  Après 
avoir  trouvé  le  degré  de  ce  polynôme,  on  cherchera  la  forme  de  ses  coefficients. 

7.  (1888)  Un  polynôme  f[x)  de  degré  n  vérifie  l'identité 

nf{x)  =  (x^a)r{x)  +  br{^); 

lo  Chercher  les  coefficients  de  f{x)  ordonné  suivant  les  puissances  de  «  —  a. 

V*  Chercher  les  conditions  de  réalité  des  racines  de  Téquation  f{x)  =■  0. 

8»  Prouver  que  si  b^  est  la  valeur  absolue  de  6,  les  racines  de  /  (x)  =  0  sont 

comprises  entre 


«_yni2_^i^et«+y/îLlîLzJ) 


^V 


8.  (1889)  Déterminer  un  polynôme  entier  en  x  du  septième  degré  f{x\  sachant 
que  /  (x)  +  1  est  divisible  par  {x  —  !)♦  et  f{x)  —  1  par  (x  +  1)*.  Quel  est  le  nombre 
des  racines  réelles  de  Téquation  f  {x)  =  0. 


OUESTIONS  PfiOPOSÉES  A  LAGRËGATION 

EXERaCES  DE  CALCUL  PROPOSÉS  AU  CONCOURS  D*A6RÈGATI0N 
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9.  (186d).  Résondre  Tôquation 

X  +  Binar.cos  «  =  5  sin  28»  27*  14",  8. 

Calcaler  la  racine  à  1"  près  à  Taide  de  la  méthode  de  Newton. 

10.  (1867).  1*  On  rencontre  dans  le  calcul  des  probabilités  FéquatioD  suivante; 

/5\*    ,   a:/6\*-«      1 

\ê)    +6UJ     =? 

séparer  les  racines  de  cette  équation  et  les  calculer  avec  3  décimales. 

11.  9*  Calculer  ic  avec  5  décimales  au  moyen  de  Téquation 


arctg 


_  L(l  +  g*)  .  ^  _  ^  r  îL 
'"■       2x        "^1.2      3.4'*'5.6' 


12.  (1868).  Séparer  les  racines  de  Téquation 


sinJT 

C08*X 


_ui±-ïf-i=o. 


C08« 


et  calculer  la  plus  petite  racine  positive. 

13.  (1869).  Trouver  le  nombre  des  racines  réelles  de  Téquation 

14.  (1871).  Calculer  la  plus  grande  racine  de  Téquation 

e*=:  81200  sinj;  +  2500  cosx. 

16.  (1872).  Calculer  les  solutions  communes  aux  deux  équations 

0,04  y«  — 0,55  xy  + 1,96  «•—2,80y  —  0,40«+ 1  =  0, 
2,80y«  +  2,88j:y  +2,»a?«-8y  — 4«  +  4=0. 

16.  (1873).  Calculer  toutes  les  racines  réelles  et  imaginaires  de  Téquation 
6a:«  — 19  X»  —  32  x*  +  170  x«  — 138  ««  —  96  a?  +  120  =  0. 


17.  (1876).  Calculer  à 


10000 


prés,  les  valeurs  de  x  et  de  y  données  par  les  relations . 


1     ,  1.3 


^J  ,1 
*       2*^2'  3.2»   •  2.4    5.2»   •  2.4.6  7.2» 


i         1.3.5 

"F 


+ 


X* 


^  1       1.2      1.2.3   •  1.2.3.4  ' 


+ 
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iS.  (1877).  SafJiint  que  le  polTiioiiie 
y*  +  1,7 jy  — «,»«^  —  3,835je«  +  2f •  +  3«y  +  0,«««  -  f  +  4,3*  —  S 

est  décomposable  eo  (acteun  dn  preoiier   degré,  en  demande  d'opérer   cette 
déoompoBtion. 
19.  (18f»).Étaiit  donnée  l'équation 

r*-«  +  l=0, 

1*  Démontrer  qu'elle  a  toutes  ses  racines  imaginaires  ;  2*  calculer  la  partie  rédle 
et  le  eoefBdent  de  t  pour  chacutie  de  ses  racines.  En  posant  s  =  x  +  sft,  on  verra 
que  le  proUéme  dépend  de  la  recberdie  d^nne  des  racines  d*Qne  équation  du  troi- 
sième degré;  on  calculera  cette  racine  à  Faîde  des  taJUes  trigonométriques  avec  le 
degré  d'approximatioo  qu'elles  eomportrat. 

90.  (1881).  Évaluer  l'intégrale  définie 


/: 


jr*(4:«  +  *+iyi 


21.  (1883).  Résoudre  l'équation 

9â^  — 14x*+Bx  — 1  =  0. 

22.  (1881).  Si  l'on  désigne  par  a  le  demi-grand  axe  d'une  ellipse,  i^r  e  son  excen- 
tricité, par  S  «  la  longueur  de  l'arc  de  cette  courbe  compris  dans  l'angle  obtus  formé 

par  les  deux  demi-diamètres  coi^ugués  éganx,  on  démontre  que  le  rapport  — 


est  exprimé  par  la  série 

*—  *  —  1C--2      _  i%S       _  ISn  — 44       _  35(81»— 64)      _ 
5  ■"  4  16   "^  255  3072  196008 

Il  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  On  donne-  =  0,78  et  l'on  de- 
mande de  calculer,  par  la  méthode  des  approximations  successâves,  la  valeur  de  e 
avec  l'approximation  que  comportent  les  tables  de  logarithmes  à 7  décimales. 

23.  (1885).  Déterminer  les  coordonnées  des  pieds  des  normales  menées  par  un 
point  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont 

«  =  l,y=2, 

à  l'ellipse  représentée  par  l'équation 

X*  +  4  y«  ■=  16. 
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24.  Vérifier  que  l'expression 

x—i  '    X*  —  i    jp*»— 1 

est  un  polynôme  entier  en  x  ;  m  et  p  étant  des  entiers  positifs  et  m^p. 
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25.  Vérifier  ndeotité 

(»i>  +  i)+(n»+2)+ +(n*+p»+i))=»»  +  (n»+i)^ 

^       (DE  ROGQUIGNT.) 

26.  Vérifier  Videntité 

(2n«  +  l)+Pn*+3)+(2n«  +  5)+ 4-(2n*  +  2(2n+l)-l)=(n  +  i)*-n*. 

(E.  GÉSARO.) 


27.  Vérifier  Tidentité 


2.4.6...  2n 


Cî,  + 30^-2^+5^4^1+ +2»  +  l^^»"**''  8.6.7...  (2n  +  l)- 

(E.  Catalan.) 

28.  Si  nss3A  +  l,  on  a 

Ci,-8C;„  +  8«CÎ„- ±3'^*Cin  =  2*^'- 

(E.  Catalan.) 

29.  Trouver  ia  somme  des  cubes  desn  premiers  nombres  impairs  et  montrer  qu'elle 
est  égale  à  la  somme  des  Sti*  —  1  premiers  nombres  entiers. 

30.  En  posant 

,       «  «  n(n— 1)...  (n—p  +  l) 


on  a 


^•r=«i«t»^+^*«»-»+ 


(Stbrn.) 


31.  On  a  aussi 

32.  Calculer  la  valeur  du  déterminant 


•T 


(Stern.) 


1  2 

n-i 

n 

2  3 

n 

i 

3  4 

1 

2 

ni 


n  — 2  n  — 1 


33.  Démontrer  que  ridenUté 

a^  +  «1  00S9  +  «1  coe2jp  +  ...  +  a^  wtnx 

entraîne  les  conditions  : 

«0  =  ai  =  flj  ^  "•  ^^  ^»  =^  ^* 

34.  Quelle  valeur  doit-on  donner  à  n  pour  que 

l{x  +  ^1  +  *•)  —  « 


0 


ait  une  limite  finie  quand  «  tend  vers  séro  t 
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35.  On  pose  /.{«os  tt  iù^.  1%  iù  =  1%  tù etc.,  l  désftgmiii  un  logirithme 

^aelconque,  pois 

'•*-'=[*-(T(lr:fT,r]-^' 

/-.(»)=[»-  (îr(^)']  »  '»  i«.  etc.. 
prouver  que  la  limite  de  f^  M  est  égale  à  (i  (/«)'  quand  u  grandit  indéfiniment 

(SCHLOMILGB.) 

36.  On  pose 

_  nin-i) (n-p  +  i)       ^ 

'""  1.2 p 

démontrer  que  le  quotient 


Ug+tt,+   U,+ 


a  pour  limite  -  quand  p  augmente  indéfiniment;  r  est  supposé  moindre  que  n,  et  x 

positif. 

(J.  Nbubbrg.) 

37.  Trouver  la  dérivée  de  log^  a  par  rapport  à  x. 

38.  Un  secteur  sphérique  ayant  pour  base  une  calotte  sphérique  a  une  aire 
constante;  étudier  les  variations  de  son  volume. 

39.  En  appelant  9  («)»  «p  (^)  deux  fonctions  circulaires  quelconques  de  i*arc  x  et 
F  (u,  v)  un  polynôme  entier,  trouver  ce  que  doit  être  ce  polynôme  pour  que  Ton  ait 
identiquement 

F(9(«),*W)  =  0. 

Prouver  que  la  condition  cherchée  est  que  F  (u,  v)  soit  divisible  par  le  premier 
membre  de  l'équation  entière  f  (v,  v)  =0, liant  u^ç{x)  kv^^  («). 

(MÉRAY.) 

40.  Soient  P  et  Q  deux  polynômes  entiers  en  x  et  premiers  entre  eux,  et  soit  A  un 
polynôme  entier  premier  avec  P  et  Q;  on  peut  poser  : 


_A Pj^  B 

P*Q  "^  P*        P""*  Q 


Pi  désignant  un  polynôme  entier  dont  le  degré  est  inférieur  &  celui  de  P,  et  B  étamt 
un  polynôme  eniier. 

(MÉRàT.) 

41.  Prouver  que  Téquation 

(i  -h  tar^  _  l  +  tg 
(1  — f«)"*""  1  — «a 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégalea. 
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42.  Soient 

ûi  +  6|  t,  a,  +  6,t, «m  +  *m  *' 

des  imaginaires  dans  lesquelles  les  coefficients  de  t  ont  tous  le  même  signe.  On  pose 

/(*)  +  *>(«)  =  («— «1  — *,«)(«  — 0,-6,  i) (*  — a„—  *m*); 

prouver  que  l'équation 

où  p  et  g  désignent  des  nombres  réels  arbitraires»  a  toutes  ses  racines  réelles. 

(HaRMITB.) 

43.  Soient  a.  6|  e,  . ..  /  les  racines  de  Téquation  â;"*  —  1  =  0  et  a,  ^,  y,  ...  X,  des 
nombres  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs.  Démontrer  que  la  fonction  symétrique 

2a«6PcT  ...  Z* 
est  nulle  6ia  +  3  +  T+ +X  n*est  pas  divisible  par  m, 

(MÉRAT.) 

44.  Soient  /  (x)  et  9  (x)  deux  polynômes  premiers  entre  eux  ;  prouver  que  si 
l'équation 

a  une  racine  double,  cette  racine  vérifie  Téquation 

[/•  (*)]»  +  W  W]'  =  0. 

45.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  équations 
obtenues  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  d'un  polynôme  entier  f  {x)  depuis  la 
(m  —  />)i*nie  jusqu'à  la  (m —  iy^mt  aient  une  racine  commune. 

Quelle  est  la  forme  générale  des  polynômes  f{x),  de  degré  m,  jouissant  de  cette 
propriété  ?  Résoudre  l'équation  f{x)  =  0  quand  m  =  3*^  et  p  =  m  —  1. 

46.  Prouver  que  si  a  est  racine  d'ordre  a  de  multiplicité  de  l'équation  f{x)  =  0,a 
est  racine  d'ordre  a  —  1  de  l'équation  obtenue  en  multipliant  les  termes  du  poly- 
nôme f{x)  supposé  complet,  par  les  termes  successifs  d'une  progression  aritbmé- 
lique. 

47.  On  connaît  les  trois  côtés  consécutifs  2a,  2b,  2  e  d'un  contour  polygonal 
convexe  ou  non,  inscrit  dans  une  circonférence  et  tel  que  ses  extrémités  soient 
diamétralement  apposées.  On  demande  le  rayon  x  de  la  circonférence. 

48.  Déterminer  les  dimensions  d'un  segment  sphérique  dont  le  volume  et  l'aire 
sont  respectivement  équivalents  à  ceux  d'une  spbëre  et  d'un  cercle  donnés. 

49.  On  pose 


Po  =  4,    Pi  =  l  +  *,  ...  P«.i  =  «P.-nP, 


prouver  que  l'équation  P^=  0  a  toutes  ses  racines  réelles. 

50.  Résoudre  l'équation  a:»»  ^  1  =  0. 

51.  Résoudre  l'équation 

[(X+  «)»  +  ««]•—  8  a*  («  +  8). 

52.  Les  équations  de  la  forme 

*•  -  (a  +  2  p)  ««+  (2«  p+  p«  +  3Y»)ar  -  a{p«  +  8t«)  =  0, 
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où  a,  p,  Y  sont  commensarables,  sont  les  seules  équations  da  trotsiènie  degré  ayant 
une  racine  entière  on  fractionnaire  qa*on  paisse  trouver  par  la  règle  de  Cardan, 
en  n'opérant  que  sur  des  grandeurs  commensurables. 

(B.  Kuun.) 

53.  Soient  ^  et  9  deux  polynômes  entiers  d*un  même  degré  fi  par  rapport  à  une 
variable  x;  la  quantité  ci-après,  composée  avec  les  dérivées  de  ces  polynômes  est 
une  constante 

Si  9=^  et  si  le  degré  est  impair  (/7)=0, 

montrer  qutf  le  polynôme  9  le  plus  général  satisfaisant  à  la  condition  (/V)=0 
est 

Oi,  Ot, a.  étant  les  n  racines  de  f{x)=zO. 

En  condore  que  si 

'i(*-«i)"+4(*-«i)"+ +U*-«0"s(*-*«)(*-"*^ t*-"^ 

il  existe  n  constantes  \,  >ti \»  telles  qne 

>i(«-ai)"+>i(*-aO"+ +M«-«„)»  =  (*-fl|)(«-%) (*-«J« 

théorème  dû  à  M.  Rosanes. 
Si  ^  est  du  second  degré, 

(/7)=2/r'-r«; 

en  conclure  la  formule  de  résolution  de  Téquation  du  second  degré.  Si  /'et  9  sont  du 
second  degré,  le  résultant  est 

(HALPHIH./ 

54.  Vérifier  la  formule 

^"^*^-*     r  + — ro s.8.4.5.6 — + 

(Reaus.) 
56.  Si  a,  6,  c, .  •  . .  A  ^1 /  sont  m  quantités  inégales  et  racines  de  Téquatioa 

la  somme  des  produits  de  ces  racines  prises  nhn  sera  égale  à 


^  ^  na)r(b).,.na) 

(Wnia,  Phodrbt.) 

66.  L'équation  de  degré  n,/(x)=0,  a  toutes  ses  racines  réelles;  Téquation 
f*(x)  +  k^f^  (^)=0,  où  k  désigne  un  nombre  positif,  a  toutes  ses  racines  imaginaires. 

*  Voir  Nw^éOm  aniuOei^  I8S1,  p.  11. 
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Démontrer  que,  dans  chacune  de  ces  racines,  le  coefficient  de  t  eet  inférieur  à  kn  ; 

on  suppose  n  ^  3. 

(Laoueuib.) 

57.  Considérons  Téquation  f{x)  =  0  qui  a  toutes  ses  racines  réelles;  k  désignant 
un  nombre  réel  arbitraire,  supposons  que  Téquation  ^  (âr)  +  ft  =  0  ait  m  racines 
imaginaires;  démontrer  que  Téquation 

n{x)  -  f{x)  r  w  -  *  /•'  w = 0 

a  m  racines  réelles,  toutes  les  autres  étant  imaginaires. 

(Lâgubieb.) 

58.  Si  réquation 

a+te  + CJ?« +  ...+*  a?"  =0 

a  toutes  ses  racines  réelles,  démontrer  que  u  étant  une  quantité  réelle  quelconque 
plus  petite  que  l'unité,  Téquation 

a  +  6«x  +  c»*jr«+    •.  +*»"*«"  =0 

a  également  ses  racines  réelles. 

(Laguieri.) 
50.  Soit  le  polynôme 

«•  +  fli  *  +  «I  «■  +  .  •  •  +  «n  ***; 

supposons  qu*én  ^joutant  à  ce  polynôme  un  certain  nombre  de  termes  de  degré 
supérieur  à  »,  on  puisse  obtenir  un  autre  polynôme  f(z)  tel  que  l'équation  ^  («;  =  0 
ait  toutes  ses  racines  réelles  :  démontrer  que  Téquation 

a%         ,  Ai  ^  ,  a%x^  On  —  1 X 

+  7**S /^        «>  +  •  • .  + 


1,8. ..n   ■    l,«...{n  — 1)   •   1,2. ..(11  —  2)   *  '  1,2 

On..!  « 
H J +an*»»  =  0 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

(Làonnai.) 

00.  f(x)  désignant  un  polynôme  quelconque  &  coefficients  réels,  on  peut  toujours 

déterminer  un  nombre  positif  »,  tel  que  le  développement  de  e*"  f(x\  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x,  présente  précisément  autant  deyariationsqueréquation 
/^  (4?)  =  0  a  de  racines  positives. 

(Lagobrre.) 

01.  Soient  f  (x)  un  polynôme  entier,  X  un  nombre  réel,  F  (x)  le  quotient  de  la 
division  de  f{x)  par  x  —  X  ;  l'équation  f{x)=sO  peut  se  mettre  sous  la  forme 

F(x) 

On  fait  varier  x  entre  deux  nombres  a,  p;  le  polynôme  F  [x)  variera  alors  entre 
deux  nombres  M,  N  ;  en  comparant  les  intervalles  ap  et  MN,  trouver  une  méthode 
de  séparation  et  d'approximation  des  racines  de  f{x)  =  0. 

Montrer  que  si  /*  (X)  <  0,  X  —  ^-:r:  est  une  limite  supérieure  des  racines  de 

l'équation. 

Si  ^  (X)<  0  et  si  un  nombre  positif  a  rend  f  (a)  <  0,  toutes  les  racines  plus  grandes 

fia) 
que  a  sont  comprises  entre  a  —  ^-ri  ^t  X. 

F  (a) 
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Étant  pris  le  nombre  positif  arbitraire  oo,  on  forme  la  suite  a«,  ai»  «i...  diaprés 
la  loi  de  récurrence  : 

Si  f  (oo)  est  <  0,  la  suite  a^  ai,  ot,  . . .  converge  vers  la  radne  immédiatement 
supérieure  à  a«. 

Si/(ao)  est  >  0,  et  si  Téquation  a  une  ou  plusieurs  racines  positives  inférieures 
à  Oo*  i&  même  suite  converge  vers  la  valeur  de  la  racine  immédiatement  inférieure 

Si,  dans  le  même  cas,  l'équation  n'a  pas  de  racine  positive  inférieure  à  oe,  un  des 
termes  de  la  suite  est  négatif. 
X  désigne  ici  un  nombre  positif  quelconque  rendant  positives  les  fonctions 

/'o  =  aoA  =  /oX  +  ai,A  =  AX  +  a, /     ^==f^  ,2^  + a    ,    et    (A)- 

Dans  oes  conditions  X  —  yrfj\  est  une  limite  supérieure  des  racines  de  Téquation. 

(Lagubrm.) 
02.  En  multipliant  (««  — 1)«  par  la  série 

kî±i  =  î+J.  +  i.  + 

la  partie  entière  du  produit  sera  le  polynôme 

F(„^,-_(„_*).-+[«JîLzi)_«  +  |],-_ 

à  regard  duquel  on  propose  de  démontrer  : 

!•  Que  réquation  F  (a:)  ==  0  a  toutes  ses  racines  imaginaires,  sauf  la  racine  a?  =  0 
quand  le  nombre  n  est  pair  ; 

2*  Qu'en  supposant  n  impair,  elle  n'admet,  outre  la  racine  nulle,  que  deux  racines 
réelles  égales  et  de  signes  contraires,  dont  la  valeur  absolue,  supérieure  à  l'unité 
todéflSm^t^"^      **  converge  vers  cette  Umite  lorsque  le  nombre  n  augmenta 

63.  Démontrer  les  identités  :  (Hbrmite.) 

et 
si  Ton  suppose  p  <  n. 
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Noas  avons  déjà  traité  cette  question  d'une  façon  élémentaire  ;  nous  allons  la 
reprendre  â  un  point  de  vue  plus  élevé,  en  nous  aidant  des  travaux  de  AIM.  Hermite 
et  G.  Darboux. 

L'équation 

ax*  +  46a?»  +  6cr«  +  il/x  +  û'  =  0 
peut  s'écrire  : 

(a««  +  26j:)*  +  (6ac  —  46«)j;*  +  ^al/x  +  /ia'  =  0 
on,  en  introduisant  une  indéterminée  que  nous  représenterons  par  c  +  2X  : 

{ax*  +  26jc  +  c  +  2X)*  +  [6ac-4ô«  —  2a(c  +  2X)]«*  +  [iab'  -  ib{c  +  2a)> 

+  aû'  — (c  +  2X)*=0. 
et,  en  simpliflant  : 

(1)  {ax*  +  26*  +  c  +  2X)*  —  4(6*  —  oc  +  aX^x* — i{bc  —  a^  +  ^bXjx 

.    ..  —  [{c -f  2X)*  —  aa']  =  0. 

La  résolvante  de  Ferrari  est 

(6«  —  oc  +  aX)  [(c  +  2>)*  —  aa']  —  [6(c  +  2X)  —  aô']*  =  0, 
En  développant  et  simplifiant,  on  trouve 

(î)  ^  4X*  — 1X  +  J  =  0, 

en  posant  : 

I  r=  flfl'  —  4A6'  +  3c« 

J  =  —  (a6'«  +  a'6«)  +  (aa'  +  ^bb^:  —  c«. 

Si  Ton  remplace  X  par  Tune  des  racines  de  l'équation  (2),  soit  Xi,  l'équation  (1)  se 
décompose  en  deux  équations  du  second  degré,  et  Ton  peut  poser  : 

r      , bc  —  ab'  +  2AX,-l 

or»  +  Ux+c  +  2X|  —  e    2x^6»  —  ac  +  aX,  +  -7=====    =  0 

L  V  A*  —  oc  +  aXi  J 

Obezsrt:  1. 

Soient  a,  p,  y,  8,  les  quatre  racines  de  Téquation  (I). 
On  aura,  par  exemple  : 

6       2e  , 

a  +  P  =  — 2-  +  -^6*— ac  +  dX, 
a       a 

^  6       2e  , 

y4-8  =  —  2-  —  —^b*  —  oc  +  aX| 


4e 


>«.  2«éCMlks 4mi aatm  nciMS 4i la rtaiiMle.  de"  =^1, c«s  li:  1; 


àawaèce^oaoblicM 


»  qak  éOÊme^  UmI  calnl  fut 


n  VHR'R''  =  I  (3c*e  ^  3^  —  c*^. 


onvoit^Mn  ksoMlIcicBUde  réqoatkaiiiropoiée  tontréds,  le prodvl RRHI'' est 
fféelelqwtf'c''a«DagiiedéccraMiié.  Il  «IBn  donc  de  pwer 

«r  =  —  *  +  iB  +  «V  +  •'V 

etdifain  imcmiIi—muI  t  =  d:  1  et  g"  =  d:  1,  c' éCent  délerauné  poor 
des  qutre  famhki^hnm  de  âgnes  de  c  el  c'.  On  aan  linâ  les  qutee 
Tégeâtion  propotée. 

Noos  allofis  BaiBleoiDl  ebcreher  la  lagniUretloo  des  uielBueou  I  et  J  qai  sont 
des  iaiRinaiits. 

Si  1*00  déûgne  par  r  foii  qaelcoiiqng  des  six  rapports  anhanBoniqaes  des  qaatre 
radnes  ««  p,  y,  6,oo  sait  que  ees  six  rapports  foraMot  on  groope  qa'oa  peat  repié- 
scoterpar  : 

"-'    i-^'    r^     TZTr^     ^-;'     r=-r  <^> 

Gda  étant,  si  Too  poee 

Jh  =  (a-«(T-«),     m  =  (.-.T)(e-«,     %=(«-«tt-T); 

on  saJtqœ  : 


«t  +  %  +  «t  =  0  (identité  d'Ealer). 

Nous  avons  trouvé  pins  haut  : 

c'est-à  dire  : 


7 
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d*o(h  !*on  déduit 

>.  =  5  [2(«P  +ï«)  -  («  +  W(t  +  «] . 
Mais  on  sait  que 

2{ap+T«)-(«+P)(Y  +  8)  =  («-8)(P-T)+(«-T)(P-e). 
donc 


On  trouverait  de  même 


>l=^("i-W,). 


^  =  Jg  (*•!  —  »•)» 


Si  i*on  appelle  x^xt,  x,  las  racines  de  Téquation  «*+/»  +  9  =  0  et  si  i*on  repré- 
sente par  \{x^^  x^  ...  T^)  le  produit  des  différences  des  quantités  x,  x,^ ...  x,,  on  a  : 

par- suites 


D'autre  part 


do  même  : 


donc 


V  (^li  ^lï  W  —  ,, ' 


>,  —  Xi=:  —  (2Wt  —  «,  —  «J  =  — , 


?(X„  )-..  X,)  =  ~  n\nlnl  =  j|  C«  («,  p,  y,  «); 


on  a  ainsi  cette  identité,  due  à  Cauchy  : 

J|Ç«  {«,p,  Y.  «)  =  !•- 27J«. 

On  a: 

J  a* 

—  -  =  X|>,X,  =  —  (n,  —  w,)  (n,  —  «t)(n,  —  n,) 

J  =  0  exprime  que  deux  des  trois  quantités  fi|,  ni,  it|  sont  égales  entre  elles,  ou  encore 
que  Tune  des  racines  de  la  résolvante  est  nulle,  ce  qui,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 
revient  à  dire  que  Tun  des  rapports  anharmoniques  des  quatre  racines  de  la  proposée 
est  égal  à  — 1,  ou  enfin  que  les  quatre  racines  sont  en  proportion  harmonique  : 
J  est  Vinvariant  harmonique. 
Enfin, 

-  1  =  EXiX,, 

et,  en  tenant  compte  de  X|  +  x,  +  x,  =  0, 

I  =  2(x'  +  xî  +  xî)  =  6{»î+nî+nî); 


510 

donc  1  =  0  exprime  que 


COURS  D'ALGÈBRE 


(2)*+S+ ')'+'=•■ 


OU  encore,  en  posant  r  =  —  "-  : 

«1 


ce  qui  peut  s'écrire 


»         • 


r*— r  +  l=0, 


effectivement  si  0  et  6*  sont  les  racines  cubiques  imaginaires  de  runité,  pour  r  s  «0 
ou  r  :=  —  6*,  le  groupe  (A)  devient 

-6,    -e«,    -^e»,    ^a,  . -«,    -e»; 

trois  des  rapports  anharrooniques  so'ni  alors  égaux  aux  trois  autres. 

Pour  cette  raison  I  a  été  nommé  par  M.  Greroona  Vinvariani  éqvianharmonique* 
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